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0 разложены въ непрерывную дробь функщи, отредфляемой диффе- 
ренщальнымь уравненемь вида МИ Му Ру 9—0, 8 М. 
№ Р ЕО — ЦВЛЫЯ рАЩШОНальныя ФУНЕЦИИ, 


Владилра Цилмлермана. 


Биг 1е 4вуе]оррешет$ еп Ёгас оп сот штае 4’ипе ГопеЯоп 41 ез$ абфегитёе раг 


а 
Рада ор @1И6гепйеПе м М№-Ру?-- 4=0. М, М, Р, 9 61% 4ез ро]упб- 


тез епЯегз, раг Й. Пт теттат. 





Въ оигпа| 4. Ма бт. Т. Т, 4-е з61е 1855 года по- 
мфщенъ мемуаръ Гаопегге’а подъ заглаземъ: «юг Па т64ис- 
Яоп еп Насйоп8 сопИпиез 4’ппе опен Фит зай А ппе 
бспалоп Ч6теряеПе Ипбаге Ци ргеплег огаге 40иф 1ез сое{- 
Нстепф; 5016 галоппе]3». Предметъ мемуара. какъ показываетъ 
затлав1е.—разложен1е въ непрерывную дробь функши, удовле- 
творяющей линейному дифференцтальному уравнентю перваго по- 
рядка съ рашональными коэффищентами. 

Названный мемуаръ содержитъ доказательства формулъ 


! 


= 








Ч, (Я и О, ) -Е 0, и: т а УЧ, 
п—1 
И. 
6, С, 
О а -- эл Арки" В ) 


п 


на которыхъ основанъ самый способъ Гаслетге’а. Эти доказа- 
тельства изложены неполно. что дЪлаетъ ихъ недостаточно убЪ- 
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дительными. Въ настоящемъ труд я избЪгнулъ этого недостат- 
ка помощью према, который вмЪотЪ съ тфмъ спобобетвуетъ и 
(ъ распространено метола ласпегтеа. 

Именно Гаснетге ограничивается тфмъ случаемъ, когда 
функцтя, опредЪляемая линейнымъ дифферениальнымъ уравне- 
нтемъ первато порядка съ пфлыми рашональными коэффищен- 
тами, разлагается въ рядъ по нисходящимъь степенямъ пере- 
мфнной независимой. Употребленный мною премъ даетъ воз- 
можноеть приложить методъ Гасцетге’а къ боле общему урав- 
нен1ю 


м Му- Ру?-9=0, 


гдз М, № Ри Ч—флыя рашональныя функции 5, не отра- 
ничиваясь при этомъ тЪмъ только случаемъ. кода 9 разлатает- 
ся въ рядъ по нисходящимъ степенямъ 5: я разематриваю какъ 
этотъ случай. такъ и тотъ, котда у разлагается въ рядъ по 
восходящимь степенямъ х. Все это составляетъ предметъ пер- 
выхъ двухЪ паратрафовъ моей статья. Въ третьемъ параграфЪ 
разсматриваются частные случаи, въ которыхъ я бтаралея, по 
возможности, обстоятельно указать. какимъ образомъ дифферен 
цтальныя уравненя для числителей и знаменателей подходя- 
щихъ дробей могуть служить къ рытеюю вопроса о сходимо- 
сти непрерывной дроби, въ которую разлагается функця у. 


$ 1. 

1. Въ анализЪ употребляютъ два рода разложевнй въ не- 
прерывныя дроби, соотвфтетвующие двумъ родамъ разложенй 
функий въ ряды,—въ ряды по восходящим и по нисходя- 
щимъ степенямъ перемЪнной независимой. Остановимся сначала 
на послФдкемъ случа». когда функция разлагается по`ниеходя-. 
щимъ степенямъ перемфнной независимой. Итакъ возьмемъ та- 
кую функилю у оть перемЪнной независимой х и положимъ: 


(а) = — а, 1 ть. АН уе 


ь 
У 92 У У 
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ГД Л,, ^,.....^Л.... < ЦФлыя функши д степени не ниже 
первой, ^, —цЪлая часть разложетя у въ рядъ, м. м.... 
",....Постоянныя количества, у,. 7...,.у.4.--функии, раз- 
лагаюнияея въ ряды по нисходящимъ степенямъ 2 и обрацаю- 
пияея въ 00 при 5=00. (СлЪдовательно ^, предетавляетъ 
цзлую часть разложешя у, въ рядъ). 

Изъ равенствъ (а) получаемъ разложене у въ непрерыв- 
ную дробь; 


(5) у=№— Ро 


Е ак. 

У. 

Въ этомъ разложени постоянныя количества м. м..... 
ь,.... Мотуть быть выбраны по произволу, набчетъ коэффи- 
пентовъ въ пфлыхъ функшяхь ^. При опредзленномъ выборЪ 
значенй м. м.....м,.... Тазложене (5 )— единственно: толь- 
ко одна опредфленная система плыхъ функшй №, №. ^.,.... 
^,.... И одна опредФленная функшя 9у., (обладающая 
вышеуказанными свойствами) удовлетворяютъ равенству (60). 
задача разложеня въ непрерывную дробь функиш у и с0- 
стойть въ отысками. для опредЪленной системы постоян- 
Мыс... ТавИХЪ ПВЛЫхХЬ фунЕИ А.А, 
А). ...№..... Чтобы удовлетворялось (для веякато $) урав- 
нен!е (5). гдз 9... означаетъь функцию, разлатающуюся въ 
рядъ по нисходящимъ степенямъ х и обращающуюся въ 00 
при 1=00. 

Чиелителя й знаменателя п-наго приближеня непрерывной 
дроби мы будемъ означать соотвётетвенно чрезъ х, и |. Изъ 
теор1я непрерывныхЪ дробей извЪетно соотношенте 


РАНЫ 
(с) У7.—9, к а * 
У У2 оо ое о 


4 В. ЦИММЕРМАНЪ, 4 


гдВ 9,, У,.....У,1а буть функши, опредфляемыя равенствами 
(а). Въ разематриваемомъ нами теперь случа №, из... ыы 
—постоянныя количества; у,. уэ.....У,„-—функши, разлагаю-_ 


шяся въ ряды по нисходящимъ степенямъ х, причемъ /\, есть 

цфлая часть разложеня въ рядъ функции у,. Поэтому. если 

степени пфлыхъ функщй №. ^,,....^» Аы ОоЗначимъ соотв?т- 

ственно чрезъ 7.. т,..... Та, 10 выешая степень 2 

въ разложени въ рядъ произведея 9,7,....У„, будетъ 
1 

тт. .... Ета = Ут .  Слфдовательно  функиля. 
25 

стоящая въ правой части равенства (с), разлагается въ рядъ 


(по нисходящимъ степеняиъ 2). высшая степень х въ кото- 
а=и-1 
$ 
ромъ равна — т; . 
= 
Если функлля разлагается въ рядъ по нисходящимъ втененямъ 
д и высшая степень х въ этомъ рядЪ есть—7, то такую функ- 


цю мы будемъ выражать. слФдуя обозначению Гаотпетге’а, зна- 


коположенемъ (5) . 
6, 


Такимъ образомъ. положивъ › ‚т;==й,. Мы представимъ 


И 


равенство (с) въ видЪ: 


1 
а р ит 
( ) ул, т Ия в, ня 


Изъ закона образованя знаменателей подходящихъ дро- 
бей 1) слЗдуетъ, что ], есть цфлый многочленъ, степень кото- 
рато относительно х равна степени произведентя ^, ^,....^,. 





1) Законъ этотъ выражается зависимостью: /и==2и /и—1-— ип —2 При 
этомь =, /1=. 
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ИЕ 
м. | Е 
т. е. равна = УТ т;. Отсюда (по раздЪленши обфихъ частей 
х 1 
равенства (4) на Х,) заключаемъ, что 


(6) а . 2 ты 


Предиоложимъ теперь, что разсматриваемая функшя у опред%- 
ляется дифференцтальнымь уравненпемъ 


(1) ми Му-+ Ру? 9—0 


гдз М, № Ри Ч—Ълыя рашональныя функи х. 
Дифференцируя равенство (е), находимъ: 


ВА 
(7) т и + (киса 


Возвысивъ въ квадратъ объ части равенства (е). получаемъ: 





р 7. от иАйы-Е т, 


Означииъ черезъ о высшую степень < въ разложении у 


| 
въ рядъ и слЪдовательно высшую степень х въ разложенш з 


п 


въ рядъ по ниеходящимъ степенямъ д. Тогда равенство (9) 
можно просто написать въ видз: 





ый А 
р 
(1) у’ = Г = ) 


| 1 
ибо разложене въ раль фунани 2 
р | рядь функц у. 8 тен мя 
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зе . 


1 
| о начинается членомъ, содержащимъ 
+ др ть очевидно н , держащ, 


Х ВЪ м и. 
Внеся въ дифференщальное уравнене (1) выражения. (6), 


ИИ) 
(Л) и (4%) дм у, ИУ, получимъ: 


АИ < 2 Е Пе. 


| 1 
+ 2 -т, ит э 


или, нослЪ умноженая об%ихъ частей на [»: 


М($ п р и, Ме, /.-ЕРе.--ЯХ, А: | (укжядя)+ 


й. | | 1 
т] 


Такъ какъ лфвая часть написаннаго равенства есть цзлая 
функия. то и правая часть должна быть цфлой функцтей. Оте- 
пень у, этой послЪдней равна, очевидно. высшей степени 2 въ раз- 


1 1 ВЕ 
ложенш въ рядъ М [вы чи} ка Р а с 


или. если высптую стенегь 2 въ разложени м(,)+м +Р йе ь ==) 








означимъ черезъ 0, то 
т 0 и т, 1-1 


И такъ наше равенство можеть быть написано въ вид: 


(2) М(+./. —7» $.) М, 7, Ре. и= 4,6, 
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гб 0,—иЗлая функшля степени у,=0—7,14, а чрезъ А, мы 
означили произведене ми,....м, (постоянное число). 
Изъ теор непрерывныхъ дробей извФетна формула 


Фин Ф, = В, Но ке . 1 


Внеся въ уравнене (2) 9,_./, —/„а9„», виЪбто А, = ионы 
получимъ: | 


М(»/.—/ $) о №, „+ Ро, = ЧТ, у 0, (9, У,-— „1, 
откуда 
у (М, +: : №2, ЧУ — 6,6,„_ В Ф,( МУ, 27 ь  №М/,— —Ро,— —0 ма 
Это равенство можно предетавить въ слфдующихъ видахт. 


М, по : № И) —Ро,— 0, п—1 
(<) Мо, №, ОУ,-—6,о пби—1 == У, Л й 7 

















И 
Мо, № ), ф,— 

а: авы риюЗы. 

Ф» 
Мо, -, №, -- СА, 1 МУ, —) ‚М, — Г —0, о 
2» т 
Положивъ 
Мо, -- о №, т зи Пр гв М, 9 ь №, —Р>, Ре Я Ел О 
2» : ча в 


приченъ ©,„, въ силу каждато изъ равенствъ (х) и (3), есть 
пфЛЫЙ мноточленъ "), напишемъ равенетва (В) и (2) въ видЪ: 


1) Двйствительно, лввыя чаети равенетвъ (®) и (В)—цзлые многочле- 
ны, слВдовательно и правыя должны быть цзлыми многочленами; но такъ какъ 
?, ИЛ,; въ силу зависимости 9„_1 Л, —/„_1 = А, —0опз., не могутъ имЪть 

Й 
МУ. — "И ме 
Ты 


общихъ Фхункц1ональныхъ множителей, то выражен!я 


И М, а 97—09, Ти—1 


7» 
$ 


должны быть цвлыми многочленами. 
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(3.4) М! = (9,1 №), Ре, 0, 1 

(3.5) Мо =(9,— : №)2„— СУ, 6, Фи—1 . 
Постараемся найти соотношеня между пфлыми фунющями 

Х. входящими въ непрерывную дробь. въ которую разлагаетсл 

у, и цфлыми функщями 9 и 0. (ъ этой цЪлью, написавши по 

формуламъ (3,4) и (3.0) уравнешя: 

(3.4)' М" ть (9„— : № а -- Рена Ро 

(3 6)' Мо т (94— - №) 244— ОУ, а О ФР» > 

постараемся изъ уравнешй (3.а), (3.5), (3.а)’ и (3.0)’ исклю- 


чить нейзвфетныя функши Г и фи ийхъ пройзводныя помощью 
извзетныхЪъ соотношений: 


(4,@) Т. п-1 Аа у „—н я В 

(4,0) ФА=ЕА, Те Рин 

(5) 1) ФИ .... Ш Е-А, 
(5)' г и — Фа На УЖ ин- А . 


Помножимъ уравнене (3,4) нао,_1. а уравнене (3.5)— на), 
й вычтемъ затЗиъ второе изъ первато; такимъ образомъ получимъ: 
М( е,—1—Ф, |= (Ф, И —7, 1,8, Ан ЕЕ 
НОУ, ГЫ -- Рот й 
или, замфийвши множитель, стояшй предъ ®,. чрезъ А, (на 
основанш уравненя (5)): 
(6) МУ, Ф,_1—,/,1)=А,®,- : №, У,-- Д-аФ®) о 
НОТ, /„ 4 Ро, 1 ° 
Подобнымъ-же образомъ изъ уравненй (3.4)’. (3.6)' и 


(5)’ получаемъ: 
| 9 
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(6)' Мф, а 1) — А, №, Палана) -- 


оу, Ра, 
Понноживии на и, Уравнене (6), сложимъ затЪмЪ съ 
уравнентемъ (6)’. Замфчая, что р, 4,=А,,, получимъ: 


И Ли Фь-ы Вы о -цаФи/и-1 Ан (Я, ы--®,)- 
= - М (Фил Н.Ф -Ё Ри АТ -Е Ми п—1 Ф, ) -- 
С И -- Ка р». а) -- Р(о,аФ,- Ви фа |. 


Перенеся вс члены правой части. кромф перваго члена. 
въ лЪвую часть равенства, замзнивши ]„: И 9, по форму- 
ламъ (4,4) п (4.5). а также 7, пФ, по формуламъ: 


Е НЕА а Анда дана 
ИН =) 1Фн ЕЛ ии 1 5 
которыя получаются чрезъ дифференцироване формулъ (4.4) и 
(4.5). получимъ поелВ приведеня: 
Ан! М(Ф,/,— о.) М, „-- Ре,-НЧУ, 

а М, „+ Фи—1 У, У аФ, -— 10, = А,1(9,44-19,) . 
Выражене въ скобкахъ, на которое множится ), 1. Равно А, 0, 
(въ силу уравневя (2)); выражене-же, на которое множится 
„11 М, равно нулю, какъ производная функц ©, _1/„— „1 


равной. въ силу уравненя (5), постоянному количеству. 
Итакъ имЪемъ: 


— А, 410, =4,.41(9,4.-9,). 








| я 

откуда. зам чая. что —=-—_. находимъ формулу 
„м И 

(7) ин 


Ри 
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Для полученя другато соотношеная помножимъ на /, ра- 
венетво (3,а)’, на ]„.. равенство (3.4) и вычтемъ второе изъ 
перваго. Такимъ образомъ получимъ: 


Уи) 59 4— 9, у, Р(Фыы/,— $) -Е 
Рая —б,/ и 


или, замфнивши „1—4, Чрезъ — 4, (по форм. (5)’). 


Ты и 41 соотвфтетвенно чрезъ №), аа 
^,44/,— № а/„—1 (на основайи форм. (4.4)) й сдЪлавши въ 
обфихъ частяхъ приведене: 


Мау, т -- и 9 = (9.41— 9, Т„— 
— а ТА Те + а Е. о = А „МР. 0, р т 
а О т у Е И ее 


Перенеся всз члены лЪвой части. Е МА! Г. — въ 
правую. замфнивти. по форм. (7),—^,..0, чрезь риа 
Ны.9,, далве МУ, и МР, , Е чрезъ 9, /,--. 
АУ, Ро, -Н 0, У, ио, И НАУ, ПВО аа ЕТО (на 


основаши форм. (3,4). получимъ посл приведен: 


И (9, 41- О, 11 У„— АР) ны, 1)у, Уи—а- 
На РФ, Я — 1,6 п—1 а 


п—1 


6 
Замфнимъ здЪсь 9-9, , по форм (7) ет 


о), Ф, По форм. (5), чрезъ. 4,; замфчая, что 
1,14, =А„за, ПОлучииЪ: 


р ин а п и, О 
М орала 


И ТАЗ БЕ И 


| | 
МР = (2, —9 ал, — т. ВА 
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ПослЪ раздфлеюя обЪфихъ частей на /,, получимъ формулу: 


м о бе = 


п 


Формулы (7) и (8) и суть тВ соотношения между цзлыми 
функилями ^, 9 и ®, которыя мы желали найти. 


Какъ указано раньше. между степепью у, цфлой функши 
0, и степенью 7,,, цълой функши /^,., существуетъ зависймость 


=0—т 1 ИЛИ У» —- Та та 0, 


ГД} д означаетъ высшую степень 5х въ разложени въ радъ 


МС: ие р) °). 


Членъ, содержащий высшую степень х въ многочлен» 


о 3 , з . 
О о = мл: ыы РР 6./"—1 


и / 7 ООН 
есть, очевидно. выспий членъ разложеня въ радъ (по нисхо- 
С 1 ФР» . тат 1 
дящимъ степенямъ 2) М в К Разложенемь 0, т 


мы пренебрегаемъ. ибо высшая степень въ этомъ разложени 
ниже степени 0, и, тВмъ болЪе, ниже 0.—высшей степени раз- 


. А 1 =: 
ложешя /-—-М—Р- |. 
НЕ а 


Слфдовательно выспий (по степени 2) членъ 9, есть выс- 


ий членъ разложеня въ рядъ 


М ю—п 
Ут Ру, 


ый 


") р-—выешая степень х въ разложени у въ рядъ. 
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= 


О 7 Фе» 
такъ какъ степень /, равна › т; и высний члонъ въ разло- 


в / 
жен р. равенъ высшему члену разложентя Ру. 
, 

2. Докажемъ теперь, что формулъ (7) и (8) достаточно 
для опредленя послздовалельнымъ путемъь (постененнымъ ие- 
реходомъ отъ нисшихъ указателей къ высшимъ) цзлыхъ ф-шй 
л, би при напередъ избранных значеняхъ постоянныхъ 
величинъ |. 


Съ этой цЪлью докажемъ слздующую лемму: 


Вели положимъ 


(“) И отн Г, = (2, =М№)/,— МД, -- Рф, ВУ 5 
(В) О ВО ИУ, =(0,—М№)5,— Мо — ОУ, 5 


причемъ цзлыя функши Г, 9. ^,. 0, ®, и постоянныя коли- 
чества в„. соотвЪтетвующия различнымъ значенямъ указателя 9%. 
находятся между с060ю въ зависимостяхъ. опредфляемыхъ ур-1ями 
(4,4). (4.0) и формулами (7) и (8)—то между тремя посл$- 
довательными многочленами ТГ... Г, и Г, и между тремя 
иноточленами Т,.., И, и И), , вуществуютъ соотношенйя: 


т ет Аа И -- Ра Г = 0 
И —А а И’, а Ри и = 0 : 


Для доказательствъ этой леммы продифференцируемъ ур-1я 
(4.а) и (4,5) п помножимъ каждое изъ полученных такимъ 
образомъ у-Ш на Л; тогда будемъ имфть равенства 


(1) о" УЕ М = МА ау, НН Мо М, 
(6). 2. а Иа = МА Ф.Н Миа М1 


7 
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Изъ равенетва (а) слЪдуетъ, что 
= (ЯМУ, Ро, 0,7 п [а 
Подобнымъ-же образомъ имфемъ: 
МУ а = (а ТЫ )7 „ы +Р Фи и и ии ри 
Му, = (9, +, М)У, «Ре, 4-0, „Л, „— жы 
Точно также. на основаши равенства (В), 
М, = (8, —5М№),— У, -Н 0, .— И, 
Мо т (9 ММ „4—7 а Ф жр И 
Мо, т (9 — №), 9У, —1 == 0,10, _—— И 
Внеся эти выраженя для Л... М, й МИ, 1. Мо а, 
Мо, в Мо, въ ур-я (1) и (5). найдемъ: 


( О а Ма -- Ролл + 0 „— ды = МА! Т.Н 
НА, (9, веть ут + АР, -- „+10, у Аа | вет 
(9, №) ое № Во Ох 9—1 Е -- И И 


И 
(Я —М) 2 -— ЧУ, а Е 0,13, то И’ — МА 1, -- 


+ А 41(9,— №), м. 419 1%. -- ^ ноты У’, ея 
— ма, — М), - ча 1 — 0, 1Ф, 5 —- и, 1 И 


Перенеся въ обоихъ нанисанныхъ ур-1яхъ всЪ члены въ 
лЪвую часть, замфнивши /,. И 9: Соотвфтетвенно чрезъ 
Аа в -— ыа Л и И Ап (по форм. (4.4) Й (4.5)) 
и сдЪлавши приведенте, получимъ :; 


| [(2,.-—9,)^ 1 - 0. ое МА, 1]. [(9,-— 9, ина -- 
-- ^,.110,] Ч -- аб, Е Г и у —- и Инн) и 0 


[(94— ©, --9 г а МА, ,— [2—9 Зина ые 
- 110, 2—1 т аб ф а ( | и Аа У’, - ры И) = 0 
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Эти ур-я, въ силу завизимостей (17) и (8), принямаютъ 
ВИДЪ: 


р Мы 
| ит р И 0 ^„/„а-Н 0,1 У я 
п “и 


9 ( ИИ А ие в №-ы Иа) се 0 , 


ый Ри 
о в. ^„Ф 1 -- а, 1Фи2— 
ха ( И 41—, И, -- -ы й, -) Е 


На основани ур-й (4.4) и (4,0) первые три члена каждаго 
изъ этихъ ур- чечезаютъ. и мы такимъ образойъ получаемъ; 


1 Ан У, ег Ро Г, „=0 
ПА И, Ри-ы И’, ,=0 > 
что и требовалось. 
Допустимъ теперь. что 3 ряда пфлыхъ ф-цй 
О о 
в Вы бы а м 
ви а В 
и рядъ постоянныхъ количествъ 
И 
удовлетворяютъ ур-ямъ (7) и (8). 
ДалЪе, допустимъ, что 2 ряда цЪлыхЪ многочленовт. 
О р. 
О 
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опре „Влены такъ, что удовлетворяютъ ур-ямъ (4,а) и (4.5) (гдЪ 
Х и | предполатаются опредЪленнымй вышеуказаннымъ образом ). 


Сверхъ того предположимъ, что цзлыми функи1ями 
О. 
ни, 0. 
ОИ 
Ф:—25 Фр И Ф; 
удовлетворяются ур-я (3.4) й (3.6), т. е. 
00 
И, =0 и И, =0. 


На основани только что доказанной леммы. будемъ имЪть 
А ВАЙ и ие — () 


Уна Идя... =....=0, 


т. е. урйя (3.а) п (3.5) удовлетворяются вообще. начиная 
въ = 1. ` | 


Летко видЪть, что. евли положимъ 
До =1, ФА.) 
Л 1=0, 9.=1 
—=1, ф_.==0, 
9 ,—=—- ЛР, 0, —=Ч- 15, №, Ре 
р. 9, =—> — 1%, вы, 
и, =—1 у 
то будуть удовлетворяться ур-я (4.4). (4.0), (3.а) и (3.5). 


*) — лая чаеть разложен1я у въ рядъ, 
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СлЪдовательно, еели помощью формулъ (7) и (8), имя 
6_,.0, и 9, опредзлимъ послЗдовательнымъ путемъ цзлыя ф-ши 
ОИ (для п—=1, 2. 3, 4....), боотвзтетвующая 
избранной системЪ постоянныхъ количествъ |»; далзе. имЪя ^ 
и м, опредЪлимъ по формуламъ (4,4) и (4.0) лва ряда мно- 
гочленовъ 


то. на основани вышесказаннаго. будутъ удовлетворятьея ур-1я 
(3,а).... Му. = (МУ, Ро, НУ, 
(3.0).... 49, =(9,—М№),— ЧУ, бо, 
для веякаго п>-—1. 
Иеключивъ изъ урШ (3,а) и (35) 9,„, найдемъ: 


[9 о-в Мо, /,—,,) -- №5,„Т„ -- Ро, Зе ЧУ, — 9. —]„_1®,) 
Но изъ ур- 


Ир АМ 2 
Ф,=А 1—1, —9.. 5 & 


которымъ удовлетворяютъь наши многочлены / их. слЪдуетъ, что 


Фан, (Фи и ан Фн1) 5 
откуда 


Фит] оо (ол —/.1) . 


**) „41 опредвляемъ при этомъ, какъ цвлую Ф-ц1ю етепеня »-==9-— и, 
причемъ 1-1 не меньше 1 (слЪдовательно уп, степень 0», не должно быть >8—1). 
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п такъ какъ /,=1, ©,==А„ р =^., Ф=АМЬ-а (по форм. 
(4.а) и (4.5)), то _ 
1 1—1 о а. бы (0138. 


о Такимъ образомъ ур-1е (9) принимаетъ видъ: 


(10)... МФ, и А —0,. (0751. 


$Ф, 
Означимъ теперь разность у-—^^ чрезъ 7„. т. е. положимъ 





о 
т 
+ 
Пифференцируя это равенство. находимъ: 
, 
ау _ Ф„) и ие 
Чт те $ 
Возвышая то-же равенство въ квадратъ, получимъ: 
О 2» Ф„ я р 
у = +2: „ть От г”) 


у 
Внося гаписанныя выраженя для 9. Я у’ въ ур-е (1) 





находимъ : 
и АННО МИРНО „)=0 

или, принявъ во вниман!е ур-1е а 

п Ми мрт ",)= те 


Высшая степень 2 въ разложени (по нисходящимъ степенямъ 2) 
въ рядъ ф-ии 
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равна р-—высшей степени 2 въ а вЪ рядъ у”), т.е. 


ДалЪе 


слЪдовательно ур-1е (11) можно предотавитьь въ видЪ: - 


) Дъйствительно. если » (цзлая часть разложен1я у въ рядъ} не равно 
нулю. то, какъ показываетъ законъ образован1я Гир (ур-я (4.а) и (46)), 
членъ. 2». содержаций высшую степень х, есть высший членъ произведеня 
2....4п; членъ-же а содержащй высшую степень х, есть выеций членъ 
„. Такимъ образомъ въ разложении въ рядъ (по нисхо- 


“024 
нроизведен1я 7,4..../ 


р ги | 
дящимъ степенямъ 2) Ф-щи р, Членъ съ наивысшей степенью = тожественио 
О 
равенъ высшему (по степени 2) члену ^, т. е. высшему члену разложеня 
въ рядъ у. СлЪдовательно въ этомъ случаЪ (если /, не равно пулю) ®х я. 


9" Фп 
А МР даетъ рядъ. въ которомъ выешая степень 2 есть р. 
п я 


Переходя теперь къ тому случаю, когда ›==0, зам$тимъ, слвдующее: 
такъ какъ ли м непрерывной дроби, вь которую разлагается у, должны 
удовлетворять (вмзетв съ соотвзтетвующими (и ©, причемъ 0_,. би ©, 
имвютъ вышеуказанныя значення) зависимостямъ (7) и (8), получаемым 
какъ елЪдетв!1е ур- (3.а).(3.5),(4,а).(4.5) и (5). то при извъзетномъ выборв 
“. цвлыя Ф-щи ), опредБляелыя 600бие завивимостями (1) и (8), должны 
или совпадать съ ) непрерывной дроби. представляющей разложен1е у, или- 
же быть болве общими цвлыми хункц1ями, имфющими Х непрерывной дробь. 
какъ частныя значенля. 


Избравши для постоянныхъ величинъ 1 систему значенй 1%... 
означимъ соотв тетвуюцщия \ непрерывной дроби, представляющей дЪйетви- 
тельное разложене у, чрезъ /’,.^’,..... На основанйи едЪланнаго только что 
замЪчан!я, Л, (опредвляемое вообще Фхормулами (7) и (8)) не можетъ быть 


19 


нисшей степени, чВмъ )’,. Членъ съ высшей степенью `х въ разложени — въ 


Ле 


рядъ (Ф» и и—цфлыя Фх щи, опредвляемыя 600бще натиими хормулами) есть 


= 


выспиЙ членъ разложеня въ рядъ —7 (это елвдуеть изъ закона образован?я 
1 


р 
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Ве... “м (,)++Р(—) ры 


п 





Означимъ чрезЪ ®„ высшую степень х въ разложени въ 
рядъ х,. Такимъ образомъ высшая степень х въ разложени въ 
рядъ лЪвой части ур-1я (12) будетъь равна =„--0; высшая-же 

И) 
. м [2 ы © № 
степень въ разложени правой части равна 0-—т, „2 1; › 
А 
1" 
ибо степень 0, равна д— т»... а стенень /, равна › пт. я 
1 


Итакъ 


ЕЕ 


х м 
=„-=8—т,.-— 2 - ) 


И! 


откуда 


'—п 


= (У тчин) 


1—1 


[0 





Фи и Л1 при —=0); членъ съ высшей степенью х въ разложен!и въ рядъ у 


а ий. 

есть выспий членъ разложев1я въ о. поэтому. такъ какъ степень ), 
1 

не ниже степени 2',. высшая степень х въ разложен1и въ радъ (по ниеходящ. 


[42 
и 


степенямъ) Фхункши ря не выше 2. — найвыешей степени х въ разложени въ 
п 
рядъ у. Отсюда заключаемъ, что и высшая степень х въ разложен1и Ф-щи 


я 
оне не выше р. Очевидно она и не нижер; ибо обратное пред- 
п 


Фи | 
положен1е приводитъ къ заключен!ю. что, если Ф-ц1ю УР разложимъ въ 
+ и 


рядъ по нисходящимъ етепенямъ х, — высшие члены въ разложен!яхъ уи 


( 
п. ‘ > 

т должны взаимно уничтожаться; иными словами, высшпи членъ въ разло- 
п 


Е ый з 
жен —-— въ рядъ (по нисходящ. степннямъ 2) долженъ быть равенъ по 


№ 
| . . №. 
величин, но противенъ по знаку высшему члену разложен1я въ рядъ — тр. Но 
1 


это невозможно, ибо (на основанйи сдВланнаго выше значен1я) 2’, должно 
либо совнадать съ ),. либо представлять частное его значенте. 


: ГИ Фи 
Итакъ высшая степень х въ разложении въ рядъ ®-щи 2 тия. 
п п 


есть р. будетъ-ли \, отлично отъ нуля или равно нулю. 
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_ ОлЗдовательно 
г и и, 
тп ^ 
"Уф =| 2хт, ти 
ип 2—1 
НЙ 
ИЛИ 
1 | 1 
— и им — 
АТР Ват м — № 
1] п —Ф; с — т; -|- Ти = Т; 
1 =] 
д / \ 1 


Все сказанное въ этомъ членф можно вкратцз резюмировать 
такъ: положивши 


Ва | 0.—=—Р. = -4-- Мо М Во, © 50 — —М— Ро, 
ТдВ <,=^А,==цФлой части разложеня У въ рядъ. и опредфливь 
ОА оЬы путемъ но формуламъ (7) и (8) ^, йа 
соотвЪтотвующия извЪстной (по произволу избранной) сллнь 
значений №,.м>...4„..; Далзе, при помощи этихъ ди ^ и при 
помощи 4-хЪъ величинъ 
Ив И Ф, —= — А. 
/-1=0, ф.=1 


найдя посл довательнымь путемъ, но формулам (4.а) и (4.0), 
два ряда многочленовъ 


Лт 12» я Е ы .. 


1. >, $3 . ео 
будемъ имЪть 
| 1 
=я-1 
(13) еси 7, я › 7п, 
1 
\ 2 


Но /, и Ф,, опредфленные по форм. (4.а) и (4.5). 
выше-паписанныхь значеняхъ /„ $, 1 и Фа, буть не что 
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иное. какъ знаменатель и числитель и-наго приближеня не- 
прерывной дроби: 


14 
{© ==, -——“ : 145 


е, 


^„—-. 


Гакимъ образомъ непрерывная дробь ©, въ которой всЗ и— 
поетоянныя количества (избранныя по произволу), Ли. ^.....^„...— 
цфлыя ф-цши 2, опредЪленныя вышеуказаннымь енособомъ (по- 
мощею ур-Ш (7) и (8)). ал, —цЪлая часть разложеня У въ 
рядъ. — находится съ у въ извЪстной зависимости. которая 
аналитически выражается ур-1емъ (13), тдЪ /, и $, означаютъ 
соотвЪтотвенно знаменателя и числителя я-наго приближешя 
непрерывной дроби с. Отсюда слЪдуетъ, что непрерывная дробь 
с представляеть собою непрерывную. дробь. въ которую разла- 
гается ф-цля у”). СлЪдовательно. если найдено \,==,. (помощью 
которато опрелфляются 0, и ©,). то формулъ (7) и (8) вполн%, 
достаточно для опредЪленя ^.,^,.. ..^,....., а Также и ц$- 
лыхъ ф-шй 6,.0..... т О бо... 9, бООтВиСтвую- 
щихъ избранной системв значенй 41.4... ...щ,. 


*) Въ самомъ дЪлЪ. опредвлимъ Ф-цИо ии: такъ, чтобы удовлетворялось 
ур-1е: 


| 
м 


(А) .. .... === — № 
) 


Вы 
те 
и„--1 
Изъ теор1и непрерывныхъ дробей извЪетна хормула, которая выводитея со» 


вершенно Формально изъ ур-йя (А): 


ур ет $, =} 


% — а ГЕ 
в п--1 Ч — Фи 


Такъ какъ въ силу равенетва (13), 
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Итакъ нужно только, въ каждомъ отдЪльномъ случаз, 
опредЪлить \, — цзлую часть разложеня у въ рядъ (что не- 
трудно сдЪлать при помощи даннаго дифференитальнаго ур -- я, 
которому удовлетворяетъ У). 

Опредвливши \==9. находимъ 0,=0@-Р Мо -+ №, - Ро 
и @—=— МР; кромВ того имфемъ 9, =—_Р. Степень ^, 
будетъ извфетна (ибо т. степень \., равна д безъ у, степени 
0.). также какъ и степень 8, ибо 9, — многочленъ, высший членъ 


ия 
которатб =высшему члену разложеня въ рядъ ии — РУ. 


Вставивши въ формулы (7) и (8), написанныя для ®=0, 
извъетныя значеня 0..0, и ®,, выбранное (по произволу) зна- 
ченте для 1 Йй цЪфлые многочлены \. и ©, извЪетныхЪ степеней 
оъ неопредзленными коэффитшентами, а также цфлый многочленъ 
степени 0—1, соотвЪтетвующий 0, ”), съ неопред$ленными коэф- 
фицтентами.—мы должны, на основанш вышесказаннаго, полу- 
чить вполнЪ опредЪленныя значеня для веЪхъ неизвЪзетныхЪ 
коэффицтентовъ, т. е. должны получить ^,. © и0,. Нанисавии 
затвиъ ур-я (7) и (8) для и=1, мы тфмъ-же путемъ полу- 
чимъ ^., 9 и 0, ит д. 





[] `/ 1 ь 
= 
Уи 1 = У т: ) 
м 1—1 
, 1 
е=и--1 
д —Фи= а $ 


2—1 


то Ф-ЩШЯя 9-1 разлагается въ рядъ по нисходящимЪ степенямъ х, причемъ 
высшая степень х въ этомъ рядЪ ееть положительная величина 7-1. т. е-, 
другими словами, и»-|-1 обращается въ © ири х= ©. СлЪдовательно вторая часть 
равенства (А) должна совпадэть съ дъйствительнымъ разложен1емъ у въ не- 
прерывную дробь. 


*) Степень 9, вообще неизвЪетна ; одназо (см. выноску на стр. 16) 
она ке выше 9—1. Слвдовательно мы должны внести въ ур-!е (8) общес вы- 
ражен]е для цфлой Фх-щи степени не выше 0—1, т, е. цзлый многочленъ 
стенени 0—1 съ неопредвленными поэхФфищентами. 


ы 
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Такой сповобъ опредвлешя ^, 9 и 0 изъ ‘формулъ (7) и 


(8) примфнимъ вообще; но почти всегда дЪло значительно 


упрощается. Именно въ каждомъ почти случаЪ всЪ \ — одной 
И ТОЙ- же степени (очень часто — первой); слЗдовательно ностоян- 
ной. не зависящей отъ т, оказывается и степень 0,. Степень-же 
0, в0 всьхь случаяхъ не зависить отъ я. Такимъ образомъ въ 
большинств® случаеть въ многочленахь веЪхъ 3-хъ родовъ, 
9, 0, И ^,. съ перемЪной указателя % мЪняются только коэф- 
фицтенты; ‘означивши эти коэффицленты буквами съ соотвЪт- 
ствующими указателями и внеся полученныя такимъ образомъ 
выраженя для ©, О, 0,1, 0,, 0,14, Ха въ формулы (Т)и 
(8), найдемъ соотношеня между коэффищентами 9, 0 и) въ 
общемъ вид (т. в. соотношеня, имфюпия мЪото для какого 
угодно значеня указателя 7). Эти соотношеня даютъ часто 
возможность найти общля выраженя для /,, 9, и 0, въ функ- 


щяхъ указателя 7. 

Примтчано. Мы положили 
Л=1, Ф=^, 
1=0, Ф 1 =1 
12=1.9—=0 


Нетрудно показать смыслъ этихъ положеюй, Въ бамомъ дЪлЪ, 


‘'возьмемъ непрерывную дробь 


(Г) с ВИ: [12 


Ненрерывную дробь (Г) можно предотавить въ иномъ видъ. 


Дзйствительно 
1 
та 
и 
А 


—= ° АЕ 
с=1: 5 = 





а 





по бал = ра 5 - 
« * Уи Е 
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или-же. 


о 


Отсюда получаем приближения: 2, =, » итд Видимъ та- 
кимъ образомъ, что ф_,=0, ф_.==1 можно разсматриваль., какъ 
чиелителей, а /_,=1, /_.=0.,—какъ знаменателей приближений 
непрерывной дроби с. если ее представить въ иномъ нЪзоколько 


видф. При этомъ въ непрерывной дроби (ТТ) имВемъ: ^_,=0, 


АЯ 


^,=0. и=—1, и .=—1. Что-же касается значенй, при-. 


писываемыхъ нами 9. ®,. Ох и 0,. то они вытекаютъ изъ 


формулъ (3.а) и (3.0). если ветавимъ въ эти формулы напи-‘ 


санныя значен1я ть И ОЖ А 

3. Перейдемъ теперь къ выводу дифферениальныхъ урав- 
ней. которымъ удовлетворяютъ числители и знаменатели при- 
ближенй. Дифференцируя ур-е (2) и исключая А, между по- 
лученнымъ чрезъ это дифференцированте ур-1емъ и ур-1емъ (2) 
В 


0, [М (©, /.— — 6) М, в = у $ о, ) А’, № Е 


НА Р-Р ры» 24.7, =Ы Ме зя о = 


-- № „ы-- Ре +97]. 


Раскрывши скобки. перенесемъ въ правую часть равенства веЪ 


члены, не содержание ф-шмй 7, Г, №. а въ лВвую часть — 


всф остальные члены; соединимъ ‘затЪмъ въ лЛЪвой части веЪ 
‘члены, содержащ1е /,. и послЪ того изъ остальныхъ членовъ 

_ ЛЬвой части соединимъ т. которые содержать /”. Такимъ об- 
разомъ получим: 


Мб, [М — №), — М0, „+ [-—№'0, 2, — 6,5, — 
—/"0 9, Ф- > М —’0, /-— 2 (0, ыы | Мб, -- №, -- 
60, 17, =ГР0 р, — Ро, 2 Роз, 


> 
сл 
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Правая часть и члены лЪвой части, содзржаще множителями 
Г’ и /,. дълятея на Ф, (содержать х, множителемъ); слЪдова- 
тельно долженъ длиться на ©, и членъ. содержатй множи- 
телемъ /„; но такъ какъ /, не дЪлителя нах, ий не иметь 
6ъ х, общихъ множителей, то долженъ дЪфлиться нацфло на $, 


коэффишенть при /„. СлЪдовательно можно положить: 





—М'0,0,--М0,х/— Мо, — Мо, — 6, а, Е 
| 2» 


ЕЕ М0, СР» и №, $ 2» Е (0, Ни я 
Ф» 


(14).. 





А», 


причемъ Д, означаетъь цфлый многочленъ. 
Такимъ образомъ. сокращая написанное выше ур-1е на $,. 
находимъ дифференцтальное ур-1е: 


'(15)..... М Р-ОЬ—м№, ми А 
= (Р%,— М), 28,2 


и: 


ТЪмъ-же путемъ (поступая относительно $,. 2, и <’, совершенно 
такъ, какъ поступали относительно },, ты И у |] получаемъ 
дифференц. ур-1е: 


(1 6) о На, — Мое, Г,о,= 
ЕН 00. /,— 200, Н 


‚ тд /,-—-ифлый многочленъ. 

Если продифференцируемь два раза ур-1е (15) и ур-е 
(16), то, вмфетЪ съ ур-ями (15) и (16), получимъ 6 ур-М. 
Исключая изъ этихъ ур-1Й сначала ф-шю х, и вов ея произ- 
водныл, затфмъ ф-щю Г, и веЪ ея производныя, получим два 
линейныхь дифференшальныхь ур-Ёя 4-го порядка безъ вторыхъ 
частей; ‘первому изъ этихъ ур Й удовлетворяетъь /,. второму | 
$. Мы этихъ иеключенй производить не будемъ и сохра- 
нимъ ур-я (15) и (16). 
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Въ ур-яхъ (15) и (16) всБ коэффициенты, кромё К, и 
[,„. выражаются помощью цфлыхъ многочленовъ М, №, Р, Ч 
и 0,. изъ которыхъ первые четыре — коэффицтенты даннаго диф- — 
ференнтальнато ур-я (1), а нослёдьй. 0,, можеть быть опре- 
дЪленъ, какъ мы видзли, помощью формулъ (7) и (8). Остается 
найти формулы для опредзленя А, и /.,. Дифференцируя ур-1е 
(3.а), находимъ слвдующую величину. для МУ: 


(О, М-Н), РИ-ЕР, 
НО, 4-0, Уна. | 
Внесемъ эту величину въ ур-1е (15); переняся затЪмъ 
воЪ члены въ лЪфвую часть ур-я и едфлавши приведене по- 
лучимЪ : | | 


[(3, м, — М, Е, - МВ, КУ вы 


ео ф,-— Р.Ф, = о. 





Помножимъ полученное ур-е на М и замфнимь М 7, по форм. 
(3,4); —послз приведеня будемъ имЪть: 

[(9,—. №6, — М6, (9,-- М) -- М0, (9-1 №) МК] У, 
(ом) Л„—-Е М6, /.--(@,--—М№)Ро,— МР, =0 
Вынеся у двухъ членовъ, содержащихь $, и $, за скобки 
—Р0,, замзнивши затвмъ М/,_, (въ членв 19,7, ,) по форм. 

(3.4) и сдЪлавши приведен1е, найдемъ: 

[(9,—, №6, — М9, ( 9,1 М) М0, (9, --`№)-- МК,] И 
(9, -+9„_,)6? 1,.—= РЕ Мо, (9,—М№)о,—в,е,_1]-030„_, Ри 
Замфчая что выражене 4/5,—(9,—, №), — 0,0, 1, которое мно. 


Жится на Р0,, равно (на основания т я ‚(3 .6))— —Ч/» и ветав- 
ляя эту величину. получаемъ: 


[(0°—1 №0, — 149 (о,-Н: №) МВ, (о’- №) МК, РОВ,] у ПР 
(3, тя 9—1) 0/1 = О — я 0. 
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^,0—1 
или, если вместо 9-ГО, ‚ вотавимъ — о (по форм. (17)). 
(17)... (9—1 №)9,— 09,1) М9, №) 


^,0,0„_ ` р а 
- МК,-- РОВ, ]/,— и „а, 1, ==0 


итп 





ПомноживЪъ теперь на — ур-е (получаемое по форм. (4.4)). 


Ал -- Ма () , 


найдемъ : 


ВЕ „0,0 п— Г 
(1 3) НЕА 37 АНЫЮ Е т а + 0,0 п- 1/2 == () 


я 

Сравнивая ур-1я (17) и (18), заключаем, что. коэфицтенты 
при /, въ обойхъ ур-1яхъ должны быть равны. Такимъ образомъ 
(вынеся М за скобки во второмъ, третьемъ и четвертом член 
выражения, о коэффищентомъ при /, въ ур-ш (17)), 
имфемъ: 


Е: (9—1 №") РО, МК, 0, (9-1 №) — 


(2 
п—1 


—6'(9,--;м№)! = — 


'ГЬмъ-ж путемъ приходимъ къ формулЪ: 


в. И к Я 
я 


1 г. 


—0,( —5М№) 1 = то 


Сравнивая формулы (19) и (20), заключаемъ. что 


| в. ьА, кв (0, --- №) —0, ‚(© п №) я [++ 6, (0 — „№)— 
—0,(9,— №). 
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Докажемъ, что каждое изъ этихъ равныхъ выражений можно 
положить равнымъ—0,5,. гдз ©, означаетъ цзлый многочлент. 


Съ этой цфлью въ выражеше А,-— 0,(9,--, М) внесемъ 
сначала вмфето К, лЬвую чаоть равенства (14) п выфото_ 
О, —выражене. получаемое изъ формулы (3.0); затВмъ вмЪото 
К,— величину, которую получимъ, рЪфтая ур-1е (15) отноеи- 
тельно А’, и вмЪето 9,„—выражене, получаемое изъ формулы 


(3,а). Притавнявъ выраженя, полученныя такимъ образомъ, 
выраженю А,—0/(9,--1^), будемъ имЪть: 


(22).::...Ю вом 
з (— Мо! — М’, Я Ф о 0 —20 = бр 


1п 





2, 
Що СММ, МИ РР) 
а Ни 


Отеюда паходимъ: 





етич Мо’, — М’, — М, — №, СР 4’, —24/,.— ыы ТЫ. 


ег 
ФР» 


—МУ п Му, МР, Е ЗРЕ»-Е6-) 0.71 
УЕ и 





ИЛИ 


М М 





№ — 97, — ЗО Р,— Ибся — г 
о, | т 


= МММ Р.Р. 


Такъ какъ правая часть послфдняго равенства есть цзлый мно- 

гочленъ. то и лЪвая часть. должна быть иЪлымъ многочленомъ ; 

но], И $, общихъ множителей не ИМЪЮТЪ. и“ ВЫ- 

Е Ак Ут. Е - /— 29! В 
2» 


быть излымЪ многочленомъ, Означивъ этотъ пфлый мноточленъ 
чрезъ Т,, будемъ имфть (равенство (22)): 
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К, ‚—0,(°, +№)=6,Т, 
и слЪдовательно можно положить: 


о. Ков) 6,5 


а также (равенство (21)): 
О... +0, (9'.—М№)— ном 5. 


причем ю, означаетъь пфлый многочленъ. 
Внося эти выраженя въ ур-я (19) и (20) находимъ 
формулу (послВ сокращеня на 0,): 
00 
22 1172 | 9,9, 1 Е 
(25)...:. 9—1 М -- РА— м 


и 
По этой формулЪ опредзляетея 5, помощью коэффицентовъ 
даннаго дифференшальнато ур-ыя (1) и ф-щй 9,0, и 0. 
Котда мноточленъ ©, опредфленъ. А» и Г, опредЪФляются легко 
по формуламъ: 


о К. —=— 6,9, +9’, +1) 
о мм 


которыя получаются изъ равенствъ (25) и (24). 

Такимъ образомъ мы имфемъ формулы. помощью которыхъ 
мотутъ быть опредфлены вез коэффишенты дифференц. ур-й 
(15) ч (16). 

СдЪлаемъ теперь еще одинъ новый выводъ. представляющий 
интересъ. Именно докажемъ. что ф-шя 


И ы 
Ме. 


д не (и7,—<,) 





удовлетворяетъ линейному дифферени. ур-ю 2-го порядка. 


Фи а РИ, 
У... Мо, + [(М’— №)0,— М0] ре (к+ Ги)" 
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Дифференцируя выражене (а). находимъ: 


И 


фи, е 
= и СМ-РУЛМУ).- № В М вы 


или, такъ такъ, въ силу ур-йя (1). 
Му, + Ру/„ + Му, = СМУ Е М - Гу, = — У, 


И 
Чи, 
(6). 1 (1? А. М —(Л\№,- У, Ре МГ 





Дифференцируя выражене (6), дЪлая приведете и принимая 
во вниманте ур-1е (1), находлимъ: 


Е У 


их 
Рис ЖЕ ЗЕЕНОВЕНЫ [№% © ‚+ МОГ, -- МА п„— Рае, +2 М яве я 





па 1 М? 
— М’ №„— М’ОУ, = ММ№, -|- М’, -- М, НУР, -|- 
--РАЛ, -2МРу—М Ро --МРо— МУ, 


Чи, и, и: 
Вставимъ въ лфвую часть ур-йя (28) и,, 22 Ира ПослЪ 


приведентя получимъ: 





Га РОВ 
М0, т (Ш №— — = вы ( К ‘= я 


у а 


ИА А А 


+ И№, р, -- 2 МО, ,-- МА’, — МО, — У ЛРО Е 
(о, МА, МКГ. —З МР —МРО, 


НИ 


Вынесемъ во второй части написаннато равенства М за скобки 


о д 
” 
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и сократимъ съ М, стоящимъ вЪ знаменателя; послЪ этого, 
замЪчая. что (въ силу формулъ (26) и (27)) 


К,— м0, №' 6 ях р 


будемъ имЪть: 











и Ро, 
№, (т — [ОГ — -№)6„— Л, р +(к "т 2, и = 
раны 
ее к и т И, —10, ‚ и И. 


о, (Р'0,— м 





инимая во вниман!е ур-1я а Ч 
Принимая во е ур-йя (15) и (16), заключаемъ, что 
вторая часть написаннаго равенства есть нуль. 


Итакъ ф-шя м, дЪйотвительно удовлетворяетъ ур-тю (25). 


Точно такъ-же убЪждаемея, что ф-ця 


м-- 9; 


— би 
2,=е 


удовлетворяетъ ур-1ю: 





—/.) 


о ОМИ В: М (р). 
(2 )е. О а < / )9,— И ( „Е — т "= 


<= |:6 


4. Въ заключен1е этого параграфа остановимея на нЪко- 
торыхъ частныхъ случаяхъ, когда ур-4е (1) принимаетъь болЪе 
простой видъ. 


а) Если положимъ Р=0. то урмя (1), (15), (28) и 


формула. (25) упростятся и напишутся такъ: 


7 
Е. М №+9=0 
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(15.а)...... Моим’ №), МОД К, =0 


и „и 
(28,а) а М, +СМ'-М№) 6,— М0, _--Кьи=0 


` | 0,0, 
(25.а). в... М — р = МХ, 
При этомъ ф-цтя 
| т 
Думе 
и„=е — (9). 9,) 


служить однимъ изъ рЪшешй ур-фя (28а). Другое рмене 
тото-же ур-1я, какъ показываеть ур-1е (15.а). есть /,. 

Ур-1е вида (1,4) разсматривается въ вышеупомянутомъ ме 
муарЪ Гасопегге’а 


Формулы (7), (8). (26), (25.а), а также ур-1е `(28.а), 
ах | 

которому удовлетворяютъ ф-ши 7, и м, =е и (41,/—%,). 
впадаютъ 6ъ результатами. найденными Гаолетге’омъ. 

) Если положим @=0. то ур4я (1), (16). (29) и 
формула (25) примутъ видъ: 

ф 
И М. Му Ру’=0 


(16,5)... Ми [(М'-- №) 0, — М0" 1.9, =0. 

ее м а ча )9— М0. Не: т АЕ, 0 

Въ этонъ Е ф-щи Ф, И х,=е Им (= у) 
служат частными рфтенями одного и тото-же ур-я (29.0). 


Итакъ, если въ ур-ш (1) Г=0, то знаменатели прибли- 
жешй пепрерывной дроби, въ которую разлатаетея е-щя У, 
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удовлетворяютъ линейнымъ дифферениальнымъ уравнентямъ 2-го 
порадка съ цЪлыми ращтональными коэффищентами безъ второй 
части, Если въ ур-ш (1) Ч=0, то числители приближен! удо- 
влетворяютъ линейнымъ дифференц. уравнентямъ 2-го порядка съ 
цзлыми раптональными коэффицтентами безъ второй части. Если- 
же и Р=0, и Ч=0. то подобнымъ уравненямъ удовлетворяютъ 
какъ знаменатели. такъ и числители приближений. 


$ 2. 


1. Перейдемъ къ тому случаю. когда функцля. опредзляе- 
мая разсматриваемымъ нами дифферениальнымъ ур-1емъ, разла- 
гается въ рядъ расположенный по восходящимъ степенямъ пере- 
мЪнной независимой. 

Если дана такая ф-цля у отъ перемЪнной независимой х, 
то можно положить: 


Ра [2 Ме 

= №——, 91 =, 2% № о офо =), — 5 

У У У: 
дв ),— совокупность начальныхъ членовъ разложеня У въ 
рядъ до постояннаго члена включительно: ^,./\......^,—Ио- 
стоянныя количества; 1. м.,....м..—одночлены вида ал” 


(причемъ К число цЪлбе и положительное); наконец у,,/...... 
у... -—функщи, получающия конечное значене при 2=0. 

Изъ написанных равенствъ вытекаетъ разложене у въ 
непрерывную дробь 
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Постоянныя количества \,.^›..... могутъ быть выбраны по 
произволу насчетъ коэффипентовъ въ одночленахъ мы. При из- 
бранной системЪ значеюй ^,.^,........^, разложеше (А) 
единственно: только одна система одночленовъ м, м....щ И 


за ЗЫ 
одна ф-пля и обращающаяся въ нуль при х=0. удовлетво- 
+ 


ряютъ ур- (.). Чтобы найти разложене у въ непрерывную 
дробь, нужно такимъ образомъ для опредзленной, напередъ 
избранной системы значенй ^,,^,..... опредЪлить систему 
ратональныхъ одночленовъ и (степени не ниже 1-ой отноеи- 
тельно 2) такинъ образомъ, чтобы удовлетворялось ур-1е (4), 


тДЪ и 


У 
начальныхЪ  членовЪъ разложен|я у въ рядъ до постояннато 


члена включительно. 

Озкачая. какъ и прежде, числителя и знаменателя 7-ато 
приближеня непрерывной дроби соотвфтетвенно чрезъ Ф, й. 
возьмемъ извЪфетное соотношене: 


обращается въ нуль при х=0. ^, есть совокупность 


о ор 
(В)... АИ, 
9195 т" Уи 
Если чрезъ 1,.4.,....%.%4.: означимъ соотв тетвенно сте- 
В) > т 
пени одночленовъ 14,;4......Н..й,р» ТО числитель второй части 
=и--1 


1. 
равенства (В) будетъ одночленомъ степени › .. Такъ  какъ 
Е 


У1,5.....Ум Получаютъ конечныя значешя при х=0, то 
тЪиъ-же свойствомъ обладаелъ и знаменатель второй части ра- 
венства (2), равный произведеню 4,./..... Уна. 


` СлВдовательно вторая часть равенства (В) разлатается 


Въ рядъ по восходящимъ степенямъ д. и рядъ этотъ начи- 
ен 8=п-|-1 
<> та. ` 
нается членомъ. содержащимъ х въ степени равной >. $. 


9—1. 


ы р 99 №3 ь 
ры ЧАС ЧАБРОТИРЗЧЕИ 
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Если для ф-ци, разлатающейся въ рядъ по воеходящимъ 
степенямъ х, употребимъ обозначене (27). причемъ р озна- 
чаетъ нисшую степень л въ разложени ф-ци, то равенство 
(Б) напишетея въ видЪ: 


в=т--1 
%4. 


И ри и 


Отсюда находимъ: 


Ф» = 
[Е бое на РЯ я р 


ибо ], есть цзлый многочленъ, въ которомъ ниспий (по сте- 
пени 2) членъ есть постоянное количество (это слЪдуетъ изъ 
извзетнато закона образования знаменателей подходящихъ дробей, 
если примемъ во вниман1е, что /,.^,...../^,„— постоянныя ко- 
личества). 

Предположимъ теперь. что разсматриваемая нами {-шя у 
удовлетворяеть дифференцальному ур-10: 


( 
о „ИТ -- Му-+- Вр 9=0 
тдв М, № Ри @—цлыя рацональныя ф-ши х. 


Дифференцируя равенство (с) и возвышая его въ квад- 
ратъ, находимъ: 


нео. 
ви Иь [1 
А а 2 | 


ое: р -- т 
и. 
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Озяачнмъ чрезъ т нисшую степень 2 въ разложении въ 
рядъ 9. Тотда послЪднее равенотво можемъ написать вЪ вид»: 


и 
РК: 2 $. + 
9 Ри е-Й 
еб С 
и 1 
п 5 


= тат 
. 8, ЯР. 

. ; тп же „+1 
ибо разложене въ рядъ 2-Е Е очевидно начи- 


7 п г ий й 


;=и-[ 
нается членомъ, содержащим л въ степени Уте-. 


|! 


4у 
Ветавляя найденныя выражемя для у. ——и У* въ ур-е 





ат 
(Г), получимъ: 
ут 1 
ий Фи м 
МЕР 9=М = 
Ре Сы ик. 


5=и-1 ‚о з=п-Н 


М е ег 

$5=ЕЁ Е 

В й 
$=п-1 


ЕЕ 


или, если во второй части ур-1я вынесемъ за скобки хи 10- 
уножимъ 00$ части на Г», 


(1)...... М (У, Уфы) №, Л.Е РЕ Ч, = 


= ие 
Со 
ЖЕ 
5 
5=1 


хо. Г [Ман Майн) Рай"), 


$: $ 
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Допустимъ., что т > 0”). Тогда ©ъ одной стороны имз- 
емъ, что Г. [42а 1) М (зе) - Р(т = ®)]| даетъ рядъ, 
расположенный по восходящимъ степенямъ д и не содержаний 
отрицательныхь степеней т. Съ другой стороны этотъ рядъ 
долженъ быть конечнымъ, такъ какъ лфвая часть равенства 
многочлены). СлЪдовательно можно положить: 


2 [Мен 0) -- № (ден ) -- В 9] — А, 0, > 


причемъ А, выражаетъ постоянное количество. для котораго 
будетъ ниже выбрано извЪетное значене. 0,—цвлую рао- 
нальную функию 45. Такъ какъ нисшая степень х въ мно- 
гочленз /, равна нулю (/, воегда содержитъ постоялный членъ), 
то ниешая степень х въ разложении въ рядъ Г [М (ан) 
+ (ан Ра ")], т. е. нистая степень х въ цЪлой 
ф-ци 0,, равна нисшей степени х въ рядБ М(еы- + 
М (ая )-5 Ра"). 

Если нистую степень х върядЪ М(х ')--М+ЕИа) озна- 


© 


чимъ чрезъ 0, нисшую степень 2 въ цЪлой ф-ши 0,—чрезъ 
ито 
Е 
9, —0 = т. 


Итакъ равенство (1) принимаетъ видъ. 


*) Отъ такого допущеня излагаемый способъ ни мало не лишается 
общности. Въ бамомъ дВлф, если т<0, т.е. если нисшая степень х вЪ разло- 
жен!и въ рядъ у равна —1 или ниже. то въ такомъ случа можно положить 
у=.- 2, ГДВ © означастъь совокупность членовъ съ отрицательными степе- 
нями 2 въ рядВ. получаемомъ для у. и елфдовательно разложен1е въ рядъ < 
не содержитъ отрицательныхъ степеней х. Для <, очевидно. получится ур-1е 
вида (Г) еъ цвлыми рац1ональными коэфФфицентами. Разлагая 2 (относительно 
котораго выполняется услов1е т>>0) по способу, который будетъ изложенъ, 
получимъ нзкоторую непрерывную дробь °. Функщи у будетъ соотв\тетво- 
вать непрерывная дробь о-|-о. 


\ 
- - > дъезкыюныйя 
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т! 

(ПТ)....... МЛ, Ум) №, Л, Ро. Г, = Ам. 0,. 


ля постояннаго количества 4, выбираемъ бслфдующее 
значене:; если чрезъ а,.а,......@, означимъ соотвтотвенно 
коэффищенты въ одночленах»” №. №......М,. Т. ©. ПОЛОЖИМЪ 


м —а, 4”: ‚№ =.“ АЕ и, ==а, 5”. 


то чрезъ А, будемъ означать произведене а, а,.....@,. 
По извфетной формул» имЗемъ; 


О и а. али Ны-[.. РА 
Внеся въ ур4е (ПТ) $,_,/,—/„ 1$, вмЪето 4,5, 6у- 
демъ имЪть: 


М ($, — У.) -- №, у -- Рф, + Чу, —=0,(х, -1 Деу в 


откуда находимъ (какъ въ $ 1) 
(1\.а)........ МАО, М), Р.В, 


(1У.2) ав к ом дь Мэ. = (9,—М),— ЧУ, 0,1, 
гдз ф-пля 
(9 _ Мф, --;АФ, -- ЧУ, — 6.91 Ма, м Рф,— 9,71 


Ф, Л» 


есть цфлый мноточленъ “). 


*) Въ поелвднемъ убфждаемся такъ-же, какъ и въ 6 1, — замЪчая, что 


7” : 
дробь у, — несократима, ибо фп и /ь, въ силу соотношен1я 9„_1/и- Л, 1$" = 
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Помноживши ур-1е (ТУ. а) нах, _и, ур-1е (1У.5) на /,_,, вычтя вто- 
У 
рое изъ первато и зам нивши затВиЪ ©,_//,-—/„_1Ф„ Чрезъ 4,4”. 
будемъ имЪть: 
У, 


(№)... МОР —9 у, )=А НО, -Н (Фе, Е, ие) М 
-- Ро, 


М8няя п на п 1, находимъ: 


$=и-Ы 
т 


РЗ. 


(У) Е ..„ М Деда ин) УЕ: ДО (а-я) М а 
Рода, СУ р 


Помноживши "на 1 ==а,442- ур-1е (№) и сложивши съ ур-1емъ 
(У)', получимъ (замЪчая, что а, = А, ,): 


МСУ, Ф, т ИВ ор -- нии ое мы АХ, И) Е 


я=и- 
8; 
—- ЕВ (9 -- 9,) Ма -Е ии -- НФ -1 та -Е 
-- и) »1Ф,)-НЯ( о -- | О У, )-ЕР(Фые,- и ФФ, 1}. 


Перенесемъ выражене. стоящее въ лЪфвой части, въ правую 
часть. первый-же членъ правой части—въ лЪвую часть; замф- 
НИМЪ 1 И $,,: По извзетнымъ формуламъ: 


> 


Те —^ п--1 ТИ а 


Ф--1 А-а, ° 


$ 

Уь 

ЗЕ : 
— Ант ‚ не могутъ имзть общихъ хункц!ональныхъ множителей (простыхъ), 
кромв8 2; на х же /» не можетъ дЪлитьея, ибо содержитъ постоянный членъ. 
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а также №, и 9... по формуламъ (которыя получаемъ, диф- 
ференцируя написанныя формулы): 
7 . Я Аа] аа] т :й НЫ 
а РА №; 1-1 
Посл небольшато преобразованя найдемъ: 
аи 
>14, 
5—1 ; ь 
(УП ка —.4,417 (9.44-Е9, ) = — М. У ЕЕ 
Но — 1, —9,/„ = Миа (Ф, 1 .—/„Ф,) -|- 
-- ). п-|-1 [(х, 7. /,Ф,) -- МТ -- Ре, -- (У, ] 


Такъ какъ 


5—и 
— уу 4, : 
(17)... .. Мф, /.-— 114») №, /.-+ Ри--ЧЙ= Аа. 6, 
ЦИН Е =, на, ый" 

затёмъ у: 

„4 /— ЗЕЯ 
. а $=п 

в х4—1 


И ‚й -- Фей И и, Ре 1$, = У . А». ВЕ й 
5 


то равенство (УТ) прикимаетъ видъ: 


а 5==т-Е1 
21, $=т у 3. 
— Ана (2 +9,)=—мМУ аа а 
ЧЁ 
$==п--1 $=и 
У $, № $. 


— МА... -- Аа К 0, 


г УИ", ЧРАЕ 
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пли, ПослЪ приведеня во второй. части и раздЗлентя обЪихъ 





частей На БЕ з = 
У, хе 
$= 3—1 
—А а == нАЯ , 
==п-Е1 
М` г ^10, 
(УП).......... быт Уре 
) и ий е Ри 


В 


Помножимъ теперь на /„., равенетво (ТУ,@) и на /, ра- 
венство, которое получится изъ равенства (Т\.а), если увели- 
чимъ единицей указателя и. Вычтя затЪмъ первый результатъ 
изъ втораго, получимъ: 


М (Ты И о) =(..—9,) /44 Л, В (ФЛ, 
4 /.— У 1 


5=п+1 
>, 


Замзнивши $, 1), аФ, Чрезъь — А, ры и 
/„4л соотвфтетвенно чрезъ Ха Лии И Аа М, Л 
— р. н/, будемъ имфть (поел приведен1я). 


Ма, и Мы р авиа) 3 (9 —9,) Ана ЕО 
в=и-1 
У, 


а У Е аи аа" „Р-Н 6 7„— 
С, О, И ой -- ИНИИ Е 
5=п-1 
Замфнимъ — 6,^„.: чрезъ 419, Нины, —в, о: 
д : 


5—1 
(по формул (\УП)), МЕ и М/_, соотввтетвенно чрезъ 
(2 +=!) Ро, 0, 9 —1 Й (2 2-5). /,--.РФ.- а, 1/2 
(по форм. (Т\,а)); затзмъ замнимЪ №,11(9,_„/,— У, 1,) чрезъ 


="--1 

2. 
А, о" . Перенеся всЪ члены въ л№вую часть и сдлавши 
приведен1е, получимъ: 
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‘жи 
я ыы 
} 7 ых п—1 НЕ 


И 


р И 
(9. н-—9,) я | 


ая т МУ, ИЕН Е 0 о + аб 1 ЗЕ О Е 0 . 


$ =" 


ЗамЪнимъ теперь 9-9, по форм. (УП) чраь У 
5—1 
ие 
о послВ чето будемъ имЪть: 


п 





И 


М Ао 2 
оон вилы ву, —17— 


—т--1 
М 
ем :) не Да-а М, Да-а Л, Но, 40 а 


к 5—1 
Такъ какъ 
Ил 


и 7; ° 


велздетв1е чего 


М 5% М з=т-Ы Н в 
ал У, Ы Е НЫ м И т ДТ» [ил = 


5—1 $ —ыЫ 


и такъ какъ, въ силу соотношеня /,=^,/ им, 25 


^,0„_1 а не р 
И Наб, 11) ==—- А 1 —, 2) их 


Ру о 
—1И/пъ 
р, } 


то написанное выше равенство принймаетъ видъ: 


г 
(9,..—9, Ау +8, /— ие Вл =— 0 
или, послз сокращеня на №, 


(УПГ) оранОнОро (9.:—9, а се 0. 
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Примъчаще. Полученныя нами зависимости (УП) и (УПИ) 
между цзлымия {-пями ©, 9 иь и постоянными числами ^ со- 
отвфтетвуютъ формуламъ (7) и (8) параграфа 1-го. Разлите 
между формулами (7) и (УП), (8) п (УПГ) находится въ 
связи 6ъ различными значенями, которыя мы придаемъ топерь, 
и придавали въ $1 Лиыц. Въ 5$ 1 мы разематривали ^. 
какъ цзлыя ф-ии х степени не ниже первой. а м, — какъ 
поетоянныя количества; теперь же ). разематриваются нами. 
какъ постоянныя количества, и м, — какъ рапональные одно- 
члены степени не ниже 1 относительно х. 


2. Тъмъ-же путемъ, что и въ $ 1, приходимъ къ слф- 
дующей лемиЪ: 


Если положимъ 
Г — (9. +. №)/,— МР, Ро, -9, Е 
И (9,—М№),—Му— ЧУ, от ° 


ы 


при чемъ ЦЪлыя ф-щи 7. ©,. 0,. 9, одночлены м, и побтоян- 


п® 


_ ныя количества ),. соотвЪтетвующля различнымь значенямъ 
указателя 7%. удовлетворяютъ соотношен1ямъ 


(ТХ, а) И, а Аа Иа „120 
(ТХ, Ь) еее ФА, иаФ,—1=0 


и формуламъь (УП) и (УПГ), то между тремя многочленами 
7,41, Г, Гра и между тремя многочленами И, И, И, 
ииВютъ мВсто соотношенйя: 


в хх Ха Г, -- и | — 0 


7—4 И, + а И м 0 


Положимъ теперь: 
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[,=1, ==), == постоянному члену разложеня у въ рядъ, 
аа 1 
Ла=Ь, 2,=0 
0, =—Р, &=О-- №,-- Ра 
о ры 
ш=-—1 


Эти значен1я, какъ легко убЪдиться, удовлетворяютъ ур-1ямъ 
(ТУ, а), (1У,5), (ТХ.а). ЧХХ). 

ОпредФлимъ, при помощи написанныхъ значенй.0_,. 6. 
Э, и в» по формуламъь (УП) и (УПИ цЪлыя функши ©, 8, 
им, ”) (для избранной системы постоянныхъ количествъ )), пе- 
реходя отъ нисшихъ указателей къ высшимъ, — посл дователь- 
нымъ путемъ; опредфлимъ затзмъ, пользуясь избранными ^, 
найденными 4 и написанными выше значенями /_,, Ф_1. о И Ф,. 
многочлены /„ их, (для п=1.2,3.....) по формуламъ (ТХ,а) 
и (1Х.0). На основаи вышеуказанной леммы будемъ имЪть 
для волкаго значеня указателя и (начиная съ и=0): 


Г, 1—1 Г, -- Ки ЕН =. 0 


И —^ ‚+ И’, -- Ки я ея 0, 
И Такъ вакЪъ . 
Г = Г. —0, й и 
то 
Г =7,=....=7,=,...=0 


= И 0 
т. е. для всякаго и будемъ имЪть: 


"”) При этомъ ии-ы и 6» опредёляемъ такъ, чтобы 4=2-- 2-41. ГА 9— 
ниешая степень т въ Ф$-Щи 9», 4--ниешая степень 2 въ разложении М(»—1)- 
--М-+-Р("), и-м-—стецень ия--1 отиосительно х. 


+5 


$ мены х. 
Е В 
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(9, № „| Рф, ЧО, Л, г 0 
(8,—;М\),—Мх,— У, -- 6.9 = 0. 


Исключая изъ этихъ двухъ ур-й ©, находимъ: 


(Х) Ух М Фа =) Фа) = №, /,-Е Ро.-Н Ч 7= 6, (9/7, 1%,) 
Изъ урлй 
А а -- У — 0 


Ф, — 01 -- НФ ,—2 — 0 
Находимъ: 
и 7—1, а 4 (©, уе — 9,1) 
й сл довательно 


фа ь Уи ь НЕ рара + - + (фо) Фо) риф» +. Вы 


Мы опредЪляемъ по формуламъ (У) и ("Ш) шуь...... 
какъ одночлены вида 42’ (причемъ + означаетъ число цЪлое п 
_ положительное). Положимъ, что мы нашли: 


№ ==а127: 5) М.) == 527 % хх очо ох мы И ИН у, =, аа, о аъетат о 


Такимъ образомъ будемъ имЪть: 


5 


№4. 


Е РИ 51 
1 — У -19 == Ва. и м, =(,5 ° 
ГД (7 — (а. ® ооо о С. 


Ур-1е (Х) можетъ быть, слЪдовательно. представлено въ видЪ: 


8—7 


У. 
(Хр и» М (‹, „— и РН) -- № Ф» А: -- В Ф, -|- (8) ] ы м ба у 0, 


Полатая теперь 
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и вставляя это. выражен!е для У въ ур-1е (Г), находимъ: 





Ф, А $, фи 9 -| Ч", ( Ф» ) 
М НЕ ен +Р = к ММГ", Г нее . 
У 
ив 


откуда, такъ какъ лЪвая часть равна т (въ силу ур. (Х1)), 














У 
в Я! 6 
Мм, (2% +”) = а >—^ 
и . 
Такъ какъ 
а 
ао 


к Ф, 
и нисшая степень х въ разложени въ рядъ В о 


— нисшей степенй х въ разложени у. то находимъ: 


Фп 
. Въ этомъ не трудно УбЗдиться. Зам чаемъ прежде всего. что 2; -- 
ги = У. Если ^, не равно нулю, то нисш!й членъ какъ въ разложенйи у, такъ и 
тем Е : 
въ разложени > равенъ постоянному количеству 4. Въ этомъ случа разложен1е 
п 
ТВ Рп 
въ рядъФ-ци РА ЕУ начинается также поетоян. зленомъ (равнымъ 24). 
п п 
- : п 
Если ,—=0, то разложен1е въ рядъ (по воеходящимъ степенямъ х) у, Начи- 
п 


1 : 
нается членомъ, равнымъ—^`. Пусть дЪйетвительное разложене у въ непре- 
1 


рывную дробь будетъ 








гы р м‘ 
И селЪдовательво нисипи членъ въ разложен1и ВЪ рядъ у будетъ равенъ—-". 


— 


Если чрезъ #, означимъ етепень м’, чрезъ 4 -- нисшую степень х въ цзлой 
Ф-Щи @. то должно существовать равенство 4=5--#,. Дъйетвительно, такъ какъ 


` 


ор: ЧЕТ ЧРИ Н 
РТИ 
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зай 
>, 
=—1 
О 0, 
У 
п 
Отсюда, означая нисшую степень х въ разложени въ рядъ х, 
чрезъ =, нисшую степень х въ разложени М(х `)-- М-Р(х) 
чрезъ д и нйсшую степень въ ф-щи 0,„—чрезъ 4,. получаемъ: 


[М(х)- М-+Г)] = 


5—т 


в„- => самих 


$=1 


ау 


: : Гай ( ",) 
ниспый членъ (по степени х) въ разложен1и у равенъ— 1, то 9 4 


( ый ( %, ) у - : 
—‘х их . Ветавивши эти выражен1я для у, д. и У въ ур-е (Т), 


и (ее) 6. 


1 
или (егли вынесемъ въ лЪвой части х за скобки) 


ыы) +в) 9 


Такъ какъ нисшая степень х въ разложении въ рядъ выражен!я. стоящаго 


ых 


въ скобкахъ. равна 9, то слЪдовательно 
#9 =4. 
Съ другой етороны мы опредФляемъ р, такъ, чтобы # (степень м, ) удов- 


летворяло ур-1ю 4,=0-й. гдв 4,—ниешая степень х въ цЪлой 9-ти 9,=0-- 
--№,-Р2* == (ибо мы разематриваемъ случай, когда 2,=),=0); слвдова- 


будемъ имъть: 


9п 


тельно #,—#. Итакъ разложен1я по восходящимъ степенямъ х ®-щй и 
п 





/ 
Ра о 1 > 
начинаются соотвЪтетвенно членами Е. И о Одной И той-же степени от- 
1 1 


носительно‘х. Эти члены не могутъ быть равными по величин и против- 
ными по знаку (ибо м, есть одночленъ степени #&=9,— 9. 6000 опредвляемый 
изъ Формулъ (\У11) и (УПГ) а м’, —одночленъ той-же етепени, который дол- 
женъ удовлетворять т8мъ-же хормуламъ. и слВдовательно г’, либо совпадаетъ 


съ м,, либо представляетъ частное его значене); отсюда заклюзаемъ, что 
- м Ы Р® 

разложен!е (по восходящимь етеяенямъ х) х-цши + пАе-У-- начинается 
7 


членомъ, содержащимъ х въ. степени #,. также какъ и розложене у. Итакъ, 
будетъ-ли 2, отлично отъ нуля. или равно нулю. разложен1я въ рядъ уи 


Фп +, 
2 начинаются членами одной и той-же степени, 
я 


48 О РАЗЛОЖЕНШИ ВЪ НЕПРЕРЫВНУЮ ДРОБЬ ФУНКЦИИ. 48 


откуда 


$—И 


, х 
Е, => - и о 


$2 


Такъ какъ (см. выноску на стр. 44) 


— 9, —0= 15 
то | 
э—и--1 
$„ == › 8, 
$51 
ТЕР 
$+т-1 
ми 
РВ 921 
(2), 
й слдовательно 
==" 
— 3%. 
Фи $=1 к 
п 


откуда (зам чая. что нисшая степень х въ многочленЪ /, равна 0) 


заключаемъ. ЧТо 
з=т-1 
И . 3 


(ХП) к ОС У]-—Ф,= о | 


Итакъ. найдя \, =постоянному члену разложентя у въ рядъ 
и опредфливши по формуламъ (УП) и (УШ) [при помощи на- 
писанныхь выше значений ©.. 0_,. 0.] систему одночленовъ 
н4. №... 5... бОоОбТВФтетвующую извЪетной системВ постоян- 








ныхЪъ чиселъ ^,. ^,,....^„..... Получимъ непрерывную дробь $ 
=), — Ее 
Е 
\,—.. 
2 |. За ия 
^„— 


знаменатели и числители приближенй которой будутъ нахо- 


ме, 


и 


ых 
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диться съ {-ц1ей 9/ въ зависимости. выражаемой равенствомъ (ХИ). 
Изъ этого равенства слЪдуетъ, что, если положимъ 


у—^,— № Е 
1 ы 
Е 
а. 
Чт 
то ф- би, та должна обращаться въ нуль при 2==0”). й сл- 
И 


довательно непрерывная дробь с совпадаетъ съ дЪйствитель- 
нымъ разложенемъ у въ непрерывную дробь. 

Такимъ образомъ. евли найдена величина /\›„ =, (помощью 
которой опредзляются 0, и 9,), то Формулы (УШ) и (УП 
вполнЪ опредвляютъ одночлены в, а также многочлены би ®. 
воотвЪтетвующте избранной системЪ постоянныхЪъ величинтъ ^. 

Доказавши что формулъь (УП) и (УПТ) достаточно для 
опредзленя непрерывной дроби (т. е. для опредфлешя какого 
угодно числа звеньевъ ея), въ которую разлагается ф-щя 9, 
покажемъ, какимъ образомъ вопроеъ о нахождени этой непре- 
рывной дроби рЪшается на самомъ дЪлЪ. т. е. какимъ образомъ 
изъ формулъ (УП) и (УП) опредвляютея ум... М... 





*) Въ самомъ дЪлВ, извфетная Формула 


т—1— Фи—1 
и ==й 
п--1 п-|-1 УЛ фт 





даетъ намъ: 
5 ит Уп— п 
> : ип Ут Фи, Ф 








откуда находимъ (въ еилу зависимости (ХП)): 
виз С ых: 
Ит-|-1 А 


(=) 
Ит--1 д=0 


и елвдовательно 
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Опредфливши \,=$,==постоянному члену разложеня у въ 
рядъ, находимъ значеня 0_,, 0, ио,. опредзляемыя равенствами: 


0,=—Р, 0=9--№-Е Ре, 9. = —М— Ра. 


Ур-1е 9,=6-.:”) даетъ намъ и, (степень №. ), такъ какъ 
45 (ниешая степень 2 въ ф-уши 0,)—извЪетно. 

Вставивши въ форм. (УП) и (УЛЮ) значеня 0_,,0, и ©, 
положивши 


$ 
ш==— 1, и —а14 ', 


тдв а- неопредзленный коэффишентъ, и выбравши пля ), из- 
вЪстное значен1е., опредзлимъ изъ форм. (УП) 9. Найденное 
выражен!е для ©, (въ которое входить а) ветавимъ въ фор- 
мулу (УПГ). Нъ основами вышесказаннато, мы должны полу- 
чить вполнз опредфленную величину для а, (и такимъ обра- 
зомъ будемъ имЪть Иа). и, слВдовательно. также вполнЪ 
опредзленныя выражен1я для ©, и 0,. ТЪмъ-же путемъ най- 
Демо 0: Иа. 

Таковъ ходъ рЪфшеня нашей задачи, примфнимый 6в0- 
обще. Но въ больтинствъ случаевъ величина 4, (по крайней 
ур. начиная съ нЪФкотораго значеня указателя 2) остается 
неизмВнной, и формулы (УП) и (УП) даютъ эту величину, 
также какъ и высшую степень 1 въ многочленахъ © и 0. 
Вводя въ формулы (УП) и (УПП обпия выражевня (съ неопре- 
дЪленными коэффиитентами) ф-шй 9. 0 №. выбирая извЪетныя 
значен1я ДлЯ). и уравнивая въ полученныхъь формулахъ коэф- 
фищенты при одинаковыхъ стененяхъ 5. получимъ обпия ©0- 
отношен1я между коэффиплентами 9. би м; помощью этихъ соотно- 
шен!й часто можно найти обпия выраженя для 9, 0, и ш.. 


*) Сы. стр. 37 и выноску на стр. 44. 
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3. Дифференцируя ур-е (ПТ) и исключая 4, изъ полу- 
ченнато такимъ образомъ урфя и ур-я (ИГ), находимъ (послЪ 


5=т 


ре 
вокращеня на 2 ): 


но [М(х, И —> ‘ф,)--М' (9 у О —/,< Ф „5, Г, №, а 
№, /.--2 Реф, ©’ --Р’ о? 90, ПЕН 9 =М(, „р, 


+ Ме, Ул] 
3—1 


Перенесемъ въ правую часть равенства вс члены. не со- 
держание ф-щй /,. /,. /,. вов же остальные члены — въ лф- 
вую часть, и перемЗнимъ знаки; соединимъ затЗиъ въ лЪвой 
части воз члены, содержащле /,. и коэффишентъ при т озна- 
чимъ для краткости чрезъ С,„; поелЪ того ИзЗЪ обтаЛЬНыхЪ 
членовъ лЪвой части соединимъ тЪ. которые содержалъ /”. Тогда 
ур-1е (ХИТ) приметъ видъ: 


(ХГУ). .. М0, Г/М’ — М —мУ к $). Ма, + 
+ С.Е РобДи Рав, 0,1 ь — Ре 


Такъ какъ всЪ члены. кромЪ а. У„. содержать х, множителемъ 
и.такъ какъ ох, и /„-— несократямы. то, очевидно. пЪлый мното- 
членъ (7, долженъ также содержать х, множителемъ. т. е. дол- 
женъ имЪть видъ К.Ф, гдз К,—цфлая ф-щя. Ветавивши въ 
ур-1е (ХТУ) К, <, вмзото С, и вокративши затЪмъ ур-1е на $,, 
будемъ имЪть: 


8" 


ХУ).... Мб, И-М’ — МУ №0, Ма] РЕ 
у. (1 — 


$=—п -- 


Ко Рае’ [д РУ а РИФ, 
82% 


Подобнымъ-же образомъ найдемъ ур-1е: 


ЫВКАКУ 
ЦММЕВЗГТУ ОР ПО 
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(ХУГ).... Мао’ [(М’х —мУ У №8, — Ма 
+ Е — 296,2! [9'0. 2—0, > — 0,5] Аа 
8= 
тдЪ /[,, означаетъь цфлую рапональную {ф-п1ю. 
Разсуждая совершенно такъ же, какъ въ 5 1, найдемъ фор- 
мулы, служащия для опредзлешя К, и [.: 
(ХУП)....К,=(@,--М№) (6, ый + 0/2)-—6,[(©, №5 
ны — 5 и о -, 46/2) — 6, [(2,/—"М№)-+-5,1, 


причемъ ›„—(цълая ие которая опредзляется формулой: 





Ч. 
(ХГХ)....(©:—М№)з-- Рз— Е ——"—#= МЪ,. 
Нетрудно убЪдитьея помощью непосредственной подстановки 
(принимая во вниман!е найденныя соотношен1я)., что ф-щ1я. 


№--Ру 
—ми ® 
и, —е (УЛ,-—Ф) 
удовлетворяетъ дифферентальному ур-10 


о 


с? и. 
(ХХ)...150,— 


Ро, 
о ЕСГ 2—МУа Ами “(к Аа . =“) 


М 


а федя 
м-- 9, 


м .) 
Ре Вх 
ее у 


удовлетворяетъь дифферени. ур-1ю 








г | 
(ХХП.... 10 ам т, Мая (ети РР "0. 


"(12 


\ 


ры а г 


нА о Бо 





—=0, ре 


‚ 
А 
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4. Если Р=0, т. е. ур-1е, которому удовлетворяетъ ф-пля 
у. иметь видъ 


< д ь 
Ма, №+9=0, 


то вторая часть уря (ХУ) исчезаетъ. Въ этомъ елучаз „и 
М 


ал $ 
ф-шя м, =е ы (7—2) удовлетворяютъ одному и тому-же 
линейному . дифференщальному ур-1 2-го порядка 0безъ вто- 
рой части: 


О 
7 Ра 


= Чи. 
в-НМз—М 1 — №), — М6! Кио. 


Если у удовлетворяетъь дифференц. ур-1ю 
ау Е 
Ма. МУР ЕЕ 
т. е, если (=0, то исчезаеть вторая часть урёя (ХУГ); въ 


Ди ( 


этомъ случаз х, п ф-щя 2,=е6 =" у,)  удовлетво- 
Я 


—_ 


ряютъ линейному дифферени. ур-ю 2-го порядка безъ вто- 
рой части: 


42 =т УРА | 
М6, х [СМ а2— МХ + №0, — 07] рр 1, 2=0. 


8—1 


Если, наконецъ. ф-пля у уговлетворяеть дифференц. ур-1ю 


>. 


М, Му=о, 


то какъ числители. такъ и знаменатели приближен! непрерыв- 
ной дроби. въ которую разлагается у. удовлетворяютъ линей- 
нымъ дифферениальнымь ур-1ямъь 3-го порядка безъ второй 
части. 


= 
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68. 


т 


Разсмотримъ, въ качеств» примЗровъ. нзеколько частныхъ 


случаевъ. 
1. Разложимъ въ непрерывную дробь функцио у, опредз- 
лляемую дифференц. ур-1емъ 


а 
(Ио. 


Изъ этого ур-йя получаемъ два разложения у въ рядъ: 
одно по восходящимъ. другое— по нисходящимъ степенямъ 5; 
слЪдовательно для у могутъ быть получены непрерывныя дроби 
обоихъ разсмотрзнныхъ нами видовъ. Мы ограничимся опредф- 
ленемъ непрерывной дроби. соотвЪтетвующей разложентю 9 въ 
рядъ по нисходящимъ степенямъ 1. Итакъ мы воспользуемся 
формулами. найденными въ & 1. 


Въ разсматриваемомъ случа мы имЗемъ: 
М=х—1. №М=Р=0, 0 =1. 
Разлатая У въ рядъ по нисходящимъ степенямъ т. находимъ: 


вехи ...... 


СлЪдовательно 


` 


= =с 
6 —=—Р=0, 0, =О-- Мо Мо--Ре=1, ©, = —1М-Ру=0 


ДалЪе *) 


3—1. 


би в отр. 
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и такъ какъ т), ие можеть быть меньше 1, а у, меньше 
нуля, то изъ ур-я 

„НИ, 4 ==6=1 


заключаемъ, что 
Ти = р 


т. е. можно положить \„.=ааж-Ебьа, И 
у, —0, 


т. е. 0, =(0п3Е. 


Выбираемъ постоянныя числа | такъ, чтобы 
вы =-0,,. 
ЛалЪе можемъ положить”): 
9,=:и%-- ВБ, 
Формулы (7) и (8) даютъ намъ соотношения: 
(2п--1)5-Н Б.В, =а, ао, 
(2 Баня @-Е Вы В, ые-НЫ и) -Н0н-0, — дляп>0; 


для ип=() послЗднее соотношен1е напишется такъ (въ виду тото. 
что 0_,=0): 
(х’—Т)а, — (т -- В, — В, (а,- 6) 6 ъ 


Изъ этихъ соотношений получаемъ: 
(1). аа 
фри ее „В.н--Б, = 


(3) сета (В.,— В, аа 6. =0. 





*) См. 6 1, стр. 11. 
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4): ‚аа =(В, я В) ар 0—0, для й>0, 
и для п=0: 


(5)... —а,==(В,-— В) 0. 


Сложивии равенства (2) и (3). вставивши 2-1, вмЪото . 
а,1. найдемъ: 
(2п--2)Б„..—2тБ,=0, 

откуда | 


И 


Такъ какъ 9. =0 


. то слЗдовательно /.—=0; соотношение | 


(6) показываетъ, что 6, =0, 65,=0 и вообще 6,=0. 
Соотношен1е-же (2) и полученный только что результалъь 
показызаютъ. что и 6,=0. м 


Изъ формулы (4) находимъ; 


(7)... 0,=-— (2-Е 1) для 0>0. 


о ее ва А 


Положивъ и==1. получимъ 
0,=0, —3. г: 
Изъ соотношентя-же (5) находимъ : 


0, а 0: —- 8 | . 
слЪловательно 


0,— —4=—2* 
Положивши въ форм. (7) ®=2. нолучимъ: 
б,==0,—5=—9=.—3? 
_Легко виДЪть, что вообще 


(8). кА „9 —=—м’. 





Ио, п ее & | 
рух . 
> В 
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Въ самомъ дфлЪ, допустимъ, что формула 68) справедлива для 
—=у—[, т. е. имзетъ м$ето равенство 


В, —=—(<-—1). 


Полагая въ формул (7) и=у»-— 1, находимъ. 


6.0, 4—1) =—(—1) (9—1) =—9, 


у 
т. е. формула (3) взрна и для ю=у. 'Гакъ какъ формула (3) 
оказалась уже справедливой для ® =1, 2 и 3, то, въ виду 
только-что доказаннаго. она справедлива и для ®=4, 5,6 ит. д.. 
т. е. для воякаго 9. 
Итакъ 
О —=пх--В,=их 


Аааа =(2т-Е1)х 
и ==——0, ==”, при м = —9.=— 1, 


и слзловательно у разлагается въ непрерывную дробь: 








1 
о. 
32——— 3* 
тя 
Е бани т? 


Повмотримъ, выражаетъ-ли эта ‘безконечная непрерывная 
дробь ф-щю у, т. е. стремитея-ли приближение 


(и—1)' 


когда и безконечно возрастаетъ..къ ф-щи у, какъ къ предзлу* 
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Съ этой цфлью найдемъ дифференцальное ур-1е. которому 
уловлетворяетъ знаменатель и-наго приближеня. 
По формулВ (25)”) $ 1 находимъ: 
В, == 
и затВмъ по форм. (26) 
К.=—и (1. 


Такъ какъ Р=0, то мы имфемъ первый изъ случаевъ, 
разсмотр®няныхь въ 4-мъ член 8 1. Ур-4е (28.4) прини- 
маетъ видъ: 


фи Чи 
[9 (7—1) ат 22 „— пт 1).и=0 





Этому ур- 10 удовлетворяютъ знаменатель п-наго приближеная 
„и ф-щя и,=9/,—0,. Сл довалельно общай интегралъ ур- 1я (9) 
можетъ быть выраженъ такъ: 


=— #7 у + Си. 


Съ другой стороны извЪетно, что ф-шя Лежандра Х, 
удовлетворяеть дифференц. ур-1 (9); поэтому при опредзлен- 
ныхъ значеняхъ (С и (С пройзвольныхъ постоянныхъь Си С, 
должно имЪть м$сто равенство: 


8 А НО. 


= Опредзлимъ С! и (+. Функции Х, и /, — цвлые много- = 
члены степени %; ф-Шя же и, даетъ ряцъ. расположенный | 


по убывающимъ степенямъ х и начинаюнийся членомъ. содер- 
жащимъ х въ отепени—-(й-- 1); слЗдовательно 


0—0, 


*) Этой х›риулой можно было-бы воспотьзоватьея и для опредЪлен!я 
Ви и 8», что значительно сократило-бы вычислен1я (см. примвръ 2.й). 
2 


т 


к ей 





ЧИ # 
м В 66 по о а 
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и мы имфемъ просто 
А 
С: и 


Приравнявъ другъ друту коэффиценты при 2” въ обЪихъ 
частяхъ этого равенства, найдемъ (1. Коэффицентъ при д” въ 
ф-пи Х, равенъ, какъ известно, 


1.3.5....0и-—1) 
О АЕ : 


Коэффитентъ-же при д” въ многочленз |, равенъ 
1.3.5.....(2%— 1), 


птбо слВдуетъ изъ закона образоваюя знаменателей приближенй 
(формула (4,4), стр. 8). Итакъ 
1.3.5....(2%—1Т) 
а п -13.5...(20—1).01, 


7 
откуда 
1 
Е 
2 =153 р 
и сл$довательно 
И ОХ. 


Легко видЪть, что. при возрастани п до’ 00, /„не имфетъ 
конечнаго предзла. Но мы покажемъ, что, котда 7 увеличи- 


е 


вается до 00. отношене -: стремится къ конечному предзлу, 


п 
и именно къ функции у. для возхъ значешй х кромЪ тВхъ 
дЪйствительныхъ значен1й, которыхъ абсолютная величина <1. 
Съ этой цЪлью введемъ новую перемЪнную 2. положивший 


2=1— 7—1, 


причемъ корню|/2”—1 будемъ придавать знакъ. одинаковый 


ох. > 
.- Г - х ах <=“ Г. а: Ч 
$ г - 0 а 1, } < ь / 


4 
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со знакомъь х. Для воякато 2. кромЪ дВйствительных»ъ ето зна- 
ченй, заключенных между—1 и --1, 404(2)<1"). 
Вводя р 2 въ ур-е (9), получимъ : 


(ое А не п (--)а—)и—0 


Найдемъ обпий интегралъ этого ур-1я; при этомъ значентя пе- 
ремнной независимой будемъ ограничивать уелов1емъ 4/04(2 )< 1. 
Положимъ: 

а, 


тд Ё оставляемъ покуда неопредвленнымъ. 
Дифференцируя послзднее равенство. находимъ: 


фи 4% 

= ®--2,— И 

а т | 
аи — 122 + ры и ий Ее 


1 
Вставивши въ ур-е (10) эти выражешя для ф-щи м и ея — 
производныхъ. найдемъ дифференитальное ур-1е, которому удо- | 
влетворяетъ и: 


[2 
пов ва оенрва ее 
2—1) (1—2)—2г—п(и- 1) (1—2) =0. 


Выбираемъ А такъ, чтобы лЪвая часть этого ур-{я сокращалась. 


На, аа для чего коэффиплентъ при © долженъ дЪЛИТЬСЯ на 
“|, т, е, выражение 


КЕ—1) (1—2) — 242’ —и(и- 19—2) 


”) См Неште, НапаБиаеВ 4ег КосеапсЯопеп, В. 1, 18178. р 40, 41, 
499 и 





а: > ут ег алим 
` 


г 


ор 
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должно дЪлиться на 2. Пля этого же необходимо и достаточно, 
чтобы 


КЕ )—п--1)=0, 


откуда находимъ для К два значення: | и — 9. 


_  ДЛадимъ еначала К первое изъ этихъ значений; ветавивши 


- его въ ур-е (11) сокративши нослФднее на 2", найдемъ : 


4% И 
2(1—2) о з-Н[2т--2—(2т--4)7 9. —и-1):.0=0 
Одинъ изъ интеграловъ этото ур-я есть 


и=Р (пи-пи, 2) 


для значешй 2, удовлетворяющих условшо 1404 (2) <1; ибо 
: . к * => 1 . вид 
ВЪ этомъ случаЪ гипергеометричесвй рядъ ^(,п--1,п--*.2)— 
сходяшийся. 
Мы слЪдовательно имфемъ одинъ частный Интегралъ 
ур-1я (10) для значенй 2, входящих въ наше раземотрЪне: 


м2". Р(ъп-Н1, п- 3, 2). 


Другой частный интегралъ ур-1я (10) найдемъ тЪьмъ-же 
путемъ. Положивши въ ур-ш (1) К=—" и сокраливши за- 
тЪмъ об части ур-1я на 2”. получимъ ур-1е: 


| (2% СЯ Ч 
2(1—2) дит, та=0. 


Этому ур-Шо удовлетворяетъ функия 


,=Р (—”, о п, 7) 


и слВдовательно имфемъ второй частный интегралъ ур-1я (10): 


5—2". В (п.п, ). 


и 
“ 
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Итакъ для значенй 2. удовлетворяющихъ услов1ю 140 (2)<1, 
обиий интегралъ ур-я (10) можеть быть написанъ въ видЪ: 


и С.Р, п 1, п-:, =) С, "ЕРб,—п, п. 2). 


Функщи ), й У/„—®, удовлетворяютъ ур-ю (9); раз- 
сматриваемыя. какъ {ф-ши 2. он предетавляютъ собою частныя 


* 


рьшеня ур-я (10). Сл довательно, при опредзленныхъ значе- 


мяхъ (ли (2, С’ и С» произвольныхь постоянныхь С; и (., 


имзютъ мЪето равенства: 
(а)... =" Ит-т-ь 2) НС" — пуп, 7) 
(6)... Ри 2) СУ" В, пп.) 


Опредзлимъ (1. С», С’ и (У. 06% чаети равенства, (а) по- 
множимъ на 2”; получимъ: 


(6)... ги, ва 2) СЕ, т п,); 


Легко видЪть. что функцля, стоящая въ лЪвой части, есть цз- 
лый многочленъ степени 27 относительно =. ДЪйствительно, за- 
висимость между перемзнными 2 и +5 





—й— | =—1 


можно представить еще въ видЪ: 


СОлЪдовательно, введя 2 въ {ф-цю /,. которая предетав- 
ляеть 6060ю цЪлый мноточленъ степени ® относительно х. и 
помноживши полученный результатъ на 2". будемъ имЪфть цЪзлый 
многочленъ степени 2 относительно 2. | 

Функия Р(;»,п-1,в-,2), стоящая въ правой части 
равенства (с), представляетъ собою рядъ безконечный; ф-щя же 


а а ОУН 


> 
о м 


ка Ро ру ЛА 


* 


\ 


"а 


. 
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ЕР(;,—п,;—п.г”) есть цфлый многочленъ степени 2% относи- 


тельно 2. Ол довательно (1=0. и такимъ образомъ мы имЪфемъ: 
р АК 1 2 
(а). ооо ‚ 2") =0Е (;—т.5— п. ). 


Опредзлимъ постоянные члены (не зависящте отъ 2) л$- 
вой и правой части равенства (4); приравнявъ ихъ другъ другу. 
найдемъ (/. 

Замфчая. что коэффищентъ при 2” въ многочлен /, ра- 
венъ 1.3.5....(2и—1), не трудно видЪть., что. поелВ замЪны 

и 1- =? д 
въ ф-цли /, перемЪнной х чрезъ —5; И помноженя ф-ши 
на 2”. постоянный членъ полученнаго такимъ образомъ резуль- 
тата будетъ 





1.3.5....(2—1) 
р 


Гаковъ членъ лЪвой части равенства (4). не зависящий отъ 2. 
Членъ-же правой части того-же равенства, не содержащий =. 


_ равенъ (С, ибо постоянный членъ многочлена Р(;,—п.:—1,2”) 


равенъ 1. Итакъ 





(ИЕ) 
ат у 
ий слЪдовательно 


(12). Аа бя ве п, 27) 





Обращаясь къ равенству (6), замЪчаемъ ^). что функцая 
//„—<, даетъ рядъ, расположенный по нисходящимъ  степе- 
нямъ д и начинающ ея членомъ, содержащимъ х въ степени 
—(и-- 1); иначе говоря, у/,—®, даетъ рядъ. идущ по вос- 


ходящинь степеняиь и начинаюнйся членом, содержа- 


*) См. 6 | ур. (4). стр. 4. 


у 
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1 22 
щимь —— въ степени п--1. ЗамЪнивши р 10635 уу 1б- 


г 
лучимъ рядъ, расположенный по восходящимь степенямъ 2 и. 
начинающйея членомъ, содержащимъь 2 въ степени я-Е1. 
Ф-мя 2" И в- 1, п- 3, =?), стоящая въ правой части ра- 
венства (0). есть также рядъ., идущй по возрастающимь сте- 
пенямъ 2 и начинающийся членомъ, содержащим 2 въ степени 
и--1^ Что же каваетея ф-щи 2"Ё(;,—7,,—п,2?), то это 
есть рядъ (конечный), идушИ по восходящимъ степенямъ 2. 
но начинаюнийся членомъ. содержащимъ = въ слецени — 2. 
Отсюда слфдуетъ, что з 


АА 
в) = 
Й Такимъ образомъ мы имЪемъ просто: 
и7 1 1. 3 2 
У, — =, ить }} 


Опредзлимъ коэффищентъ при 2”"" въ разложени въ рядт 
ф-щи 9/,—Ф,; (т будетъ равно этому коэффицтенту. Съ этой цЪлью 
воспользуемся зависимостью ”) 


оне ыы 


У19> а Е 





у] „— $, =“ 


Очевидно членъ, содержанйй высшую степень 4 въ раз- 
ложени въ рядъ (по нисходящимъ степенямъ) /ф-ши 9/19... У 15 
равенъ члену произведен1я ^.^,....Л„ а, бодержащему высшую 
степень 2. т. е. равенъ 


1.3.5... . их". 


. 
Такъ какъ, далЪе, 


$ 


ии. ‚о ре 033. . . т. 


Ом етр.5, 


| 
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то изъ написанной выше зависимости слЗдуетъ. что членъ раз- 
ложеня въ рядъ ф-ци 9У/,—©,. содержащий высшую степень 
&, равенъ 

А 

1.3.5... (Ф-Т) ж"Н 





Отсюда-же заключаемъ, что разложене ф-щи у/,—©, въ 
рядъ по восходящимъ степенямъ  церемЪнной х начинается 
членомъ 

Е, . 


О би?" 





Итакъ 
а. 


ка —9"- ! ь 
та С 





и слЬдовательно 


а. 
(13). 9/9, =" | т И "т. Ро, п -Н1, п- >, 22). 





Раздфливши равенство (13) на равенство (12), получимъ: 


ы и т, ут ыы п-3?) 
ле _ 17.3*.5°...(21-1)*2 и) Рапп, 2”). 








Не трудно показать. что, при услови, принятомъ нами: 
Моа (2)<1., 


правая часть равенетва (14) стремится къ нулю. котда ий воз- 
_растаетъ до 00. ДЪйетвит олЬКО, 


И Е (;. 1-1. п, и Е (> —п, =. гы Ни 2 


Далфе, по извфетной формулв И’ а, 


т. 246.662 ет 
ь ее а ыы о ^ 
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и слЪдовательно 


а ОН 


12. 32.5... (21-1)2С2и--1) == 





дтп р 


Наконецъ 
ит (г""`)_„=0, 
ибо №04(2)< 1. 


Такимъ образомъ 


= (у—*) —0 
п/ я—оо 


ИЛИ 


т ту | 

и 

Мы пришли къ этому результату. ограничивая свой разсуждентя 
условемъ 04 (2)<<1. Услове это’ ограничивает область 
эначенй нашей первоначальной перемфнной независимой д въ 
томъ смыслЪ, что изъ воЪхъ значемй, которыя можно прида- 
вать 2. должны быть исключены дЪйетвительныя значенля. 60- 
держащля между —Т и -1. Такимъ образомъ для веЪхъ 
значенй 5, кромЪ значенй —1.......-Н 


ф» 
[тг —9, 
я 
т. е. найденная нами непрерывная дробь — сходящаяся и вы- 
ражаетъ с060ю {ф-и1ю у. 
2. Возьмемъ дифференщальное ур-1е 
ау 
чо 
ЙА =0. 
ар 9 т 
Разлатая въ рядъ ф-цио у. удовлетворяющую этому ур-1ю, 
находимъ; 


Ф. 
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12 
ев (г В 


гдф с— произвольная постоянная. 


Такъ какъ для 9 получается рядъ. расположенный по 
убывающихъ степенямъ 1, то для полученя разложеня у въ 


непрерывную дробь мы должны воспользоваться формулами, 


найденными въ $ 1. 
Итакъ, имфемъ 


И М. 0 Ч 
й слЪфдовательно 
Е. 
0, =(<078. 

и можно положить: 

^„=а,2- 5, 

9, =пх-- Б,. 

ДалЪе 
й, 


О ИС), =. 
Полагая (для 90) 


п 


а —-—0 


и примфняя Формулу (25) (стр. 29), будемъ имЪть: 


2 
орать же В,— --0;:=2.5, для 0>(). 


Отсюда (для >00) 


и 7,2 

В, =0 
2 

0. — 
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Формула (7) даетъ намъ (для и>0): 


(2п--1)х=а„а2- 415 


Тю, 
0,41=0 
Чт в 7) -1 
Итакъ 
[2 м Де 
0, = "4 ) 9, =; Ю,=И ° ил == < А№„1=(<и--1)х 
для п>0 


Такъ какъ 0,=/(1-—с). то 


==, = —1(1—с). 


Далфе 9, =» 9, =. и слЪдовательно по форм. ('7) имЪемт: 


/ 


Такимъ обрззомъ у разлагается вт, непрерывную дробь: 


ый 
в 
12 


ви. 12 


Ба 
Таз 


= 


Для рфшеня вопроса о сходимости этой непрерывной дроби 
найдемъ дифференц. ур-1е знаменателей приближенй. 
Но форм. (26) находимъ: 


12 
К, = —п(®-- мл о 


и° такимъ образомъ дифференц. ур-1е (25.4), которому удо- 
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влетворяютъь знаменатель /, п-нато приближеня и функшя 


М р 
и . У м2 


и, (у/,—,„)==е” (и/„—Ф,) принимаетъ видъ (послЪ 


р 2 
сокращеня нат): 


у И Чи 3: 
к а -- (2х и +1)и=0 


Изъ этого ур-йя не трудно найти /, и рядъ. представ- 
р 


ляЮШЙ разложене ф-ши е” (у/,—,). 
Такъ какЪь \.. ^,.....^, — первой степени, то {, — 
многочленъ степени 7%. Полагая 


= Аа” А, ми... НА-....+А-А,, 


найдомъ, при помощи ур-1я (0), зависимость между двумя по- 
слфдовательными коэффищентами Аа и Д,: 


(&--1)/ 
их (т 1)—#(А-1) “РН ` 


Давая № значешя %-——1, п—2, п—3,..... получимъ: 





А, 
пр 
, Рук кс 
Е а» = 5 А, 


И 
ОО. 12.20. —1) 





А А, 
(и — 24 


п(и-— 1) (и—2)/’ 
и -2) 


О) => 








А А 


О О али 
712... Вии")... 





А и > 
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Такъ какъ членъ многочлена /,, содержаний высшую сте- 
пень х. равенъ высшему, по стецени 2, члену произведенля 
^.^.....^„. То бл$довательно 


| ЕО О 
Такимъ образомъ 


к *(%—1) и 
Е (я Це ПА 


п(п—1)("—2) 














1123 521) и Е 
ИИ) аа (п—#+1) ре 
1.2... в. (3-1)... (2-1) ны 


Изъ соотношентя 


ра 


1 „—‹ а, 
ИИ 


слфдуетъ, что ф-щя 9/,—9, лаетъ рядъ (расположенный по 
нисходящимъ степенямъ 2), начинаюцийся членомъ 


. 1 42 и 1 1 
(0... С-З)" 





ибо выспий по степени х членъ разложеюмя въ рядъ произве- 
деня У: у,....У,4ы @бть выбийй членъ произведентя ^^... . Лица: 
А 
Такъ какъ 6” разлагается въ рядъ. идупйй по убываю- 


щимъ степенямъ Фи начинаюнийся ПОСТОЯННЫМ Ъ членомъ. рав- 
А 


нымъ |, то слЪдовалельно ф-иля с” (//„—®,) даетъ рядъ, также 


расположенный по нисходящимъ степенямъ 2, начинающийся 
членомъ, равнымЪъ написанному выше выражению (1). Опре- 
дЪлимъ этотъ рядъ. 


) разлагается въ рядъ 





Полагая, что с” (/, 


"ЗАЗ МЕЧЕТИ 
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В, „-|-2 


| В, | 
Е е.. Е Е 





ри-ыт 
ви и: — (--Х)"(1 —в)5 1 35. бы Находим ИЗЪ 
ур7я (а) слЪлующую зависимость между двумя послЪдова- 
тельными коэффицщентами Бу, и Ва: 





(и ®)л 
"НЫ — (п-Е Е) (®- Е Е 19’ ине 





2 


Полатая послЪдовательно К=1,2,3....., получимъ: 


1)/ 
Буа О Ва, В 7. 


(п 2)/ , (и-+1)(®- 2) Г. 
ЕО 8) "= 








В у их 1)@®-2)....( а 
„+ 2-2) т- З). и Е-1) 





Б, +. 


Яено, что рядъ (5) — сходящея для всякато значения 2, 
°и потому можемъ напасать: 


В. 


р, 
2 В Би 
6 (9. ф, == ет дн -- д" =. НИ д" -- ЕЕ -. 


ИЛИ 





И”. ти (1 од” Е 
()....е”(у/„-—Ф,)= ыы 92" 3 Б ...(2т--1 < рН ЭР 


ре. р (и) (®-+2).....(и®) № 


1.22 +3) (23) 2" 1.2...(2т+2)(2и-+3)...и нат 
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Раздфляя равенство (=) на равенство (В), находим: 


. о, [% НЙ ыы | —5с) [2 
: (с 21315... —1@”-Е) ^ 
ООН) > 
реа НТВ) 3). >. 
‚п 1 п"—1 \ п(п ыз О | [2 п 2 
д; 0/2 О --. о зв ео даа 














ИЛИ 
й 


А век (—1)"(—е)е * . х 
(<)... а -.(2%—1)"(21-1)\5 
ТА (®-+1)(®-2) № 
вы 2 яр 1.20% 2) 2-3) 2? о 
ТА п(п—1) 1? и 
т о + 1.2.2 (п —1) 78 о. 











>< 


Съ возрастанемъ % до 00 вторая часть этого равенства 
стремится къ нулю для воБхъ значеюй х (кромз х=0). ибо 











и 
| 1 7120 2) 3) 2? мя её 5 
т `— ОЕ о 
1 14 п(®—1) [2 т 
ВЕ от 


и произведенте 





1 ВА 
НО) 


при ® безконечно большомъ есть, очевидно, величина безко- 
нечно малая, если только 2==0. ДЪйствительно, это пройзве- 
цен!е можно предетавить въ видЪ: 


о ИЖ дм ей А й 








()- родов зао ва ЗОБ Пава ЗО" _-0= 20%. 


` 
\^ 


Х 
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Каковы-бы ни были Л и 2 (при томъ только условти, 
чтобы 2==0) можно опредЪлить число А такъ, что будемъ 
имфть неравенство: 

й, 


2 ге) = 





Моа ( 


гдЪ 9 правильная дробь. Тотда тЪмъ болЪе 
о (( А ) 
к 3)=) 1 


А 
мы орье) < 


Такимъ образомъ, если положимъ 





У ВЯ Г) Г ГО Г 
Моа то ==. 


ха 232 23а 35 ОЕ ЗОБ Та 


причемъ 7% означаетъ величину конечную, то модуль произве- 
дения (7) будетъ меньше 274”, и олфдовательно произве- 
дене (7) будэтъ стремиться къ нулю съ возрастантемъ % до 00. 

Итакъ для волкато х., кром8 х=0. вторая часть равен- 


тва (С) есть величина безконечно малая при 9% безконечно 
большомъ; другими словами. 


пт (=) = 
Г, = 


И потому можно написать: 





|1 





#(1— с) 
Е 42 ‹ 
{а 42 
2-го зе аа: 2 
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Въ конечномъ видЪ полный интегралъ взятаго нами диф- 
р 


фоереншальнато ур-1я выражается ф-щей 1-Е Се ”. СлЪдовательно, 
при извфетной зависимости между Си с. эта ф-мя должна 
быть равна найденной нами непрерывной дроби. Зависимость 


между С и с должна быть, очевидно, слфдующал: 


и такимъ образомъ мы имЪемъ: 





аж о 
о № 
Е 
5 нЕ 
Че-. 
Положивъ х 
=. й—=—2, = 
найдемъ известную формулу Эйлера: 
1 
= т нЕ 1. 
10 | | 
а | 


55 ^ ал 4А > Лех 


3. займемся разложентемъ въ непрерывную дробь ф-цши у, 
заданной дифференилальнымъ ур-1емъ 


ды оли, 


1 
2(<?— 1 и? =0, З 


и именно найдемъ непрерывную дробь, соотвЪтетвующую’  разло- 
женю У въ рядъ по нисходящимъ степенямъ 5: 


едит... 


д 
А 


„ 
ОНО ВОИ 
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Въ разсматриваемомь случаз мы имфемъ: 
Ао==Ф=ет-Е1 
| М=<(12—1), `М=— (а? —1), Р=0, Ч=а? 
} 9_,=—Р=0. 0.=(-+ Мо, №, --Ре=1, 9, =—А-Ро—= —, 


Высшая степень х въ многочленЪ ©, равна 2 (ом. 5 1, 
стр. 11). и потому можемъ положить: 


= А„а- В.Н, ; 
при этомъ 


А, =. ` В=0, (,—=—. 
Далве, 6—2, и слЪдовательно 
ту, =0=2. 
Такъ какъ 0,=1. т. е. и=0. то 
о 
й потому нужно положить : 
1=аа-НЫх-с.. 
Нетрудно доказать, что вообще 
| = 
т. в. 9, =(Соп5ё. Допустимъ съ этой ифлью, что 
0,—(0756. 
с “ означаетъ каждый изъ указателей К, —1...2,1,0 


° 


й докажемъ, что въ такомъ случаВ и 


0,11 = (07655. 
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Такъ какъ, согласно допущению, 0, —=(0734.. то Х, {1 Иметь 


видъ аа ое ыа при а. 20 (для т=0.1,2,....). 
Формулы (7) и (8) параграфа 1 даютъ намъ соотношенля, 


| 0. | 
[99 Са „нА Эа ВыыеВ а+бны--0,=— — (аныа ные) 
(2)...а(а—Р(2аиа-о и )=[(А-4-4,)22--(В-—6,)2-- 
(Са =С ‚(ааа Но иже, а) ЕО а в 


Изъ этихъ соотношений нахолимъ: 


0, 
ие р А; == га. 
(9)... АА ан 


, 
(4) ас Ба 6, = АН 


(5). а и ‚—А „а ‚--1 
(6) ель а о + (5,-.— 2, аа 
Равенство (5) (такъ какъ а...20) даетъ намъ: 
А.4—А,= 2; 
отсюда (для г=0,1,:...К) 
Ани, 1)=1-- (+1). 
Изъ соотношенми (3) находимъ: 


нЕ а т Г. 





Помноживши на — равенство (6) и замфтивъ. что 


ет 
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0. 
А,1— А,==2, и =47--3, будемъ имЪть: 
„++ 


— 


0, 
Ве). я И { = (47-8) В+ ‚—1,) 
1 


0. 
Исключая затЪмъ изъ ур-й (4) и О-о, +(, Паходимт: 
М 
(47 2)В„,—(47-+4)5,=0, 
2-2 
27-1 


откуда 


В = Бу 


й такъ какъ ,, то слЪловалельно 2, =0. В,=0 и вообще 
В, =0; 

отеюда-же п изъ соотношеня (7) слЗуетъ. что 
6—0 


Такимъ образомъ соотношеня (1) и (2) прянимаютъ видъ: 


(1)7....(47-НЗ)а-Н ОА -НО,=@- 3х т 


М1 


и 


(2)'...2 аа (а?-Г=а бе (аднай’-е, 4-0. —6,- 


Эти соотношентя, въ силу сдЪланнато допущеня. имфютъ 
иЪето для ^=(,1,2....К—1.К. Полагаемъ “=; тогда соотно- 
шене (2)’ напишется такъ: 


| з з НА 
2а,2*(22—1 = -Оа-С (ана? Ст). АЗ 


&—1 

Отсюда, замЪчая, что у...) бтепень 0...) не можеть быть 
выше 1 (и00 У =0—9,,0=2, т.» не меньше 1). прихо- 
димЪ къ заключению. что 


. - 


78 О РАЗЛОЖЕШИ ВЪ НЕЦРЕРЫВНУЮ ДРОБЬ ФУНКЦИИ. 78 


0, — (оп. 


Итакъ, ебли 0, —=(Сот5Ё. для 7=0.1,...Ё, то это равен- 
ство справедливо й для “=к--1. Такъ какъ 0,=1=—=(С0%8е, 
и легко убЪдиться, что и 0, =(075Ё.. то слЪдовательно 


0, —(С0тз4.. 0.=(Сонзё. и вообще 0,=(014. 
Такимъ образомъ вообще можно положить 
Ана — а, 12? - Си 


9, —=(2®-:)2-НС, з 
причемъ | 
0, 
—а——=47-$. 
К-ы 
До сихъ поръ мы не давали никакихъ  опред»злен- 
ныхЪ значенй постояннымЪъ величинамъ („. которыми мы м0- 
жемъ располагать по пройзволу. Выбираемъ теперь ихъ такъ, 
чтобы 
а, =1 


Тотда, въ силу написаннато выше соотношеня. будемъ имЪть: 


(8)....0,=—(4® Зв. 


Остается такимъ образомъ найти С, сы И ра. Вм$ето 
того, чтобы опредЪлять эти постоянныя величины изъ соотяо- 
шенй (1)’и (2)’, обратимся къ формул (25) параграфа 1-го, 
что значительно упроститъ дЪло. Ветавивши вЪ эту формулу 
написанное выше выражене для ©, и замфнивши 09, и 0, 10 
формул (8), находимъ: 


(2 а“ - (4% НСО фи — 
— (4+3) (4и—Юн.и=4(-—1)5, для п>0. 
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Такъ какъ лЪФвая часть не содержитъ нечетныхъ степеней 5, 
то и правая часть не должна ихъ содержать. и сл$довательно 
можно положить | 

я — [5 . 


Вставивши это выражене для 5, въ налшеанную формулу. 
найдемъ: 
В =2и(жт- 1) 
(4®-Н о. =— = — (т -1) 
(,—-—(4п—1)(4п- 3} и. =0 для >) 
Изъ послфднихъ двухъ равенствъ находимъ: 


, 1 2%(2% 1) 
(9) м Ис и. 


о) (о) 
НН ( 1 О О 








р Ат--Л — 2(4и-1) Й) Ат (4п-1 р 
откуда 
т и ие д аь ИЕ 
п, РН (4—1) (4 1)(4п- я 3) 
при 


0, 1 
т 


Иля опредЪленя с,}, возьмемъ зависимость 
о ‘ 
С, -=( "п —=(4%- 3) Си ° 


которую получаемъ изъ соотношентя (1)”. полагая т=я и за- 
0 

мЪчая, что — “= 40-3. 
ит 





‘ Г А 
г . / 
/ 
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Ветавляя сюда вмзето (0, и С,„.: значения, даваемыя 
формулой (9). находимъ: 


Е. 
(4%--3 С —_ 2(445) 24-1) 4п--Б 4п--1 





4п--3 (2142)? 2п-+2 (2 У: 


—_ Мазь) `4п4+5 4п-5 4 тЫ 





(212) _ (2и4+ т 
4и--5 4-1 





Отсюда 
(2%- 1)’ (2и--2) 
И (48-043) (4"43)4® 5) 








и слЪдовательно 
ни (28-1 Ор 
1. Ааа оный — (и --З) @т-- (ал) 











Найденныя выраженя (10) и (11) для ры: И Аа, ВМЪОТВ 
съ значетями =, И /\,=с%--1. даютъ намъ разложене 


у въ непрерывную дробь: 


1 
ео ТИТ _ 2,37 
И о 3557. ма 
пы О 
Я 32 42 79911 


а в 


Е 52 6. 
д 
Е 


Найдемъ дифферениальное ур-1е знаменателей приближешй. 
По форм. (26) параграфа 1-го находимъ [замФчая. что 
0, = Сотзё., 9„=2п- 1) 2 -НС,, $, = А, х= (т 1)2]: 


К, =—-0 [20 (20-1 )х- (4®-+ 1)5— 4] =—0,.2т(0и-- 3). = 


га й 
. ! 
ль да асы 
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Такимъ образомъ ур-1е (28.4) которому удовлетворяетъ знаме- 
натель я-нато приближеня. принимаетъ видъ (посл сокраще- 
ня на 0,): 


(а а 
1. аа (3), 3)5.и=0 


Этому же ур-1ю удовлетворяетъ ф-щя 


М 7 
4х р И 1 , 
ие/ пор е=е = (= Ф,) 


и слЪдовательно ф-щмя (,=9/,—‹, удовлетворяетъ ур-1ю 
2. 


ФИ ай 
в. (2 о +2. —[2(2®-+3)-+2]0=0. 


Еели положимъ 


2 = 


чут| = 


` 
то ур-я (12) и (13) преобразуются въ слвдующия: 


42, 


Па И а (ОЕ ии) 0 





4207 аи 
(13)'.... 2=2(1—2) ЧЕ? +39 роичачцино 


Положимъ теперь 
АЕ 


Е 


Для о и Г найлемъ дифферентальныя ур-я: 





ее ыы] а’ Э®-ЕГ 


42% 
За И 


6 
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@... и Ох В Е. т Ву. в 
Ур-1ю (14) удовлетворяеть ф-шя | 
о, =А(—п,—п—„—2и—, Е); | 
слфдовательно ф-пя 
и = "Ё(—п—п 5 —21—, &)==5”Р (п, —п-——2и—, рая) 
удовлетворяетъ ур-1ю И 
Полный интегралъ ур-я (12) имфетъ видъ: 
а, 
гдЪ |, — ЦЪлыЫЙй мноточленъ степени 2% отновительно х, а 


== (у/.—ч.)—ф-щя, дающая рядъ, расположенный по убы- 
вающимЪъ степенямъ х и начинающЙся членомъ, содержащимъ 
д въ степени — (2-3). а (замЪчая, что ф-щя 


Ы 
=” Е (—п,—п—5—и— = )— пЪлый многочленъ степени 


и 
27%, относительно ) завлючаемъ, ЧТо у 


. и. )= ФЕ 


Такъ какъ коэффиплентъь при 5” въ многочлен» /, равенъ 


1 (ибо веб \ имЪють видъ 2°--с), то заключаемъ, что 


(/=—1 
_ и слЪдовательно х 


анну ы нь Ча 
ЕЕ Е(—», —п—5.—2"—5, и 


Хотя полученный результалъ показываетъ, что при без- 
конечно болюшомь /, не стремится къ конечному предфлу, 





Ас М8 >. в“. 
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2, *> 
— имъетъ конечный пре- 


о 


дЪлъ. когда 2 возрастаетъ безпредЪльно. 


однако можно доказать, что отнопене 


Введемъ съ этой пфлью новую перемфнную независимую. 


Известно, что для возхЪ значенй 5, кромЪ дЪйствитель- 
ныхъ значенй, заключенныхь между—1 и - 1, 


М4 (—/х?—1)<1, 


гдВ |/2?—] имфетъ тотъ-же знакъ, что й 2. Въ силу равен- 


_ ства | 


(#—| 2—1) (2 |'=—1)= Е 
для ТВхЪ-же значенй 5 
Мод (#--/=—1)>1 


й слЪдовательно 








Е ЕЕ 
Моа я — Мод КИ 


А 
2/7 —1 ау 5 


причемъ |/|—Е и 1 должны имфть одинЪ и тотъ-же знакъ, — 
ут ты 
иными словами, корень |/ 1—1, долженъ обращалься въ 1 при- 
== 00. 
Итакъ. если положимъ 


-1—1М— 1—1—1 


РЕ Е 


то всякому значентю 5, кромф дЪЙетвительныхъ значений —1... 
....-Р1, будетъ соотвфтетвоваль величина 2, удовлетворяю- 
щая условшю 1/04(2)<1. [Такъ какъ дЪИетвительнымъ значе- 
шямъ <, заключеннымь между —1 й --1, соотвЪтетвуютъ 
только дзйствительныя значеня Е, содержанияея между --1 и 
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00, то услове №04 (2)<1 будетъ выполняться пля везхъ 
значенй =. кромЪ значенй -1....-- 09]. Связь между 5 и 2 
можеть быть выражена еще и въ другой формЪ. Изъ равенства 











ТЕ 
= ЕЕ 
ЗЕ Е 
находимъ : 
РВ. 
слздовательно 
42 И 
(1+2) —° 


Вводя перемВнную 2 въ ур-4я (14) и (15). получимъ: 
н „Ро 
(14)'....22(1 — 24-2 3=-+-(1+2)[42(2—)-+4(4и—1)2— 


— (4п +1) (1 а” 41(2т--1)(1—=).=0 


ФТИ 
(15)'.....22(1—=)(1- 2) (1+ 2)[42(2—2)-4(4п Е 7) 
| Я 
Чи-Ли -ра-у=о 


Положивъ 


(а)....9=(@- 2) 
(5).:..7=(-)". И. 


тдЪ Ки т — покуда неопредзленныя числа. найдемъ, что 
1 и И’ удовлетворяютъ ур-ямъ: | 


а 
8) 2г (1—2) (4-2) а) + 


| ат 1): (виа 1+2) [2—1 32 (1—2)+ | 
+46(2—=)- 4%(4п—1)2— (4 +1)а+=)*—4 (2-1) А-=ш=0 
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| ФУ 
(17)....22(1—2)(1+=)"® = -(--2)"Н [Чт —2)- 


а’ 
4—2 —4(Чт-Т- Ча --5а--7 + 
а -=)"[2 (т —1)=(1-—=)-4т=(2 —=) —4т(4п НТ): -- 
т (4 + 5)(1- =) —4(2% + 3)(® 1) (1—=] И =0. 


Выбираемъь К и т такъ, чтобы первое изъ этихъ ур-й 
сокращалось на (1+2), второе—на (1--2)”1', для чего 
необходимо й достаточно, чтобы въ уравнени (16) множи- 
тель при №, и въ уравнени (17) множитель при И’, 
стоящие въ скобкахъ [ |, дБлилиеь на 1-2 и слЪдовательно 
обращались въ нуль при 2=—1. Бетавивши въ названныя 
выраженя —| вмЪето 2 и приравнявъ нулю полученные ре- 
зультаты, найдемъ для К два значеня: — 2 и—(2и--1), и 
для 271 два значення: 20-2 и 20-3. 

Полатаемъ 6=— (2-1) и т=2и--3; тогда соотноше- 
шя (а) и (5) примутъ видъ: 





#— (1 2) жи 
Г— (1 2)” Я. 


Ур-е (16). какъ оказывается, можно сократить на 2 ”Н, 
ур-1е же (17) сокращается на =”. Посл указанныхъ сокра- 
щентй. ур-1я эти напишутся такъ: 


4 а 
8)... 22(1—2) а-(4"—1 = — (4®-+ 1+0 


у ь 
09.2. Чи пу-Еаи (а) ИО. 


Ур-1ю (18) удовлетворяеть ф-мя = 


ин =, —и—1,—2и-—+ 2), 
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а ур-ю (19) — ф-мя 
| И: =, 2п--2,2т-,, 2). 
СлЪдовательно функии 
и —=(1--2)-б" =. Е -—2и—1—2и— 2) 


7. =(1-+2)”"®. Е(,2п-- 2.2%, 2) 
удовлетворяють соотв®тетвенно ур-ямь (14)’ и (15)', а также 


ур-1ямъ (14) и (15) при услови, что между Ё и 2 существуетъ 
вышеуказанная зависимость. 


ДалЪе, ф-иля 


м =" (1 В 2—1, —2% —*. 2) 


удовлетворяетъь ур-1 (12)’ и, вмфет съ тЪмЪъ, предетавляеть 


60бою одно изъ частных рёшенй ур-я (12), ели перемн- 


ныя 2, Е и 2 связаны между собою написанными выше ур-Тями. 
Ф-шя же 


= (1-2). Ри 2,35, =) ь 
удовлетворяетъ ур-ямъ (13) и (13). и слздовательно 
. ой 2). Ес, 2т- 2,2%: =) 
есть другое частное рзшене ур-йя (12). | 
Итакъ мы можемъ написать обийЙ интегралъ ур-1я (2). 
и—Оии-+-Сь = "(1 Че ($, —2п—1, —2и— 2+ 
одна 2)" Ес, 2п--2, 21-52), 


42 
или. если вмЪсто $ внесемъ выражене Е 


: © к 
РЕ 
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и— (42) (1-5) 3-1, 2-52) + 
+01 (42) Ни --2, 2-2). 
Такь какъ ур-1о (12) удовлетворяютъ также ф-цши /, и 
(У/,—$.), то. при изветныхъ значешяхь Си (%, О’ и С, 


произвольныхъ ностоянныхъь (1 и (С, должны имЪть м%ето ра- 
венства : 


()..../.„=0(42) "+2. В, —2т—1— 20—52) + 
+ С; (4 Е, Эт 2, Зт-з, 2) 
— (8)... Чи, фед Оаа)ача- Иииьан 
+0 (42) НЕ 2т--2, 2п-5, 2) 
Помноживии 00% части равенства («) на (42)"(1-{ 2), 


получимъ : 


(0... .(42)"(1 =) „=, —2п—1,—2п— 2) 
+; и + ЕС, 2-Е 2.9в-+ $, =) 


Такъ какъ 
(п, -—п— ‚2—1 та) 


к Е й 
я: (1-2) 


то /, въ ф-цш = выразится слЪдующимъ образомъ: 


(1+5) 


]„= = (4=)". (нь 


г 48 ) 
2) (1 2} 

Отсюда же заключаемъ что выражене, стоящее въ л№вой 
частл равенства (7) есть цзлый многочленъ степени 2%--1 от- 
носительно 2. оамЪчая, что первый членъ правой части есть 
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также пЪлый мноточленъ степени 2%--1 относительно 2. а вто- 
рой членъ правой части выражается при помощи безконечнато 
ряда, приходимъ къ заключен. что 0,=0, и сиЪдовательно 


(42-Е), =С.ЕО—т—1,— 0—2). 


Поетоянный (не содержащий 2) членъ многочлена. стоя- 
щаго въ лЪвой части, равенъ 1; постоянный же членъ правой 
части равенъ (С; такимъ образомъ (1=1 и слЪдовалельно 


(20).... 7, =(4=2) "1-Е Е -1 та) 
 Помножинъ теперь обЪ части равенства (8) на 2; получимъ 
(5) ..4/„-Ф.=01(42)—(а+ 2) ЕС-2т--1—20— 2) 

ЕСИ". ЕС , п-т, 2) 


Изъ соотношенля 


У/„— 7 — уу, на а 


слЗдуетъ, что разложен1е у/„/—®, въ рядъ по убывающимъ 
степенямъ 2 начинается членамъ 


1 22.32 42.52 (21) т- 1)? ви 
3`3.5.5.1 7.9.9.11 ^"(4п—1) (4-1) п (в 3)”  ° 











и слдовательно ф-шя у/,—$,, стоящая въ лЁвой части ра- 
венства (0). даетъ рядъ. пдуп1й по восходящимъ стененямъ 2 
и начинающ ся членомъ 


1 23 42 (21) (2т-- 1) 


33.5.5.7` 7.9.9.11 °`°` (4и—1)(4и-+- 0) (4п-+-1) (4-3) 








(42)"" 


Что касается правой части равенства (5). то, 


что 





2(1--2) = 5 И , 


замЪчая., 
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заключаемъ. что первый членъ ея даетъ конечный рядъ 


от 4 5—2 —1,—-21п— 5.2), 


2]: 


высшая степень с въ которомъ есть 2-5; второй-же членъ пра- 


вой части равенства (5) предетавляеть с0б0ю рядъ. располо- 
женный по восходящимъ степенямъ = и начинаюнийся членомт, 


(0, (4)"=. 
СлЪдовательно 


в —0 


. 2. а А. о И 





(= / 





и такимъ образомъ 

| 402 (2%°(2-- 1)? 
_(21)---7-9335.579.9 91а) 4+3 
> (42)" "РС, 21-3, п, 2) 











Для равенство (21} на равенство (20), получаемъ: 








р ре ое. 
(22)-.-7— „3355.11.99 1. (4и 1) Пана) 
Е; .2п--2,8пт-;, 2) 


ан ет 
+ Ув 9, Вит) 

Не трудно доказать, что правая часть равенства (22) 
иметь предзломъ нуль, когда 7 безконечно возрастаетъ, при 
устови Л4о4 (2)<1. 

ДЪйствительно. 
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у 
[т Е(:,21-+ 3.215.) „от, —2т—1,—2т— 2), (1-2) 2; 








далЪе 
о (2п)’(2п +1) т. 
335519091” ПЕ) = 
В ‚ (4%)*(4®--2)* , 
—12.32.52 92... (4 ав 14-3)’. 


и такъ какъ (см. стр. 65) _ 


Е 





Г 22.42.63... „(4% 4и-- 2) 
п ет 32.52. совы и]. „7 


то слЪдовательно 


Е д 42.5? 
рт 


(2%)?(2%®- 1)? 
У 


К Е „^\?"-Ы 
Чи ЭРО" х 
В ›2т--2 от, 2 2я-|-1 к. 
т 21-1, =" р в =5(1+) ь_ м. 








ж (1-2) 





ибо, при услови  04(2)<1, 
у 2т-|-1 
О 
Итакъ въ предЪзлЪ равенство (22) напишется такъ; 


п=оо 
откуда 


рт (=) 
У —ОО ИЕ 


Равенство это имзетъ мЪбто при услови 02) <1, т.е. для вофхъ. 
значенй х. кромЪ дЪйствительныхъ значенй, заключенныхь между 
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—1 и --1°). Такимь образомъь можемъ, для указанныхъ зна- 
чешй х. написать равенство 


т 

2 О 
а Я о БаЛИЫ ` 
| 21422 р. 


И яр ОЕ 


Примъчае. Паспегге въ своемъ мемуарЪ, содержещемтъ 
_изложенте метода, развитию которато посвящена, настоящая работа, 
означазтъ чрезъ (4, цълую ф-цию, соотвЪтетвующую намей ф-ии 
^„ 41; Исходя изъ недостаточно общаго опредзленя знаменателей 
подходящих дробей, Гаспетге полатаетъ, что вообще С, — цзлая 
ф-пля первой степени. ПослЪднее изъ полученныхъ нами раз- 
‘ложенй, въ которомъ всЪ частные знаменатели \—второй сте- 
пени, обнаруживаетъ недостатокъ общности въ допущени Гла- 
опетте’а. | 

4. Возьмемъ теперь дифференитальное ур-1е 


9, 


содержащее квадратъ опред$ляемой имъ ф-ши. 
Изъ этого ур-1я получаемъ два разложеня у въ радъ: 


(4). ь с (А-еа оо) а 
г. т ам бар Е 


Найдем сначала непрерывную дробь, соотв тствующую 
ряду (4). Итакъ полатаемъ: 


Л№=Ф==6, 


Си. стр. 83. 
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М ==”, 0 У 
6, =-— Р=-1, 0=0- Мо М№-+-Ррь=1 +’, Я, =—;№-—Рря=-с - 


0—1. 
Изъ равенства 
71 у, = 0 в 1 
заключаем, что 
По = 1 
У —= 0: 


т. 6. 0, = (Сол5ё. и „4. иметь видъ а.о. 
Полагая затЪмъ 
9 =, 


Вы ==— 0, „ 
получим по формул (25) (для 9>0) 


п-т к Но --1-Р 0, =225, , 


откуда 
© = 
и„==() 
0,—=—-1 
Итакъ для > 
Я 


для п =) мы имЪемъ: 


ши = —6=—(1-+с?) 
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Формула (7) даетъ намъ затЪмЪ 


Ан ==(2и- 1)х 
при 
1=&—с 


Такимъ образомъ ряду (Л) соотвЪтствуеть непрерывная дробь 





1-5? 
1 


6—1 
З1———— 
——— 
-— 


О о С-Ы 


Найдемъ. теперь непрерывную дробь. соотвЪтетвующую ряду (6). 
_Имъемъ 
№=Ф=— 1, 


6. Р=-1, 6.= 0-е =, 9—1 М Рена. 
Далъе | | 


ЕЯ 


и слфдовательно 0,— (0154. ий \„;, иметь вилъ а а-ЕО, и. 
Положивъ 


2 —=(п-Н1)е-«,. 
а =-— 0, , 
найдемъ по и (25): 
5,=(и®-Е1) 
(„== 


0, =-—.1 для п>0. 
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и слЪдовательно имземъ 


о, —=(п- 1) 
| иын=-—0,=1 
при 

= —0=:—1 


Изъ формулы (7) затВиъ находимъ 


А =(2и- “, 


п такимъ образомъ получаемъ разложенте 


1 
5 
у у 


92—. 





соотв тствующее ряду (В). 

Постараемся рЪшить вопросъ. о сходимости непрерывныхъ 
дробей (а) и (5). Остановимся сначала на непрерывной дроби 
(а) и найдемь дифференщальныя ур], которымъ удовлетво- 
ряютъ числитель и знаменатель -наго приближеня этой дроби. 
о  Непрерывной дроби (а) соотвЪтетвуютъ | 


ОЕ о 
По формуламъ (26) и (27) находимъ: 
К, п(и- 1), 


и слфдовательно ур-я (15) и (16) принимаютъ видъ: 





У 


й оелфдовательно 
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ау, — (п-т, =, 
до! — пп), =—2 


Замфчая, что |, и Ф,-— многочлены степени 7% относительно 2, 


полагаемъ. 


ПА, ВА, РА... 

О о р Е, 
ть А,=1.3.5.... (2—1) 

| В,=1.3.5....(2и— 1), | 


что слфдуетъ изъ закона образованя знаменателей и числите- 
лей приближений (формулы (4,@) й (4.0)). 

Изъ ур-Ш (1) находимъ слфдуюцйя завиеимости между 
коэффицтентами многочленовъ /, и Ф,: 


(2)....(и- РЕ (—п)А,=2а-Н В, 
(3)....(®-Н ЕН) —юВ, = — СЕТ) Ан. 
Положивши 6=и— 1. найдемъ: 
А,_.=—6, 


2 
Вт = А я 


А„_=— 1.3.5... (2—1) 
Ба 119.5. 001 


Замфнивши въ ур-ш (2) К на &—1 и исключивши изъ 
полученнаго такимъ образомъ ур4я Б, при помощи ур-я (3). 
получимъ: 


(5. б-ы--ро--юе О-В) = Е) АН 
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“Ал 


Подобнымъ же образомт ‘абдежт: 
(5)...(и- НЕЕ) (и- ЕЕ) (®— -Е1)% — В, ,=-=28(8 4-2) Вы. 


Положивши =и—1, получимъ изъ ур-ш (а) п (5): 


7 21(3т—2)_ 
"7 4.2.9 (9%—1)°* 
в. 2%(2%—2) В. 


Ор -й 
Положивши 6 =п—3, найдемъ: 


А (2—4) (2—6) 2п(3*—2)(3.—4) (3—6) А 
"= 73.4.0—2)и—3)^——*— 1234.31) т) 3) . 








_ (2м-4)(2и-—6) О 2%(2и—2)(2п—4)(3и—6) 


2.-=-34.(0_2)и_3)"- 13349002) @п-3) ^^ 








Легко видЪть, что вообще 


Я 2%(2и-—2)(2п-4)....(2п-4%+2) 
ея т 3.3... Эд (из) „(9-21 


В Л 21(21—2)(2п-4)....(2т-—4+2) 
=) 13.32. 20,02) би! 








Точно также 


(2—2 )(2п—4) 





= 23—03) 
д _ __ 229 .-909 , 
`—*— 1.2.3.4.5.21—1) 2—2)" ^ 


(2и—2)(2п—4)....(2и—45) 
_ Ава 433 Даб). (аи) 1 
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(2—3) (2—4) 





В. 12.899) 
р (2% —2)(2и—4)(2"—6)(2"—8) В 
"°  1.2.3.4.5.(2и—1)(2%—2)(2"—3)(2п—4) "' 
ре аа А аня Ей. 


1.2.3..(2--1Т).Ол—1и—2)...@.—№) 


Такимъ 0бразомъ, принймая во вниман!е написанныя выше 
значення 1,. 4,1, Б,. ВБ,_:, будемъ имЪть: 


21(2и—2) _ 

т 1201) Г 

21(2п—2)(2п—4)(2*—6) _ В 

1.2.3.4. (9"—1)@"—2)0"—3)7 ке Га. 
(2и—2) (2—4) _ 

002 

(2п—2)(2и—4)(2и—6)(2и—8) и 1 


Ни 


т 123.4.5—100"—2)2*—3)6—4) 


р) =.3.5...... (20-1). | 
ег 


Ф» = 1.8.5. виа } — + 
21(2п—2)(2п—4) (2—6) | й. 
1.2.3.4.2(2и—1)и—2)—3)” и 
и (2и—2)(2*—4) _ 
им 


1.2.3.4.5.(0и—1)@и—2)@и—8)0и—4)" РК .| 


„+ 





РаздЪляя нижнее равенство на верхнее и переходя къ. пре- 


Е. дЪлу, получаемъ: 


7 
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[т (=) == 
г. в / —00 


Ее. ры 1 —3 1 —а 
уе “1—1. а, т, 5. —1.23° р -.. 
1 


г 1 г а Е —& —1 —3 с „—5 
71.27 11234” [21230 12 








Для вефхъ значенй х (кромё х=0) ряды, стояще въ 
скобкахъ | |]. сходящиеся и представляютъ собою 6087. И Ут. 
Такимъ образомъ 


1 :: 
: с. 008; + Эт 
1 =) РЕ: РТТ 


Е 
р. 
#7.) Зато бо Е т—е.5т 


се = 
1-е 





йли. если положимъ 
=, 





ит СЭ ‚=. 


Функи1я, стоящая въ правой части этого равенства, какъ 
легко убЪдиться. удовлетворяеть взятому нами дифферениталь- 
ному ур-№ и, такъ какъ содержитъ произвольную постоянную й, 
представляетъ с0б0ю полный интетралъ его. Полученный ре- 
зультатъ показываетъ, что для всякаго 2. кромв 2=0, 


2 
(а) -.. АЕ) 1-Е 
| 
Зи 1 
5——— 
— 1— 
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Положивши 
` 1—0, 
будемъ имЪть: 
р = - 1 
х— 1 
ИЯ 
55— 
О 
ий слВловательно 
1 
Зл— 1 
57— 
1%2—. 


®Ф 
® 


Такимъ образомъ непрерывная дробь (5) — сходящая и 


равна — (451. [Эт послфдняя функия представляетъ е0бою 


частное рЪшене нашего дифференцальнаго ур-йя; она полу- 
чается изъ полнаго интеграла (Ел), если положимъ и=5 . 


Для этого значеня постоянной / разложене (а) теряетъ 
смыелъ; вмЪфето него должно быть взято разложене (5)]. 


5. Въ разсмотрЪнныхЪ примзрахъ мы находили непре- 
рывныя дроби, соотвЪтетвующия рядамъ. идущимъ по убываю- 
щимъ степенямъ перемЪнной независимой. Остановимся теперь 
на нзкоторыхъ Частных случаяхъ другаго рода, въ которыхъ 
функилямъ, разлагаемымъ въ непрерывныя дроби, будутъ соотвЪт- 
ствовать ряды. расположенные по восходящимъ степенямъ пе- 
ремЪнной независимой. При раземотр$ти этихъ частныхъ слу- 
чаевъ мы воспользуемся формулами и уравнентями, найденными 


въ 8 2. 
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Найдемъ прежде веото разложене въ непрерывную дробь 


интеграла дифференцтальнато ур-1я 


4 
рее 0, 


въ которомъ М=1. М=—1, РеЯЧ=0. 
Для у получаемъ рядъ 


С 
сиу от. НИ 
гдз с— произвольная постоянная. 
Такимъ образомъ имфемъ: 


№==Ф ==. 


0_.=—Р=0, 0,=9-4 № Ра=р—е, 9 = —М—Ры=. 


Далфе (см. & 2, етр. 37 и выноску на етр. 44), 8 =—1, 
»=0 (такъ какъ 0, —=—с). и, слЪдовательно, изъ ур-1я 


=, 


когорое получаемъ изъ ур-1я 4,„=0- 4,4... полагая ®=0, на- 
хоДИМЪ: 
п. 
Положивъ 
м —==@5, 


получииъ по формул (УП) 
А.с 
че 


Я: ах › 


и такъ какъ лЪвая часть—цФлая ф-шя. то необходимо, чтобы 
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т 0. ^, ® С . 


Такимъ образомъ 
о + =0 5 


1 
9=—9,=—;. 


Формула (УПТ), написанная для и=0, принимаетъ видъ: 


—.- 6, =0, 
откуда 
0, ==, ==(015. 
и слВдовательно 
1==0. 


Ур-1е 4,=6- ноказываетъ, что &,=1. и нотому можно 
положить |^,=0%=<. Вообще легко видЪть, что. если ©, ==56078#., 
60, —(0пз.. в,=а,х. то 


9,1 =—9,=(073., 
0, =(С0784., 


2 = @-|-› д. 


Такъ какъ указанныя услов1я выполняются для ®==1. то 
слЪдовательно 


оо, 
0, =(1078. 
з— @35, 


далве (такъ какъ видимъ, что услов1я выполняются и для %=2) 
1 
9,=—0,—=—1 
0, = (07.38. 
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и вообще К и 
9,=(—1) т 
0, =:С073. 


Ны-1 == 1-10. "А = -. 
Полагая 
^,=1 


и вставляя написанныя выше выраженя для ©, и ра въ фор- 
мулы (УП) и (УПТ), находимъ: 


а в. 


4,12 





Ч 1 
(8)... Сы, 0 


Изъ соотношен1я (я) получаемъ: 





а: —=т--]. 


би 
и такимъ образомъ соотнотене (В) принимаетъь видъ: 
1 я--1 0 | > () 
т И 


откуда 


ыы, С"). 
Но этой формул пишемъ рядъ равенствъ; 

2.6. , =(2—1)8,,,—2» 

о рН 


<’ Фо е я ТФ Юл@ о о ео боев а 
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и наконец (чтб слбдуеть и изъ найденнато раньше равенства 


Складывая всЪ эти равенетва, находимъ: 


2.0. == — 
откуда 
Ч. == —. 


Складывая-же вс написанныя равенства, кромв первато, 
получаемъ : 


(2—1)0, =, 


откуда 
| У 
2 
По формул (7) имЪемъ: 
в 1 


а. — 


<). 





и 1 
Дота ДОН 

при 

а =0, = — с, 
и слВдовательно 

| 1 и, 
Е 
их 
ТО? причемъ (и, = — 55. 


Такимъ образомъ у разлатается въ непрерывную дробь 
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сл 
с 


_2. 
ПРУТ 





ее 
513 


т 
52] 3 





1- 
СЕ 
ы 


| 


|+ 
23 








+ 


По формулз (ХТХ) находимъ: 
НИЯ 
и зат$мъ по формулам (ХУП) и (ХУШ): 
| К,==т8„[(—1)".1— 1-6, 
Ь,=19[(—1)". +96, 
Такимъ образомъ 


К. — 2.6 —=9..6, „0, = .6,, 


К,,1=(2у—1 )8:,_,-—(2 у-1 )68,„_,=(2»-1 )0,, (05, 1-1 )=- (1 9. 


„==2.0,,-+-2%.05,=2у.6,,(0,,-+1)=.0,, 


[„4=(2—1)6,_,=(2у—1 6,0 2—1 У. 0, 2—1. 


Уря (ХУ) п (ХУГ) ки = и И. прини- 
мають видъ: 


(т)....2,/-Ые—2Ь,—.Л,=0 


(1)....41Н(а—2 0, -—6—Ю/,=0 
(ПГ)... .29—(#-Н2)ф, +. 9,=0 


(ТУ)... 29. ——(@2— 1, Ру. 9ь—=0. 


104 


я в 
т 
Ю 


105 В. ЦИММЕРМАНЪ. 105 


Эти ур-1я даютъ возможность найти абимптотическя вы- 
ражен!я для знаменателей и числителей праближенй, т. е. ть 
предзлы, къ которымъ они стремятся съ возрастан1емъ указа- 
теля до безконечности. 

ЗамВчая. что постоянный  членъ мноточлена |, равенъ 1 
(ибо вез ^ равны 1), постоянный же членъ ф, равенъ с, на- 
ходимъ изъ ур- (т), (1), (ПГ) и (1\) слдуюнйя выраженя 
для знаменателей и числителей приближенй: 


ое И (1—2 2) _ 
91201)" 9193г 
| ,1(У—1)(—2)............ +), 
> 27" 


у-1 (\-1)(/-2) (у—1)0—2)(-—3) 
Ль-—1— я В 2.(2\—1)(2у- 2) - ЗЕ 1)-2)0-8° +. 


а (У—#) 
В 10» О“: 








11 э/1 1 (0—1 —2) 
а 12-1) ® {513300037 Г. 


11 (У—1)(^—2)....... . )— #1) а — 
`` 21.2...Е(2—1)(2—2).. (2-Е 





У(У—1) У(у-1)©-2) 
ны Е 2(2-1)(3»- 2)” Е 2.3(2»-1)(2»-2)(2- 3)” ые 
"  %\(—®..... ЕЕ), 
1—2. .0-9" +. | 


Отсюда получаемъ: 
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д 


(а - Е Ы— т де 
+16) — яз) +.-+< ча) +... 


(УГ. о „ИФ, дю=ЙИ фа, И а С ) н 


+1236) +. На в | 


Рядъ. стояпай въ правой части равенства (У), для всякаго 


® ит * «> 

х — сходящиися и равенъе . Рядъ., стояли въ шавойи 

части равенства (УТ) въ скобкахъ, также сходящийся при. вея- 
: НЫ 


2 
комъ значени х и равенъ е. Слфдовательно 


се 
ит (=) = —=1[17 и 08. 
Л» У=00 2 у—1/ у Г 


е 








Функшя се” предетавляеть собою полный интегралъ взя- 
тато нами дифференилальнато ур-ля. Полученный результатъ по- 
казываетъ, что можемъ написать равенство, которое будетъ 
имЪть мВето для воякаго д: 


у==се" =е- 





И 


ее: 








р т 
м 
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6. Пусть дано ур-е 
2 Пен вый 
(2°+1) Е О 
и слВдовательно 
И=1?+1.. М=Р=0, 9=—1. 

Разлагая у зЪ рядъ по восходящимъ степенямъ х, на- 

ХОДИМЪ : 
СЕ, 
Итакъ_ 


Л=Ф == 


0_,=-Р=0, 6,—=0+М-+-Ра--1, 9 =—М-Рр=0 


Такъ какъ 0——1. 4,=0@., то изъ ур-фя (см. выноску на 
отр. 44) | 
Ч=8-Ни 
находимъ: | 
Е 


Положивъ 


и вотавивши въ фори. (УТ) напясанныя значеня 9. 60,, м, 
и \, будемъ имЪть: 
27-1 1 


и 
т ах 








Такъ какъ ©, цЪлая ф-шя, то заключаемъ, что 


и слЗдовательно. 
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Положивъ въ формул (УП) п=0 и вотавивши значе- 
ня )^,. 9, 9 и 0_,. находимъ : 


0. — —&. 


т. е. 9. =1. Такимъ образомъ изъ ур-я 9,=6--,, находимъ 
„==2. Положивъ 
и — 4.08. ИЕ 


_получаемъ по формул (УП): 





2 
м 
9,9, =3 Е 
э-+ 1 И Гал 
Такъ какъ лЪвая часть написаннато равенства — ц%лая 
ф-щя, то необходимо, чтобы 
1 
+ — = 
+ а, 0, 
откуда 
О Е и 
Ч = — 5? иа=а, 4? =— 34 
й слдовательно 
Я, 9, =3х, 


2, =35—9, =24. 
Изъ формулы (УПТ) находимъ, что 


4 
а и 


Легко видфть, что вообще можно положить для 7>0: 
9. —2. 


Ри ==, з 


о =Ах 
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при 
—=—1. и=р—ё&, 9, =0. 


Внеся въ формулу (УП) нацисанныя выражения для в 
ии: И ©, И ПОЛоЖИивЪ 








а 
будемъ имЪть: 
1?--1 о, 
(А.А, )5={(т-1) и ое 

откуда 

2-1 

а. ит 

АНА, =2т-1. 


Изъ посл®дняго равенства находимъ: 


А.=5—А,=3 
А.=9— А, =4 
_й вообще 
А, = 
Слздовательно 
О —=пх 


Съ цфлью упростить вычислен1я, воспользуемся формулой 
(ХГХ). По этой формулв (принимая во вниман1е, что, въ силу 





. х _ 0—1 
найденной выше зависимости, —=2и—1`) получаемъ: 
12 °—(2п—1 9,5 =(22--1)5, для п>0, 
откуда Е 
©, =725 


7.2 
м 
* 2—1 
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й слВдовательно 


а 712 


ИТ 2 ООО 
Итакъ 


0 ыы при 6=—41 , 


702 
вы" = (9, 1-1) 14° при и=—9. 


Функция у разлагается, слЪдовательно, въ непрерывную 
дробь 











Найдемъ ур-е знаменателей приближенй. По формул 
(ХУЦП) получаемъ 


К,=п(п—1)5.0,. 
Такъ какъ Р==0., то мы ичФемъ первый изъ случаевъ, 


разсмотр®нныхъ въ 4-мъ член $ 2 (стр. 53). Линейное диф- 
ференшальное ур-1е 2-го порядка, которому удовлетворяютъ ц%- 


| и 
лый многочленъ /, и ф-щя ЕЛ м“ (у/,—-2,)=/,— $, , 
принимаетъ видъ (поел сокращеня на 0,): 
аи и 
(1)... (2-1) Кит] ии ги—0 


Положимъ 
д2—— 6; 
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тотда ур-е (1) преобразуется въ слздующее: 


п п-1 201 
Этому ур-10 удовлетворяетъ ф-щя Ё (->- о 5 :) у 


и слВдовательно, уравненю (1) удовлетворяеть функщя 


п п ж1 ‚\ 
Р 29-9 ›@’), предотавлающая собою цз- 





лый многочленъ. Отсюда заключаемъ, что 


п п—1 2—1 
= ыы. —7) 


Постоянный членъ лЪвой части этого равенства есть 1 
(такЪ какъ всз ^ равны 1); постоянный членъ правой чаети 
равенъ (7. СлЗдовательно 


е 


п п1 2жт—1 : 
ил О 3) о 3 ЕТ 
Получениый результатъ показываетъ, что ф-иля У, не 
стремится ни къ какому конечному предФлу, когда 9 возра- 
стаетъ до 00. 


< к 
Съ плью доказать, что отношенте ы имфетъ конечный пре- 


дЪлъ при безпредЪльномъ возрастани и. введемъ новую пере- 
мВнную 2х, положивши (см. стр. 83 и 84) 


1—1 
14-4 у1— 





< 
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причемъ подъ |/1—Е мы разумВемъ тотъ квадратный - корень, 
который обращается въ 1 при &=0. Какъ извЪетно, вслкому 
значению 5, за исключенемъ значенй -1....--00, соотвЪт- 
ствуетъ значен!е 2, удовлетворяющее уеловюо Л04(2)<1. 


Вводя 2 въ ур-1е (2). получаемъ: 
2 9 й— 
(2). «а ачнааначыя не) ачнат+ 
ее» д") —2)и=0. 


Положивъ 


ео и=(1- 2)”. , 


найдемъ для ф ур-1е: 


4? 
(5)... арта узза НА" | ты 2) + 





о о анедчари- Зе | | 1-2)" ибн) 


+2т2(2 о +2)*-+2 т(2и—3)г—п(и—1 4-2) 0 


Опредзлимъ 7% такъ, чтобы это ур-1е сокращалось на (1--=)”", 
для чего выраженше въ скобкахъ [ ], стоящее множителемъ 
при ©, должно дфлиться на 1--2 или. иначе. должно обра- 
щатьея въ нуль при 2=—1. Вставивши въ это выраже- 
не —1 выЪето 2, получимъ ур- 16 


тт ап—1)-"(п—1)=0, 


пзъ которато находинъ два значенядля т; — п и — (®—1). 


Отдавая предпочтете первому, найдемъ, что ур-1е (5) можно — 


сократить на (1--)г`”т”, посль чего будемъ имЪть: 
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По "—^| 4 п 


ОНОГО 
в: С 85° =0 


Равенетво же (4) приметь видъ: 
и=(1-- =)”. » 
Ур-ю (6) удовлетворяетъ ф-цля 
в =Ё(, —п. —п 5. 5) 
и слЪдовательно функиля 
В. м =(1--=) ”. в, =(1-=)" Е(-. „—®, —п и ‚2) 


удовлетворяеть ур-1 (3), а также урмямъ (2) й (1), ебли 
д, Е и 2 связаны между собою ур-фями 





= 
ке Е: 
ЕЕ 


Итакъ мы нашли одинъ частный интегралъ ур-я (1). 
Найдемъ другой. 
Юсли м есть ф-шя. удовлетворяющая ур-1 (1), то ф-цля 


—. удовлетворяеть ур-по 
| ИИ 
18)... а 5 —& [(2п —4)2° + 3—2] —- т 


+ [(®—1)("— 2) 2—2, И=0 


И И если найдемъ ф-цю И, удовлетворяющую ур-ю 
(8), то {ф-щя м, опредВляемая равенством и=х.И. будетъ 


‚ удовлетворять ур-1ю (1). 
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Полагаемъ, какъ и прежде, 
ие. 
Ур-1е (8) преобразуется въ слЗдующее: 
ао 
(9)... ...- 4=?(1 Эа) = 
| 4 - 
+22. —4)=—2(2—2)] РЕ. [(®—1 )(®— 2) 2 О =0 
Если положимъ 
положим Е. у, 
то для Г получимъ ур-е: 


4? АТ 
(10). ..4(1 - ее Н[2(Ви-3)—2 (2-5) а -(п-+1)(п-+=2)7=0. 


Ввоця въ это ур-1е перемфнную 2. связанную съ & зави- 


сИМоСТЬЮ Е ВН 
_ 1—1 
| О 
получимъ ур-1е 
а. 
(11)..... 2(1—2)(1-2)% ИР (1+2) [42@—2) + 


| [7 
+ (2*-+-3)(1--2)? —4(21-5)=] = —2(п--1)(®-=2)(1--2)7=0. 


Полатая затзмъ 
ок ИЕ, 
найдемъ для И’ дифферени. ур-1е: 


НФ | 
(12)....22(1— 2) (Ачг)" ох На)" [41—24 (2—2) 


_ 4 те 
(2-3) -+2)2—4(2п-5 )=] 2. 1+2)" [Зи(т-—1) (1—2) =- 


--47т12(2-—=)+ (31-3) (1+2)2-4п 3+5) 2-3(п--1)(п+=2 (1 2)| В’— 0. 


‚ УТРА р. 
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Выбираемъ т такъ., чтобы написанное ур-е сокращалось на 
(1+=)”". Для этого т должно удовлетворять ур-1о 
т*— т(2т- 3) (п--1)(®-+2)=0. 


Отсюда получаемъ два значеня для т; п 1 и ®-2. Отдавая 
_ предпочтене первому изъ этихъ значенй, получимъ соотноше- 


не (а) въ видЪ: 
И (1-Е 2)" т. И; 


ур-1е же (12). если вотавииъ п-Р1 вмвето т. можеть быть 
сокращено на (1-- 2)”. поелЪ чего получимъ: 


427’ ИА 
22 (1—2) > [2-Е 3З— (Са 5). —@®-+ПИ=0 


Этому ур- удовлетворяетъь ф-пля 
= Ро, п-1, п-| 52) 
и сл довательно Ф-ц1я 
7, ={@-- "=. И’, =(@--2)— Е, п Г, +, 2) 


удовлетворяетъ ур-1ю (11) или ур-1ю (10) при услови написанной 
выше зависимости между перемфннымй 5 и 2. 
_Далфе. ф-иля 
п ® 2 \н- 71 3 г. 
=". Г ==. (1-2) "И, п- 1, п, 2) 
удовлетворяетъь ур-1 (9), а также ур-ю (8), если между 
д, Е и 2 существуютъ зависимости 
1—1/1—Е 
2 —- таня К 
: 
1+ у 1—2 





22——6 


и наконецъ функитя 
(13)....щ%= 20. == - "НЕС, ® НТ, п, =). 


+ 


удовлетворяеть ур-1ю (1). 
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Мы налили два частныхЪъ интеграла (7) и (13) ур-я (1). 
Общ интегралъ этого ур-1я имфетъ елЪдовательно видъ: 


ис (Ан ЕЕ пп ба" С п В. 2). 


Такъ какъ ф-щи /, и 9/,—$, удовлетворяютъ ур-то (1). 
то должны имЪть мото равенства 


ЛС +2) "буит, 2+") л-- па) 
ив.) "Ро, пупа Орал ин) 


Не трудно убФфдиться (путемъ соображенй , аналогичныхъ 
тВиъ, которыя приведены въ членф 3 паратрафа 3. стр. 
Зои 89) ео 


(14)......../. = 0/2)", —п, —п- 5,2) 

(15)....5/,/—ф, = Су)" Абуя- 1. п 5.2) 

Помноживши на (1--2)" 0бЪ части равенства (14). получимъ: 

(ве (1-Е 2)"/,= 01 Е(> ‚—п —п-Еы 2). 
Раньше мы нашли слЗдующее выражене для Г: 


п—1 а! =) 
р Е: 








у п ых 
]„=Ё (5 : 
СлЪдовательно 


| ба 
ао : _ 


м 1—1 2—1] а 
— (1-2) те. 


Отсюда заключаемъ. что членъ лЪвой части равенства (16), 
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не содержаний =. равенъ 1. Членъ-же правой части того же 
равенства, не зависящ отъ 2, равенъ С:. СлЪдовалельно 
\ 


(:=1, 
и такимъ образомъ 
(17)........./ =@- 2). ИЕ, —п, м1, 5) 
Найдемъ теперь (У. Помноживъ об части равенства (15) на 


ЖЕ” ее (— 1 уе 
получимъ 


9). ута-е-ву, о) и+3,2) 


Изъ формулы 


м. №.... лы 


=, АИ: у 





гдв. въ разематриваемомъ случаз, 


| = И 5 12 . 
ОЕ 00 > 





ф-ши У. 9,.....У»ы Пазлаталются въ ряды, идущ1е но 
восходящимъ степенямъ х и начинающиеся постоянными членами. 
равными 1 (ибо всЪ \ равны 1). — заключаемъ. что функшя 
у/„—<, даетъ рядъ., расположенный по восходящимъ степе- 
нЯМЪ 1 и начинаюнийся членомъ: 


2 2 — п,2 


пе ее 
Ав => ``‘@#—0020*” 


Отсюда слздуетъ. что функпля, стоящая въ лЪвой части ра- 
венства (18), разлатаетея по возраетающимъ степенямъ х въ рядъ, 
первый членъ котораго есть 
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12 92 32 т 


(4) НЫ 13 ; 3.5 ` 5.7 м `(2и—1)(2®-+ 1) 














Очевидно, что. разлагая эту же ф-п1ю по возрастающим сте- 
пенямъ 2. получимъ рядъ, также начинающиеся постояннымъ (не 
зависящимъ отъ 2) членомъ. который равенъ. выраженю (2). 

Членъ же правой части равенства (18), не содержаний 2. 
равенъ (“”; слфдовательно С» равно выраженю (2). ий такимъ. 
образомъ равенство (15) принимаетъ видъ: 

12 22 32 02 


№) 


33.55.72 ОО 





"(1-2)" Н.Е(3- п-М ман, 2). 


РаздЪливши это равенство на равенство (17), найдемъ: 





ыы нае ыыы) 
на 7. т БТ. ИН 5) АБ в) 
или, если с замфнимъ чрезъ а ; 

_ $ т а. п Есть т- 2) 





И Е дель. 2) та $, —п, —п+5, 2) 
Отсюда, замЪчая, что при услови Ма рт 


т Е (>, п--1, и 2) = ит Е(;.—п, —"-2 2)= оо =. т. 





АО 72 
"13-35752 -**°- (Оля 2) [а я 
ль т 9) = 
9.5. (+02 и. о 


приходимъ къ заключеню. что 


*) См, стр. 65 и 66. 
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т (>) а И. 
у п—=оо 
1— И 1— 


при условий Мо4(2)<1. Это уеловте. такъ какъ 2 = а 


1 у1— 








> 


будетъь выполняться, если изъ везхъЪ значений * исключимъ 
дфИствительныя значетя --1....-00. ДалЪе. 


^ 
Й 


з 
чт 


и слВдовательно исключаемымъ значенямъ <  соотвЪтетвуютъ 
чисто мнимыя значентя д’ (т. ©. значешя вида 6%), модуль ко- 
торыхъ >21. 

Итакъ, всякому д, за исключенемъ чисто мнимыхъ зна- 
чентй съ модулемъ ббльшимъ или равнымъ 1. соотв тетвуетъ 5. 
удовлетворяющее услов1ю 1404(2)<1. и слдовательно для 
всякаго х внф указанныхъ значений 


: Ф» 
т е) —1 
о п=оО у ] 


т. е. можно написать равенство 








Интегрируя дифференитальное ур-1е, которымъ опредФляется 
ката ф-пля у, находимъ 


у==атфех--с; 
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120 


тавимъ образомъ 





81002 = 








Равенство это иметь мЪфсто для воъхЪ значений т, за 
исключенемъ значенй чисто’ мнимыхъ 6ъ модулемъ ббльшимъ 
или равнымъ 1; для послфднихъ значенй ла непрерывная 
дробь. представляющая разложене агобоа, перестаетъ быть 
сходящеюся. 

3. Въ заключен1е, разложимъ въ непрерывную дробь ф-плю, 
удовлетворяющую дифференцтальному ур-1ю 


ау | 
2(2—1) „+ (а2—1--Пут—1=0 
й дающую въ разложени гипергеомотрическй рядъ Ё(а, 1.1.2). 
Въ этомъ случаЪ имЪемъ 
М ==(х--—1), М=ох-—(1—1), Р=0, Ч=у—1. 
Ал0==Ф,=1 . 


1 —1 
09. =—Р=0 . 0. =С4--А№,--Ре=ах . 9 = —- МР 5 — 





52| ® 


Я. 


Прежде всего замчаемъ, что 9, (нисшая степень 2 въ 
ф-щи 0,) не можеть быть меньше 1. Это слЪдуетъ изъ ур-я 
4,=8-Н1.. Такъ какъ &, 4. Не меньше |, а 0 въ анномъ 
случаЪ равно нулю. 

Такъ какъ 9=1 (ибо 0,=04), 6=0, то изъ уравненя 
Ч4=8-- находинъ, что =1. Положивь и =, № =1, 
будемъ имфть по формулв (УП): | 


т О 


_ при этомъ До=-- >» В = 
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— а а 
и слЪдовательно 9, — цЪзлая ф-шля первой степени. 

Изъ формули (УП), написанной для п-=0, слвдуетъ 
затьмъ. что 0,— также первой степени; и такъ какъ 0, (какъ 
доказано выше) не содержитъ х въ степени. нисшей 1. то сл%- 
довательно 0, имфетъ видъ 0,5. т. е. 9, =1. 

Ур-1е 9. =0-- показываетъ, что 1,==1, и потому можно 
положить и, =а,х. Изъ формулы (УТ), напиеанной для и=1. 
заключаем, что 9, —не выше первой степени, и изъ формулы 
(УПТ) затзиъ находимъ., что 0, имфетъ видъ 6,5 ит. д. 
Вообще такимъ образомъ можно положить 


9 =А ВИЙ -- В | 
0,=6,% 
И Й , 


о —1 
кН (=а. 6 .=0. 
Полагая \„..=1 и вотавляя написанныя выраженя для 
О, 0,. Вы И Л, ВвЪ формулы (УП) и (УП), находимъ: 


| Ь, 
(А_а-- А.) Вы В.=(®-+ (2—1) —- 


т 


| а 
(Ат т: А, + Ба — 2, - 6,12 -55й е 6, _.&=0 . ДЛЯ п 31 


у а 
и ля п =0: 
(А.— А-В, —В- 0 х=0. 
Отсюда 
(1)....Аа-- А =и-1 


(2). ‚Выы- В, (и) — „ 





@,--1 
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вы .А1— А п Но, ,— —-ы р =0 
(4).. . .В,.—В,=0 - 


причемъ въ формулВ (3) при и==0 исчезаеть послфди!й членъ 
лЪвой части. и формула принимаетъ видъ: 


[а - А, — А =0. 


Формула же (4) справедлива для и —0; изъ нея такимъ 
образомъ слЗдуетъ, что 


> А Е 2 УЕ ПА - 
Б,.=Б,= ме жет 0 о =р,= а ть & 


По формул (1) получаемъ 

А-- А 1=2 

Аж -НАн=2—1 , 
отсюда 


А„—А_=1. 


Поставивши на мЪето К послЪдовательно у, у—1, у—2,... 2, 1, 
получимъ рядъ равенствъ 


АА] 
и —А,,«=1 
А._4— А, 6=1 
А.— А, = 
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Складывая написанныя равенства, находимъ: 
2у—& 
4 2 = А+ Е 5 
2 
й затЪмъ 
Зуя. 
АА, = р 


Положивши въ формул (3) и=2у—1, вотавивши най- 





О 
денныя значемя А, и 4, ‚. замВнивши о № формул (5), 


2у—1 





6, 
_чрезъ — (2у— 2+1). и а, (по той же формулв) чрезъ — а 
получимъ 
И 22-1 
а — о, 
откуда 


6)... .(2— 4-1), = С-З, 4» —1+1х. 


Подобнымъ же образомъ, положивши въ формул (3) =, 
найдемъ : ее | 


(т)... . (уу =, — (2-1) @-1) 
Складывая авенотва (в) и (7), получаемъ: 
(2-Е). = (2—2 --1)6,,—,— (2-Е т) 
По этой формулЪ Пием рядъ равенствъ; 


(2-Е, = (2—4, —а-— (8—2 +1) 


оке на оо хе ое ое о о ооо ово (оао 9% оо ет оф о 


(О, —«—@ +7) 


Складывая написанныя равенства, находимъ. 


(2-16, =1 ух У(\-Е1-т). 


124 О РАЗЛОЖЕНШИ ВЪ НЕПРЕРЫВНУЮ ДРОБЬ ФУНКЦИИ. 124 


Изъ соотношеня (з)’. получаемъ: 


те 





—=—(«-1) у 


и слЪдовательно 


(У-Нб = —а-Е Юла 1+) ==), 
откуда 
и (--@ы-1-о) 
а 
Изъ равенства (6) находимъ 
(21-6, = (2-2 +1), -+ (2>—1- т)“ = 
—=—@—1-5Об-Еа) + (— р ОЕ 


откуда ра (у 1-Е) 
ие И ЕН] +1 


Наконец по формулЪ (5) имЗемъ: 





0% У(у—1-Н1—яа) Е р, о 

(5. 1— а г = с Г О = м— = — 5 

Е О о: = 
а (+2) —1+3) 





21-1 (22-0 —1-9 
Итакъ, при =. 


И е- 
2.,= А-В», = и т 


У-а | 
и о 





| А, ЦБ, 


195 и В. ЦИММЕРМАНЪ. 195 





= = — С Е ы. 


р. 
21-Е) 


| ет и 
№ == @ 41 == о х,  причемъь м. =— Е ы 
(2—1 1) (2-1) [ 





4 =, 


у разлатается такимъ образомъ въ непрерывную дробь 








и 
те 
а 
ати. | 
НУ 
м аа 
ий, 
а (1-+)@-) | 
Е (у) (›—1-НТ) р 
А —_ @у—2+)@»-1+) 
У(у—1+1-—4) ы 
1_@ 1+1) (2-1) 
1—. 


Положивъ въ формул (ХХ) =» и вотавивши най- 
денныя значеня ©, 0.0, и в.,. получимъ: 


© =У(\— “5. 
По формул (ХУП) получаемъ затВмЪ: 


К,,=0,, . уу-а)х 
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Уравнеше “), которому удовлетворяютъь функщши /», и 
#в—у--1 


М 

—атх ах у и 
ем (УТ»,—Ф. ее (у/„— = (2-0 а 
><(у/,,—$,,), иметь слЪдовательно, видъ: 


Ри аи 
(3) И" 2(2—1 ае- [(2» 1 + )5—( 2—1 Оса) и=0. 


Точно такъ же получаемъ ур-1е 


и | Чи 
(9)... 2(2— Ю-З -)е—(-2++]4 +0) на).и=0, 


которому удовлетворяютъ ф-ция ри ща 
2>(/Л,—1— Фа 1). 

Замфчая, 410 постоянные члены въ мноточленахъ /,, и 
УТ» равны 1, находимъ изъ ур-й (3) и (э°): 


сои 
зы) 


Легко видЪть отсюда, что, при возрастании указателя до 00. 
знаменатели приближен! найденной нами непрерывной дроби 
не имЪютъ конечнаго ипредФла. Т%Ъуъ не менфе непрерывная 
дробь — сходящаяся для воякаго 5. за исключенемъ значений 
Рае + 0. Для доказательства этого мы употребимъ 
пр!змъ, осяовная мысль котораго принадлежитъ 'ТВотб ^”). 





*“) Такъ какъ Р=0О, то мы имЗемъ первый случай изъ раземотрённыхъ 


въ член® 4 52 (стр. 553.) 


**) Сми. СтеПе’з Топгпа1. В-4е 66. ипа 67., статьи Твошё: 1) Оеег 41е 
Кецеп БтасНеп уу 1еКе] по 4ег Саизз’зсВеп Еипе Нов Ех, 1. 7,2). 2) Черег а1е 
Е(о, В+ 1, у-1. х) - 

| Е(*, В, 71.) 





Ке еп гасвепуу1сКке] пис Чез Саизз“зеВеп Сб)иоНешеп 
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Положимъ ВЕ 
Г 

В 64 
РУ 


причемъ знакъ корня |/1—< опредфляемь усломемъ, чтобы 
этотъ корень обращалея въ 1 при х=0. 


Вводя перемзнную 2 въ ур-1е (8) (для чего пользуемся 


42 
зависимостью ИЗ „ Получаемою изъ выше написанной ), 


находимъ : 
аи | 
2(1—2) (4-2)? 15 НА -2) [220 =) +4 —1+а)— 


| 4 
— (2 1—1)(1-2):] с у-а)(1 —=)и==0 


Этому ур-1ю удовлетворяетъ ф-пля 


й елздовательно ф-ия 
В). /.— (1-2) "(— аа ет»), 
2) */2> . у ) 2х 5(-:) 


представляющая 60б0ю, очевидно, цЪлый мнотгочленъ степени 2у 
относительно 2, удовлетворяетъ ур-1ю 


ФУ 
` (10)..... 2-2) з-Н[@у—1-—я—20—2—1.— 


ду 
— (25-Е 2-2 ПУ=0 


Ноложивъ ‘ 
ЕАО ЕЕА а”. 
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причемъ, очевидно. 
Аз, =, . 


находимъ изъ ур-йя (10) слВдующую зависимость между тремя 
рядомъ стоящими коэффищентами А... Арни А»: 


__ (2—1) -21—2) +)». 
(11). ‚..Аро== (&--2) 2-2) АО К) ра 


при этомъ 








2%(1—2а—1) 
А, == 1 . А: — Но 


Изъ своотношентя (11) слФдуетъ, что, ебли А; и А, 
остаютея конечными при у безконечно большомъ. то также и 
А,.„—конечно. Такъ какъ А, =1, ит (А, ), 5 1-—29—1, то 
слздовательно А... 4з.....Д, (& — число конечное) остаются 
конечными. когда у безконечно возрастаетъ. 

Всегда существуетъь чиело р достаточно большое для того, 


чтобы при у #-р имфли мЪето неравенства: 


В. )(2—2— 2) 
20 (ЕО) 


(2) (2—1 
(2) (2--1— 


= 





Ее: 





Моа < 1-е, 
К) 
гд$ = — величина положительная. какъ угодно малая. 
Котда р такимъ образомъ опредфлено, возьмем рядъ = 
коэффиплентовъ | | 


(а) с а Чи Е т и а, НР ° Аз 


Изъ только что сказаннато о коэффишентахъ А ‚ олвдуетъь,. 
что мо.ули коэффиилентовъ ряда (а) остаются копечными, когда 
у возрастаетъ безпредЪльно. Существуетъ поэтому конечная ве- 1 
личина А. которая (при какомъ угодно у, также при у= 00) 


2 


Во: 
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больше каждато изъ модулей коэффищентовъ (а). Такинъ и 
зомъ & ого: | 


Мод (А.)< А+) ‚ Мо(А, АМ)», . 
— Моа(А.)< А+), Мой (А) < Аа. 


_ Изъ равенства (11) и поравенетвъ (12) олвдуеть, что, при <», 


Мод (А, )<е.А(1- =)” Аг 
ИЛИ | 
Мо (А, < Ааа; 


далфе, при о--1<у», 
Мо4 (А,.-)<А(А-=) т, 


ит. д. Вообще. такимъ образомъ, для К<у можемъ написать: 


(3)..........:.. М4 (А) <Аа- 


_ Такъ какъ 4,=А,,,. 10 при > 


Моа(А,)=Мод (А, _,)<<А(1- =)” 


_— И, ТЪмъ болЖе, 


Моа(А,)< А(1-- =. 


Итакъ. при веякомъ & (начиная отъ 6==( и до Е=2у) не- 
равенетво (13) иметь мЪето, и стЬдовательно 


Е—2у РЕ 
У Мо4 (А,2') <А Х (1-Е =)* Моа(#")! | 
к—0 и—0 


_ и тъиъ боле 


[—2у ЮО 
х Ма (А,г^) <А Х {(1- =)! Мод {2} 
к —0 &—0 . 
Если 
1 
404 (=) <. те 


ео Ав, я" (> я | я И 
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Е—00 
то рядъ У} (1-Е =)' М4 (#)} — сходящ ея, а слВдовательно 
й—=0 т | 


=» . | 
рядъ У 104 (А,2^) имЪетъ конечное значене при у безко- 


=) 
2—9, 


нечно большомъ. Отсюда же заключаемъ, что рядъ Г„, = Х А,2\ 
р &=0 


(& также его производныя ) сохраняетъ величину конечную, когда у 


безпредВльно возрастаетъ, если только 04 (2) <1-- ‚› ИЛИ, 


такъ какъ с — величина произвольно малая, если 04 (2)<1. 

Изъ ур-1я (10), которому удовлетворяеть ф-шя 7,,; не 
трудно найти предзлъь, къ которому стремится Т,, при воз- 
растаи у до 00. 


Положивъ 
а | | а... 
(А-а АО" а Пе 





1—2? ине ^ 


причемъ замЪчаемъ. что ф-я ‹,, остается конечной при у 
безконечно` большомъ (если 1/04 (2) < 1), получимъ изъ уря (10): 


АТ, 12-1—2а—1 1 
о Е Ра 
4: 1—2? И 
Разематривая это ур-1е, какъ линейное перваго порядка, 
ий интегрируя. находимъ (замфчая, что для 2-== ЕТ: 


узНу—2= —1 


ЕВЕ АУ г 
: у —. @<5 & 
Г. = ыы а +5, \ и, 60 -—*' 4: ь 
3) 








Отсюда. переходя къ предЪлу., получаемъ: 


А. ПК 1 1 
Пек. И: —=(1--2) “*(1— 5) РТ 





и 
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и @лздовательно 


Нт((А- 2). зто НН АЕ. 


Изъ формулы 
№, 1 тт ау 2 0 


находимъ. замЪчая. что 


о О 6 
во (2+) 1+)” 2+0 СУ-—14) 





| | 4(у-а)(»—1-+ 
(1+2). /,„=(1+=)”. Даь- ИИ" а 


откуда 


ЧЕ) аа". Пр-т (а-я. о + 





=. Вт [(4-Е =)? ке). —, *(1— г) бы 
+2. (1-2). “(1 А-а-а 


й слздовательно 
Е 1 1 
и а), = а) Аве, 


| Итак вообще 


ет АНУ о5-а-Н®-ауАНЕТ.. 


Ур-1ю (8) удовлетворяетъ {-нля м.„,=2”'(2—1)“ (и „—Ф,,), 
й слфдовательно ф-цля | 
и. —=1/ Фо, 

удовлетворяетъ ур-1ю0 


4? 40 
а д [21—11 (2—1—эт 
СО ОН) 


Положивъ 


НИ ,2>4-2 
Я —-Ы— № 0... Ма. У,=— а, 45... @»а м И . 
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найдемъ. что У,, удовлетворяет ур-1ю 


фу к. 
(8—1) а-я) (+, 
+ ово) =0 


Введя въ это ур-1е перемВнвую =. получимъ: 


аи | | 
2(1—2)(1-+ 2)” Е (1-52) (2—2) —4(2-Е 3-Е) 2-Е 
аУ | 
= (Н--Оа-2?] р 4ОРООЕЕЕИ—2)7=0 
Положивъ 


71-22)". И, 


найдемъ для ОЙ’, уравнене 


(14)... 24 анна та) + 

аа НонННноачнаН ее о 

-Е (1-Е =)" [и(т— 1) =(1—=)- т (2—2) —4т(2-Е3-Ра)г Е 
(А-а: —4 (НОС 9] 0. 

Выбираемъ т» такъ. чтобы полученное ур-1е сокращалось 

на (1--2)"#", для чего выражен е въ  скобкахъ [ ], стоящее 


множителемь при И’, должно дЪлиться на 1--2. Положивъ 
ВЪ этомъ выражени 2—1, получимъ ур-1е 


т?— и 4у-4-Е2а )-Н2У--2)(2-Е2-Е2“)=0. 


откуда для 7 находим два значеня: 2-2 и 2-42-23. 
Положивъ въ ур-ш (14) т=2»--2 п сокративъ затВиъ ур-1е 
на (1--2)’ 11°, найдемъ: 
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а?УУ 
(15)....2(4— =?) 8 [2-1 + 24-— 2—1 )— 


И 
ое (2-2) 1 —2а—1-(—2):] И’=0. 
Этому ур-1о удовлетворяеть ф тя 


аа РЕ 


— у — Е и 
а 0 
(1 И а Е 
а 
Функиля 
Й. и [1 м5 Не пе Ра '@ (5 И. АЯ а. Е 
. у в: У. с - Уз 1 Ч. .-.. оке -. 2-1 


разлатаетея по восходящимъ степенямъ 2 въ рядъ. начинаю- 
щШея членомъ, равнымъ —@, 4... .@,41.2 (ибо У. У... „Уь,да 
даютъ: ряды, идуш1е по возрастающимъ степенямъ х и начи- 
нающтеся постоянными членами, равными 1,—такъ какъ всЪ ) 
равны 1). | 


—2.—1 


СлВдовательно ф-мя ——^____(4/,,—9,) даетъ 
— О (5 ев > рул 


‘рядъ. расположенный по вобходящимъ степенямъ х ий начи- 


наощ]йся постояннымъ членомъ. равнымъ 1. ЗамЪнивЪ въ этой 
42 
а 
ф-пи < чрезъ ПЕ ПЕ» и помноживъ ее затЪмъ на (4-2 уе 
будемъ имЪть, очевидно, для полученной такимъ образомъ ф-ши 
(равной Т/,,) рядъ. пдушй по восходящимъь степенямъ 2 и 
начинаю щ1йея постояннымъ членомъ. который равенъ 1. 


Итакъ полатаемъ., что ф-щя И’, разлатается въ рядъ 


== о ©) 


а т = В, 2, 


0 


причемъ РВ, =1. 
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Изъ ур-я (15) находимъ зависимость между тремя по-_ 
сл довательными коэффиантами В,. Бы И Ву: 








_ авы, (69-2). 
(7). Вы ыЕЗ)@-Ны-аНУ 5 (ГУ ^. 
_ при этомъ . в _ ба 0+) 
о 2-Е 


Можно опредлить число р такъ. чтобы‘ при р имфли мЪсто 
неравенства (каково бы ни было у): 


бы ‘| 2%--1— а 

(Е-Е2 (2-21) 
В 

(Е —1) (2-Е?) 


Мод и а" 


ТД = — произвольно малая величина. 





ОпредЪливши такимъ образомь р, беремъ рядъ коэффишентовъ 


Каждый изъ этихъ коэффипентовъ остается конечнымъ при у 
безконечно большом. Въ самомъ дЪлЪ. такъ какъ 5, —=1, 
ит (Б,),-ю = 2а“--1—. то изъ равенетва (16) слВдуетъ, что 
Ить (Б,),—ю е6ть величина конечная, зат®мъ 17%(В.,) 0 — 
величина конечная и т.д., наконец (Бью ИЙик Вл), ю— 
величины конечныя. 

Итакъ существуетъ конечная величина В. которая больше 
каждато изъ модулей коэффищентовъ (6), каково бы ни было у. 
ОлЬдовательно можемъ написать _ | 


ИВ 


Мо (В,) < В(1- =) 


^^^ 
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Моа (Б.) < В(1-+=)?. 
Мой (В,) < В(1-е)? 
Мо4 (В».) < В (1- =)". 
Изъ равенства (17) и неравенствъ (18) слВдуетъ что 


Мод (В,...) <=. ВА =)’ В (1 в)” Н 
ИЛИ . 
Моч (Во) = В(1 а 
затьмъ Е 
Мо (В..) < В(1-з)”—. 


‚и вообще, для всякато К, 


Мо4(В,)< В+ <)". 


СлЪдовательно. каково бы ни было у, 


&—0О 00 | 
х 1404 ( В,). Мод (< ВХ (А+ =) Мо(=°) 
АО 2—0 


АО 
и такъ какъ рядъ УХ 1(1-+е)". 1/04 (2)! -- сходянийся при уело- 
&—0 ‚ 
| 1 =00 
ви №4 ЗЕ ‚ то и рядъ № 1 440 (Б,). Мо4(=”)} — также 
< &—0 


сходяниЙся и сохранястъ конечную величину при у безконечно 


большомъ, если < удовлетворяетъ указанному уеловтю. Отеюда же 
о @) | 
слфдуетъ, что рядъ УР,’ будетъ сходящимея и будеть со- 


у, 


хранять конечное значене при у безконечно большомъ. если 


| т 
Моа (2)<-——, или, таКЪ какъЪ в — величина произвольно 
``] | 


малая, ебли 1404(2)<1 


- 


о вр - вл. -й . р м а" а 9, 1% "& 
*.. > $ з Те =. #, \ о У 
« , >. $ я - ть у 
т 
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#—0О 


Такъ какъ рядъ »Х2,2. предетавляющй 0060ю разло- 
#—0 | 


‘жеше ф-щи Й’,,, — сходящЙся, то можно написать равенетво 


ое в) 


ВО 


и слздовательно ф-цля И’,, остаетея конечной при у безконечно 
большомъ. | | 
Не трудно найти предЪлъ, къ которому приближается 
ф-щя ТИ’, когда у стремится въ. 00. | 
Положивъ | 


4Т’., р. ат’. 
2(1—2*)- 1. Н1-—1+2(1—2а—1)#—(3—7Р : 
о ИН © ) 


получииъ изъ ур-я (15): 


АТР, | 29—14 (1—2)2 | 
Е 





Интегрируя это ур-е, какъ линейное перваго порядка, и 
замфчая. что Й7’, при 2=0 обращается въ 1, находимъ: 





„- 


А Ре —1--72)5 1 г У ее > 

И’, = ео 1—5 1 | р В 42 

9у 19,9 9». 0 . | 
0 


Отсюда, переходя къ предзлу и замъчая, что ф-щя », 
остается конечной при у безконечно большомъ (если М2) 1), 
получаемъ: | | 


в, Е. 


Вто“ ая“ а, 
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Изъ формулъ | 
Анил -- вая == 0 


Ф,/—^, Фи -- №» Ф„—> не 0 
находимъ: 


(У/»„—Ф,) —л,@/ ол —Ф, 1) ны, —)= 0. 

Отсюда. замЪчая, что въ разсматриваемомъ нами случа 
\„=1. и,=а,ф, получаемъ: | 
(19)... . (/ь-—Ф,)— (УЛ —Ф,—в) Рау, —Ф,»)=0. 

Цолагая вообще (см. стр. 133, равенство (16)) . 
Е. У —Ф.=—9. %.... аня") Р. И, , 
Е по формул (19): 

—аа...... г сана” Н(1 1 2)^— И, - 

_ ааа”). У — а, а...” И, ,= 0. 
| Сокративъ это ур4е на —а,а,...а,2” (1-- 2)”, подставивши 


в 1-14) и 
(1 42) вмЪето хи (2—1) (+) вито 4..1, НАаиДемМЪ: 


ВЕ ©) 


САРАЕ“ (+2). № + И, 0, 


_ И слЪдовательно 


анны 
(2, 1 +7)» т) 


Отсюда 


(1 --2) рт ( И А йик ИЕ -Ейт( О ео 


2 И 


3 
2 


(А+) ааа а)", 
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в. 3» 
ит, = (1+2) (1—2) *°. 
Итакъ вообще. при услови 04 (2)<1, 


1—4 


т (7. о = (1+2) *(1—2) 


Раздляя об части равенства (20) на /, и вставляя 
4; 
т 

о И, 


(21). р п! 4.., . 4,4142)" Г . Ч), 


вм$ото х, получимъ: 


Не трудно доказать. что правая Часть этого равенства 
имфетъ предзломъ нуль, когда и стремител къ 00, при уело- 
ви 04 (2)<1. 

Полатаемъ 1—я 

Моа (2) = ь 
1-я 


причемъ у означаетъ положительную величину между 0 п 1. 
приближающуюся къ нулю по мВрЪ того, какъ №04 (2) при- | 
ближаетея къ 1. 

Можно опредфлить число р такимъ образомъ, что при р 


4(Е-а)(&—1-т) 
2+1 Е Е 
АВЕ а) 
Ат < 179 





Мод (4а,)= Мод | 





Мо4 (4а 4) = мы] 
или, иначе. при 222 
Моа (4а„) < 1-1. 
_ СлЪдовательно (при п—> 9) 


Мо4[а, а»...а„1(43)" |< Моа[а, а»... аз>-1(4.2)*2 (1) оа( =) 22° 
или, если положимъ ЛЧ [@а........ ав 1 (42| = р, 
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| Е виЪето 1/04(2 ), 


Ла [аа 4; О а, (42) < —\)" 2" 


| При я безконечно большомъ правая чаеть этого неравен- 
ства, а значить и лфвая, величина безконечно малая. СлЪдо- 
вательно произведене 


причемъ р — величина конечная. и внесемъ 


—а.а.....а,(42)"" 


стремитея къ нулю, когда % безпредльно возрастаетъ. 
ДалЪе, 


№. И, (1-2)_ 2—9 ел Л о 
й [ны _= а :) а— не — +2) "( . 


и такимъ образомъ изъ равенства (21) слЪдуетъ, что 
у—йт в ) = 
У и ==00 


ит (=) —=у 
п/у #=о0о 


при услови 04 (2)<1. Это услове будетъ, какъ извЪетно, 
выполняться, если только будутъ исключены для 1 значеня 
+1....- 00. Итавъ для веЪзхъ значений д, кром дЪйстви- 
тельныхЪ значенй. лежащихъ между +1 и -- 00, найденная 
нами непрерывная дробь — еходящаяся и предетавляетъ собою. 
ту ф-мю. которая удовлетворяеть дифференцтальному ур-1ю 


[ 
а 


ее 


ИЛИ 


и для значенй т, удовлетворяющихъь услов!ю Моа(х)<1, вы- 
ражается рядомъ Ё(а,1,1,#). 
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13 
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20 
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19 
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30 
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13и14 
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19 


16 


п 


© 


ОПЕЧАТНИ. 


НАПЕЧАТАНО : 


ФА Фи ыы, 
Ро. Иа 
ЧлонЪ 
доказательствъ 
завизимостей 
многочленовъ. 
представитьь 
стеиннямъ 
поэффищентами 
переняся 
Замфчая 
коэфищенты 
(20) 

и формула (25) 


рядъ 
цфлое 
;=т-Н1 жи 
д [> 2, 
й $=51 1 
А ДА. 
уговлетворяетъь 
О, 
фо 
2 и 
"42 - 
(11) сокративши 
соотношеня, 
и такъ какъ ВБ,, 





} 


Г мы 
м 
582 | 


должно ВЫТЬ; 


ФА аи 1 
ря О К 
членъ 
доказательства, 
зависимостей 
многочленовъ 
представить 
степенямъ 
коэффищентами 
перенеся 
ЗамЪчая, 
коэффищенты 
(20), 
(не читать) 

рядъ, 
цълое 
‚у тм 

2%, 


$51 


уй т д 


Г, 


удовлетворяетъ 
0, 

фо 
в 

42 | 
(11) и сокративши 
соотношен1я : 
и такъ какъ Б,=0, 


п 
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НАПЕЧАТАНО . 


паи 





'1—У1-> 


заключаемъ что 
равенства (7) есть 
членамъ 
цолучаемъ 


- сходящая 
сократить на (1- =”? 


имфетъ сл5довательно, 


должно выть; 
: 1 
1—1 
ЕЕ 
1-1 
заключаемъ. что 


равенства (1). есть 
членомъ 





получаемъ 
сходящаяея 

сократить на (1 2)" Р? 
имфетъ, сл довательно, 





Твоме (6% вопаоВА оеоетаТе. 


РАВ 


А. Б1агко}}. 


Газе Садепу а 40116 1е пом 4е юпеНопз аЦегибев 1) 
ах 6хргезз10тз ий. ропг ппе регищфай ой шщаеПе 4е 4епх 
Уатта ]ез табретаез, спапоеть 4@е пе запз сВалоег 4е 
уе" абзоше. Раг апа]осе, Фатз [а М бое 4ез @@&еттитат, 
оп абтШие 16 пош 4е @етиитатё аЙШегпё оч айетпа & 
сет, Чапз 1е4е] ф0пз 1ез 66 тетфз Че свадае со]опае уегЯ- 

_ се (оц 1ф0из 1ез 616 щметёз 4е сВадие Поте Пот1лощае) зопё о 
4ез ГопеЯотз 4е 1а шёше уама Ме шабрепааце *). Еп сопз6- 
Чиепсе 1& регишайов шимеПе 4е 4еих уалаез ш@брепйал- 
$ез ‘е36 башуеще аа @6р|асетенф 4е 4еах с0]0ппез уегсаез 
(оп 4е 4еих Попез Пот1иотба]е5, 91 1е Абфегийтатф езё 41зрозб 
тат! 1е3 Пепез’ В0г120пфа1е8); опе, 1е 46фегитаив свапее 
4е чоте её с’езё 4е 1 цие утепф 1е пош 4е абетитатф а|- 
фегиб (аегпап$). [е № 4е Гатйее ртёзепф её @’т@ацег 
416]4иез цпез 16$ ргорт186з Цех абфегитатз аетибз (аЦет- 
_ пап{3) аз! фе епт аррПсабоп апх 6диаботз, 


1) СаиеРу. биг 1ез Гопе0пз Ча1 пе репуеп® о{4еп1лг дае 4ейх узеигз 
_ боев её. Топтгпа] 4е ГЁсо]е РойуцесВи. сай. ХУПГ фт. 99. 


1) Мшт. А 4теайзе оп Ме Штеогу оЁ 4еегтпатз. Т0оп@оп 1882, 
р: 161 ес. 


144 _-  ТНЕОВТЕ РЕЗ ЁОЧАТЮОМ$ ОЕМЕВАЬЕ. = 144 


и 


[’аЦегпатф, 411 е36 6018146г6 161. 655 419роз6 зшуате ]1е8 
6010ппез 4е |1& тап6те этаже 


-(0 09 ›(0) (0) 
2 й. 2 {Е 25 э Г т 
а (1 2) 
2 5 5 х 25 л ‘2 ^^ 
>(2 >(@2 (2 (2) | 
2 й ^1 ь 2 я © ©1153 г (Г) 


о 


6’е5$-» @те $013 1е5 6]6щещз 4е Та ртепиёте ео]оппе 501$ 46$ 
ГопеЙопз 4опибез 4е 1а шбёше тама е шабрепйаифе; фопз 1е8 
@6тет{з Ае 1а зесоп4е со]оппе зопь 108 шёшез Фото отз @е Та 
зесопфе уагае табрелате е{с., 10из 163 @6щетфз 4е Ша 
7-6 ше с0]1оппе 501$ 4ез Юпеопз 4е 1а п-бше узла Ме 1тав- 
реп4атие. 14еп пез ах РопеМопз 4е Па ргеныбге со]оппе. П 


ез$ Меп етепйи, (ие 1ез гёзи№афз ехрозбз Чапз’ сеф атые 


пе свапоетф раз апз 1е саз ой Па 41зроз оп и афетитвалт 
©1 Чеззиз тибе зега {айе поп читал 1е5 с0]оппез, шайз 
зштуатф 1е8 Иез 3). | 

Тез опсйопз Фипе уама Ме тп@бреп4ате дит сотрозет 
161 1е3 6]61етфз Це спадие со1оппе, 4о1уатф ахот 1е8 ргорм6- 
+63 зшуанез: | 


1. 0ез бет; Фипе Испе дпесопаие 50% 4е 1а т-6те 


Феп Пап поиз ропуопз 464те 1ез 616щепфз согтбзроп4алз 4е 
еих Попез у013шез: попз апгопз 1ез @6щет{з 4е 1а Иопе 
ш6т1епте, (2и-|-1)—6те, раг 4е$ орбтайотв 46 фегицивез, Чоп 
100$ 4691е10пз Репзеш ]е раг А, её попз амгопз 1е5 6]6е$3 


Е 3) Тез тези{афз с1-@еззоиз ехрозёз пе сВапсеп$ раз поп раз @апз 
1е саз, Гоп зарзёЦае =ах уааМез шабреп4аюез 4ез ГопсМопз @16тгепфез 
рочг сВаадце со]оппе 4’ипе оц 4е р!азечгз уат1а ]ез ш@6реп@апфев. 


^ 4 т 


ро 
а 
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4е 1& Пепе зирётеиге, (%—1)—@ме раг 4ез орбтайопт8 т- 
уетзез (ие попз 4691епопз рагА-". Попе 


ао: а РЕ Ка) = 2+0 
её Фапёге рат 
1 т : а —1 т и | Е а 
Е о. 


П зеп Ш: 

А. 0ез 616 тетф$ Фипе Попе 4оппбе оп решф 46 те 4013 
1ез 66 ет{$ согг6зроп4датф; 4ез Попез зирбтетгез рат пп пот- 
ге А6бегийиб Форбга оз К-' еф 1ез 616щетё$ сотгёзроп ал 
4ез Полез шЕмепгез раг пп пошге абегитие Форбгайопз К, 
еп 4651етапф се пошОге 4е тбрёИоптз 4ез орбгаМопз К" © 
К рат пи ехрозат$, зауот 


О...) А (а) 00 
её Фаие рат 
К (К '(К’'....К '2°)....))=К (2) 


В. Пе Па ргепиете Попе Феп ПВадф оп реп @64ие 
{оцфез 1е3 апфгез Попез раг ци пош те 4ез орбг10тз А, 6еа| 
А 1епг шее. Ое Па ргепиете Попе еп аз оп репё Ч64ише 
фошфез 165 апфбгез Попез рат 1е пошге 4ез орбтаопз. 62а] А 
а @6тепсе 405 1п@1еез 4е | 4егиете Попе её 4е 1а Попе 
о{епие. 

2. [3 орбгаМот$ @691от6ез раг К её 1ешгз шуегзез 
46з1от6ез рат К‘ 4оует6 зайзёмте  ш@Шгошшетф ах 
со йотз — 


К (К@а)ЕКК(а)=а% К" (Ка) К"(К`"а))=К"-а) 
И. 


. Ропг 1е 46{етийиатф Фог4е я. ди за зЁмф апх сот опз 
с1-1е3303 т@и6ез, оп реп аоПететф Чбтотётег 1е 4Теогбте 


З1Уатф : 
10 
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Тнеогёте |. Ге зибзивиНот & иъь @етею Фите йотч- 
гот диесопдие Фил 4ез @6тепз тезатз 4е 1а тёте 
Потгот ще теаий 1е Айеттатат опт (Г) & 2670. 
5иррозоп$ ие ропг 2” попз шефотз 25”? ой ра Гипе 
4ез уметгз. 1, 2. 3.... в. Еп уе 46 се дата 66 98 


р1а$ Вайф пои ауоп8 


р =К“( (")) = =“ (2 о) = о 


ой да 463 умеигз розИлуез оц пбеайтез. Попе ‘ра 1а 81- 
ЗИбиоп 4е Гбшеть 20 & Гбтетф и”, Чех с01оппез .@п 
46фегийпайф еп ЧиезИйоп Чемепиетф 6оа]ез елбте еПез её 1е 
46беглипатф $е г64и & 2его. С. 4. Ё. 4. 

П е5$ буЧетф, че 1е а&етилиате (Г) зе тб@шф епсоте 
А 76го рат 1а зао бийоп & 2” Тип 4е$ ргойиИв. 


В”, В. 2”, о Вены 


$1 101$ 15 Б,, Б......6,„ пе @6репаетф раз 4ез орбгалотз 
К % К '. ©’ев34-А-ате 91 Па сопаоп. 
(4) (т) (4) „(т) 
К [В, 2) = В, (2, 
езф гештПе. 
Га зотитез 468 ргои(з 


В - В, 20 -- ие р 


зирз{ибе & 2” тб@шШф аазз1 1е а6егитат® (Г) & #6го, 91 
1а сотой 


4) О п т 7 (С т у та 
КВ Ви --. 2. ВгеЗуз В, КО (2) ВКО (АС 
К ) И 
оьВаА а” 
63$ гешр|е 


О’алге ратб 1а заза оп А 2” 4е 40ще аифе диатИ- 
(6 ‘а. ризе агбталтетет, мя @Ш6тете 4ез айтез 616- 
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щеп{8 2”), 20....20 ае 1а шёше Попе её п’ауатё раз 
ауес сез @6щетф$ Це сегфайпез г6]аоптз РосоппеПез, пе реш 
раз гб ге 1е а$егийтат (Г) А 76го, Попе. 

Пеогёте |. П з’елл5е дие п ощеитз арететез © 

т4ереп4алиез етёте еИез роиг ип @6етем диесотдие 

Чи Айетпипат (Г) Фотате п. ди те4илзетЕ се Чеет- 

питайм & 26то. 

Сез уеигз зопф 1ез 616 тегёз гезбатёз ае 1а шёше И спе. 

П зв .4е се ЧТ а 646 416 с1-4еззиз але 4е ю е6тешз 
{опл6з её ©1019 ат Итатетет у, у,....7,, @п у аромат 
Р6]6тепф 11а6бегитиа6 у. оп решё КЮюгшег 1е 46$егитат (Г); & 
серф еНеф | Ёлё Риге зат А сПаспае 4е5 ‘Чат 63 9. у. 9. 
....У, [65 орбтаат8 К в К еп Чиа песбззайге, сез 
орбтамотз роиуаф 20331 6е 4опи6ез, ша!з Чеуамё зеетет$ 
зайзйиге апх соп@отз 01-4053из епопсбез. [е Чебегитат 
81151 601036 зе тб в №13 & 26го ропг 


У=У.. 9—=уУ>, У== Уз. . о ‚У—У,„ 
_Ропг 1016ез 163 аибгез удешгз 4е у се а&егийтатё пе зе 
г6Чи раз А 26то “). 
| 
Оп за раг Па 1№6ое 4ез а6фегийпат$ Чае сВадие 46- 
фегипиатв репф зе Ч6уеоррег бтиуатб име с01оппе Чпееопаие 


еп папе ехргеззюп Пибате. Ге Ч6егитаюе (Г) зе а6уеорре 
чита а ртепибге со]оппе еп цие ехргеззюп Ппбаге 


Доб Авео Даб. НА, о Аы® (Ш) 


фат8 1адчеПе 1ез собеетз 4,. 4. 4,....4, в0пф 163 
шмеигз Фи а6бетиутате (Т) её п’опф раз 4е 2, 2@-5,... 


“) П езф Меп еп{еп4а. дце 1е3 616 теп6з 4оппё6з у, у,,....9. её Г1о- 
бета тб у зе 41:41 пе 1юц]оигз еп Попе, раг се да’еп Чоппапё Та ео- 
1]0оппе оп пе рейё раз огшег 1е абеги ао (Т), 
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2, 2®, 1?ехргеззюоп Ппбытге (ПГ) зе т6аиф А 26то атее 1е 
46 егийтат% (Г), стаде №15 дие Роп забзбае & 2” Рав 
Чез 616 тепфз 4е 1а шёше Попе, Попе 

Цуа зещетет п ощеитз @етемез е таёврепааииез 
етёте еЦез ром" 2”), дил тефилзет & вто Рехртезяют теваите (ГП). 

Еп вбоаш & 76то Гехргезяюп Ппбыте (ПГ) е% еп. за}- 
зал А А. 4,.....А, 1еатз уеигз запз ш@чег 1а ша- 
116ге, 40пф е1ез 01$ сотрозбез 4’6]6тепфз 2,. 2.....2„ ПЗ 
оЪ$епоп$ иле вбдианот 4е Гот4ге п вф 1аз п умеитз ропг 2”. 
(ат г64и1зетф Гехргезя1юп (ПТ) & 26го 300ф [65 п хасзтез 4е 
Гбацаоп. Везопаге ппе бацаМоп ©’езё фтопуег фощёез 163 та- 
слез, ©’ез{-& @те 1ез уаепгв 4е =” 5), аш уегШепф 14епй- 
цпешетф себе бацайоп. 

Палз 1е $ 2 опа шотщтб 1а розз0 6 @е сошрозег 1е 
Афетитаю® (Т) Фогаге п 4е п 616 щепёз Чие]сопаиез ©0118 ат- 
ЮИтгалгететь 91. У5)....У» 0 ип 616щепф табегилтб у (4 
оз 1псопице аз 64а топ). Ел 46уе]орратф 1е де егитат$ а1181 
Ютш6 еп цпе ехргеззюп Пибмге. рийз еп сещатф 4апз себе 
4егитбге 1ез умептз 4е$ пипемгз А., 4,,....4, 6 еп Г6еа- 
18046 А 26го, оп ацга цие вапамот. Ропс ахес и умепгз 4оп- 
пбез. с\№0191ез агОЦтатететь оп репё фоп]оптз Гюгшег Гбдиаот 
Гогаге п. Еп шойват6 6 еп уамалё сез уаепг$ с№0191е$ 
агртатетепф еф шабрепйат{ез ещте евз оп ремф ахот 4ез 
СацаИопз @16геп{ез еп поте шйш, Чи @6геп 1е8 ипез 
46$ апётез зеешетё рат |ептз со6Ёйс1етфз. [65 бапайотз а191 
о бепиез 00% 1е3 ргорт1668 зшуатфез: 

1. [’6дианопт Фот4те п а зещетет п таслтез, ©ез- 
д’йте п ъаеитз ае ГРчтсоптие ‘ищреп4алиез етте ее. ди 
ет чет з4епйдиетет Гедиайот. . 


5) Раг 1ез ргор1@6з 4ез орёгаНот$ К оп аё{егиате сеПе 4ез уа]епгз 
5), гр 52) ...309 Чаптз 1адаеПе оп 401% спегевег |а гёзоа от 4е ’6диа- 
Ноп аоппбе. Оапз 1ез вапаЙотз а1е65т1пез оп е`фетефе 1а ужейг 4е за) 
4апз 1ез бдцайопз @16гепйеИез Ипёайгез 1а уа]еиг 4е =). ° 
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2. Гез зотитез 4ез тастез, ти ирИеез раг 4ез ощеигз 
перепаиез 4ез орбтанотз К (31 1е5 сот 1018 ша14и6ез ап 
$ 2 8016 гешрИез), ремьет аиззё зайзГалте & Редианот. 

3. [ез соб раелетз 4е Гедиамопт Фотате п зотё [6$ Готс- 
1107$ Че зе; тастез, Тоттёез сопите [5 питеитз 4и аеет- 
типали 4е (п 1)? @6тетиз. 

Га дпезоп 1пуетзе, 6’е5$-А-@те 1а Юютшаоп Фип Ч6ег 
папе 4е 1Г’ехрезз1юп Пибайге Аоппбве оц де Г6аиаоп 4опибе 
ехзое 1а гезопиИлой сотр!ефе Фе себе Цетитоге, захошг 1а ге- 
спегойе 4е {0146$ $68 гаслтез. 


ТУ. 


Тази?1с1 1е5 орбтабоп К оп 546 Ши6ез раг Та соп@1- 
Иоп 4е гестргосЦ6 шафаеПе 4е К её А ' 6% 163 ргорг166з ©1- 
463318 119141665 сопмеппет апх бапайотз 4е Ша Ююгше ©бпб- 
га]е. Ропг 1ез теспегсйез. аи! зиуеп 1 аб епсоге 13- 
сгте ропг 1ез орбгаз1от$ А Па сот оп 


Ки) = Ки) и? К”) 
_ еб еп &бпбга| 6) 
Ки о) — 15 Ки) тК(иФ) К" Чи®)-- 


6 -.. И г м ‘(Ки ®)-- 
т К” (5) К(и)- ны 


5) Ропг 1ез вачаМопз а]1сёЪт1дие 1ез орбгаотз К 9691отеп$ чпе ти1- 
ИрИеаИоп 4е 1а Гогте 


КСёР)—5Р. з=5Р уг КЧ(зР)—<Р. 5—5 +4 
её 1а ргорг1646 питодайе 4апз 1е фех{е 4еу1ещ 
К(и°.5°)==0° КС и) и’ К(°)=1, и-|1. Ф=1(и-* тт 
рат се дае поцз зауопз (це 9°.и—1: епза Це 
К?(и°.5°) 09 КЗ(и® )Е2К(о°). К(и°)-Ри°К*(5°) =1 и? 2. и? =1.(и (и Ро) (ие)? 
Попе 4апз се саз К 64и!уайё & ипе ши! рИеаЯоп раг и. 


Роцг 1ез бапаыопз @1ётепйеПез Ипбалгез её 1ез вапаотз еп @16- 
генсез Ипбалгез 1а зоп1бса ов 4е К езё ву14еще. 
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Еп афорфате себе соп@оп ропг 1ез орбталот8 К поцз 
ропуот$ 46тотфтег Чепх ргорг!668 пирогбапфез 408 бацабоив 
Фогаге ®. Еп ртепиег Пеци; 

Тпеогбте 11. Лаз Гёдианот Фо’ате п оф решё Гайге 

@зратайте [е соврслет А,—т дийсопдие 4е Гатвоптие 

азес Глтасе ш Че 3” се диз еде Ша тезоийот Че 

Редианот Фот4те п ш. 

Еп Фалфтез феттез: 

Оте едиайоп Фотате п реиё зе Фтапзуоттег еп ите 

ащте Чи тёте от4те, ди та р из Че Еегте теп}е”- 

тат Гуисоптиие аес Главе т её са п’елуе дие Ца 

"есйетсйе Фите зеще тасте 4е Гедианот ФотАте п—1т. 
Га зесоп4е ргортт66: 

Тнеогбте 1\. юм 4оппёез ш тасёлез Че Гедианои 

Фотате ш, роит асом’ 168 п — ш тастез тезющез Ц 

Таиф тёзои@те ‘ите влиаНот Фот4те п--щ. 

Оп: % ой соппай ш тастез ае Гедианот Фотате п от реш 
абалззег от от4ате Че ш ипивз. 

Ропг Цбтопбгег сез @еих фАеогбтшез ПИ Вл тешраеет 
Чат Гбапайоп Ф’огаге ® 


Аг АВ де... А, ОА =0 (ПУ) 


Паеопиие 2“ раг 1е ртойиф 4е деих шабегииивез и © 
5) Чоп Гипе е3ё фю14-д-№1 агобташе, ша! 400$ Та зевопае 
зе Ч6бетииие раг Па Гогиае 


20—41) 5® 


< 


ой раг ппе аще Гогше дце]сопие, (т! еп ргоутещ. 

Еп зе юпатф зиаг [№ ргорт1б 6 шей оппбе -4ез орбгалотз 
К попз ауот$ 
2 — © уе 


а =К(г°) = Ки и Ки) и К(ь® = ис 


2% — КЗ) = Ки) 50.409 -4-З5Фи иь 
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6 еп обибга 
5”) 6) мы Аи) — 10) и@° + тои“ -о - 


аи 1) о Нч 1) О-о и уе) 
7 


Ел зибзЯбаатф 663 ужМейгз @ез 2®. 2()....2® 4апя 
Гбцпа оп (ТУ) еф еп 913розатё зез фегшез зуат 1е5 т16е$ 
4е Па 1е те м, поз ауопз 7) 


7) П е5ё р1а8 соттзо@е 4е 415розег Г6даайот оЪ4епие 4апз Гогаге 
1пуегзе, зауо1г 


[А А" Ав". ‘4 НА -НА, +4] и®-- 
НЕА) Ав"... АО, пои 


+15 ПА" а) А-а А, о 


[я Ри 9).. т) Аб ИДЕИ, 


и. + 0т...3. 2 Аида тт). З.И ы- 


эо ооо ооо о ооо оо ооо ото хо о ооо ооо ооо ооо оо ооо оо оо ооо оо ово» 


таз е-в "0..3, и-Юе-—2).. 3.2.1.450) 


аз. 34,0 


Раг себе 41зроз110п ИП езф [асе 4е уо1тг, сотштепф зе Гогиепф 1ез сое е1ет$8 
Фе себе фгапз[огтай от. 

Еп шебап Чаоз Г6дааНот (ТУ) с аа Пеи 4е х поиз ауопз 1е соб#8- 
е1епф 4и ргешуег фегше. зауолг 4е #0). ` 

Еп 416геп аль 1е собГНе1еп$ 4е и(0) раг гаррогф 5 ©. еп адэрфапв 1еигз 
1141сез роцг ехрозапф;. еп ргепапё 1]ез собЁслет&з а ...Асю) ромг 
4ез 4иап41$65 сопзфап{ез её сп 41%1зат& раг 1, поз апгооз 1е соб е1ет$ Ас и). 

Кр @1Ш6гепыаюф 1е соб{@е1ептф 4е и) 4ецх [013 4апз 1ез шётаез воп@1- 
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Аи” 
+ [® Ао - Аи 


и, 


ьз 
эф бе ео Фо со вебе бр хе а оооо ооо оз,вофое 


п(п—1...(т--1) | в (п—1)(и—2)...(т-1 ) пп. 
Нав во 4 таяАяИ о В 








НОА, а 


ооо оооо оооо ооо оо о оо ооо ооо оо ооо до чо ооо ооо фо 


Ао ТА (п—З) А .... 
(РА, ОА, био - 
[Але Ао Аве... Аи Аки =0 


Ратз себе фтапзЮтта® от 1ез соб сете Це м 501 4е8 баца- 
Иопз Фотаге и—т зе а е & ТбциаМоп 4оппёе. с’ез{-& @1ге 
[ип от@ге Чит зе бегите раг 1а @1етепсе епте ж её Гш- 
(ее 4е м. \ 

Раг сопаоп Гиле 4е5 уа]епг8 м оп © репё & те сво1зе 
агоИтагетет$: Чапз 1е саз @опп@ё еп уетба 4е 1а @1зрозлоп 
4е Гехргезз1оп (3) попз 4оппегопз & © ппе ума атбтате. 
Оёфегитиотз г. “=? @апф ипе тасте @’ипе бапа от. Чо 


7 


> 


Я 0опз еб еп 41у13ап6 1е гёзаЦаф раг 1е ргодай 1.2 оп аага 1е соёЁбееюф 4е 
и(2) ес. 


/ р 1:4 №” ча ( РА Га . 
Еп обпбга] 1е совЁйсет 4е и”) реп &4ге ор+епи 4а соб(йе1ею# 4е и) 
раг 4ез а1Й6геп йа отз т [018 гер6@&6з 4е се 4еги1ег соб[@е1епф раг гаррогё & 
о еп а4орфапф 1]ез 1141сез Че ‘о роцг ехрозап(;, еп ргепапё 1ез со@Гйслеп 


ЛА, А,,....А(в) роцг 4ез 4аат 663 сопзапфез еф еп @1у1зап6 1е гёзааё рат 
]е ргода1$ 1.2.3....т. 


П ез% Ъ1сп ешеп4и, дче 4апз 10'.1ез [ез @1Йёгеп а опз $0) е3$ рг1зе роиг 
сопзёа{е 4е ]а шёме шли1еге дц’апе диап её ауес Гехрозаю® 26го. 
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1 ргепиёге рате 635 16 собЁЙс1етф 4е м”. П ев бе 
(ие 1а забзЫ Йоп 4е себе умеаг Чапз Гехргезяют (3) а 
г64ди Ц А ипе бапа от” Фогаге % раг гарротф А и. д п’а раз 
Че фегте сотфепатф мб, еф ]е8 гастез 4е Гвапаот ргиш- 
ИЙуе 3016 асПешетф 464 е$ 46$ гастез Це себе 4егитёге рат 
| Оч АЕ ВО ВВ к 

П [аи оЪзегуег. Чие ропг Па @5зратоп 4а фегше еп 
29 оп и? П е3{ пбобззалте 


А =0 


< 


се (Ш! езф ПароззПМе. фраг се дие А, езё аИбгель @е 26го 
66 5—0 ещташе = =0, 

О’мите рагф 1а @зрат оп а фегше еп и® охе ропг 
5®) ипе уа]епг Четилибе раг Г6аца оп 


А Ао Ад х А, _ 0 - Аи Ао =0 


6’е8{-А: те 6ое А Па гасте 4е Г6апайот рии уе. 

У! поз $прроз0пз. пе Гипе 4ез гастез 4е Гблайоп 
езф соппие, раг ехешр]е 2”. еп Ём3атё в = 4алз Та Юг- 
иИМе 2 =. оп реш апощег 1е {фегше еп и® её Г64иа- 
Иоп ргии@хе зета 


Бош? Би о- Вибе... Ве ВиО (1) 


еп розапф 161 
и — А (10) 


оп фгоцуе 


+ 


и — 5, АК -1) = 10" ед же, — ри . = те о — 10% 
её Гбачайон (4) зега 
р. -- Ви" ® НЬ о НЕ г: а Вии Е В п 5 0 (4 1) 


(И е5$ Фог@ге „—1. Еп соппалззат в |е3 гастпез 101,46... 1, 


Че се Ме бацаоп попз ауопз раг 1ез Гоги ез 


154 ТНЕОВТЕ РЕЗ ЕОбАТЮМ$ СЕМЕВАГЕЗ. 12 
20 == и, 00 == 50) 6+ и®—К (и) : 


1ез гасшез 4е Гбапа& оп ргиийуе 500$ 1а Ютгше зиуаще 
©) (0) 
21 =1 
ААА) 
о АИ 1 


}@ м9 %0-0. ю ато о ° 


© =. К-Ци® 


п—1 


Попе ‘91 Гипе 4ез гастез 4е Гепайоп ргишИуУе е56 соп- 
ппе. оп огЦге реш ге аа1556 Фипе чиив. 

501епф соппиез Цепх гасшез 4е Г6диают ргиаахе 2 
@ 20): еп ]е3 заб иатф Чапз а Юге 


СА 5) 


оп реп 46фегитег Рип 4е5 уаеигз 4е м”. раг-ехетре 16, 
501$ 1а "ше зшуаще 8) 


(0) 217 ое 
кале Зы ) 
= а |0) 24) 





$) П Гааё шащоег 16 даедае$ ргорг16 $63 4п зут ое К ге@аЙуез ах 
Гас оз еф зих а64егт та в5. 


Ое 1а ргорг16{6 шепйоппёе да зутре К 
Ки). 5—0) Ки) ик) 


(0). (0) 
и ГС 

Й е3$ ГаеПе 4е фтоцуег 1а умецг к еп розап% а п0м$ ауопз 
0 © 

и) 20) ©) е4 


К(и)= К. о) К(Се®))-- =) К) 

Е 0) Ки ©) -- „© К) 

ов О ЛЕК [и 
ой Ё(т)) А [©]? 
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Ей соппа13за0ф Гипе 4ез тастаоз 4е Гбциайой (4,) оп реф, 
сопгтбтет А се Чи ргбеб4е абаззег з0п отаге Фипе ипИс 
еп роза я 

ИИ ОА 6) 
еф оп аига 


ИО СИ О р -( 04 ==0 (5) 


Г’аррИсайюот 4е сейе Ююгти!е зах бчайопз @16гепйеЙез её еу1- 
еп4е; ройг 1е5 бачаНотз а1ееЪг1аиез оп а 
Г 


„© 
К (= ча) —1.(и=—0)=и-—0 


Роцг {и геспегсВе 4ез ргоргт6ё6з 4и зушро!е К ге]айуез ац Аёегит- 
пап Ан-1 4е 1а Гогше (ТГ) лоиз стар!оуегопз 1а_ 4ёеотароз оп соппие 4и 
46 $етт1 пап еп ши рИсаёеаг$ Побалгз (Эсой. А фтеайзе оп Фе {Теогу о 
дефеги пап, СатЪг14ое 1880 р. 12, 13, Ми». Г519. рас. 146 её 141. 


В,—=а,.а.а, ... @п—2ап—1 


а, (Ре ‚Е (Р) е.-.. +5) ео -+5 ие я а, 


ой 


Ое 1а И т91диёе 4п зушЪо]е К ге]атуе оц ргода оп а 
ЕСЕ,)—=К(а,.а,.а,...аи—1)=К(а,).а.а,...аи—1-На,.К(а,).а, ..ап—з.аи—1-Ё. . 
...-Кау-а,.а,...КСап—2).аи—п-Нау.а,.а,...ап—2.К(ап—1) 
Оге,, е,. е....е пе @6рею4епф раз 4ез орёгайотз К, 4опс 
К(а )—а, Ка, )—а., ..К(Сак—2)—аи—1, К(ап-—1)=ат 


еф азпз $015 1ез 4ефеги1пализ 4е 1а зотше ргесбаби4е, ехсерёё 1е 4егилег, 
оп апга Чеах Попез 6оа]ез; Чопе ф0цз 1ез фегшез 4е |а зошше 301$ 6оацх 
& 26го. ехсерф6 1е дегшег её попз ауопз 





(0) (0) (0) =(0) (В) (0) 

Е м А в Ра 

(1 ЕЯ (1) (1) (1) (1) 

м ых 95 п ет 5 5) „... 5» . 

. ОВ» 
К бе, © оо 9 ооо собою а мешиль В МС ОА ЛЬ Вл 7 СИ СУЗАВЬЛ ОРС 0—1 

(п—2) (п 2) (#—2) (и—2 (п—2) -(и—?) 

1 ° 5. „Зи 51 Я 85 п 

(п—1) (1) (®—1) (%) (%) (п) 

РЕ *) ®5 .**-Зп 1 5 5 9% З; 


/ 
ой А» ез$ ип а6егитаоф апа1оспе ауес (п-1)? 616 тет. 
Раг ]а шёше уо1е ! езф Гас е`4е фгопуег |а уа]сиг а4е К(В,-1) ес. 
Еп опфге 11 езф {асе 4’оЪ{етт 1а умеаг 4е 


156 


— 
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цие ваиаоп Фот@ге »—2., ци: а6бегимте 1ез узмепгз 4е & 
оф ауес еПез 1ез гастпез 4е Гбачайоп репа уе, 





(0) (0) з(0) (0) 
Зо 24—22, Яна 
(1 (1) 50 (0) 
51 г =. .... Я—1- 8-1 
(п1) _(п—1) Вы 1), я 
К 21 . 52 -*** Э—1 9 Зя-Ы к. 
(0) (0 0). „(0) Ех 
1 5 55 и н. 9 з 
(1) (1) з(1) (1) 
= 5 50 де 5„—15 “т 
Е РОСРЫВ 
1 ° 55 ,... 1 33” 
«0. &0)\.. 50), 50) 50) жа 
у ее. ся „-- (0) 5) 5 (0) 80) 
15 2 5**. Зи—1» ® 
30) 0) 5 ЗО: 52, ое к 
> > п— у п—1) бп о Зи ( 50 50 50 
ый . ) м = 
(1) (1) з(1) ол зах ео сон оо 
а о 
° ео а И —12) ВЕ ге ее 
о ооо ово тео есо 8—1 „5 (#5) @®—2) а) 3—2) 
В? з("—?) м а. ар зт-0 ое в 1) | № НЫ 
° 2 ).. Зи-|- | .5 т 55 п--1 (п—1) т 3—0 ("0 
51 552 п—1 ›5 7? 
509 20... 3, 5 0) 
2°9-** Зн—1 Зв 5 8-1 


Еп ейеф, еп 4631опапф раг В’и-1 её В, 1 деих А&{еги!тап{з. 401 зе фгопуепт& 
з0из [е з1ете 4и зушо4е К, оп аага 


Е К(Е',—1)— Е“ —1Е(ЁВи—1) 





Ви—1 


(Ен—1)? 


Раг заЦе, еп 4езз1епапф раг В„—2 её В» 4ез а6%египат{8 апа!осцез ауес 
(п—1)? её (и--1)? е]6т6п43 поз ауопз 


Ви—1= 


0ЁКь дВь 
о од 


98 дВ» 
КСВ’ = 0 о —1)» С о 


её 1е пишегафеиг 4е 1а Гогише ргбеё4епёе сопоги6тапф А ипе ргорг!66 


соппце ( Втёозсв. Тьботе 4е деегипаоз Раг1, 


рае. «32) рей &те гетр]!ас6 раг |’ехргезз1оп 


дВь дВ» 








ви 


О ОВ» 


928 
ОА дз") дао дат ды ов 


Ви 4опе К 


В! п—1 
В} 


1856, рас. 13. Миг. Пла. 


—2 
И 2 . В».(В,—1) 
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Соппа15запф 1$ гаешез 4е Гбачайот (5) поцз оепопз 
1е зузфёше 4ез гастез 4е ГбапаЯоп ргииуе 5013 1а Ююгте 


Е 2) = 20) ыы ? 
20—20 


2 2 


0). (О 
2—2 К (о. 20 





гк 


(21 
> (а к) 


ооо ооо ооо фо о оо оо ооо ооо оо ооо 


< ие мл —2 7—1 
пер) Кио) 


} 
| 
20—20 Ко ри 





, —1 
А 


——3— 





Попе 31 Фейх габшез 2 её 20) 4е Г6ацайлот рее зопф 
соппиез, от@ге 4е Гбапайоп репф те @нипиб 4е депх ипЦё5. 

Ей ©0ппа15затф 41013 гасштез 4е Гвачайоп ргишйуе за 
т6зо оп реш те гашепбее А Та тбзошоп 4е Гвачалоп 
{от@ге и—3 4е ]а Ююгше 


а и О 
е$ 1е зузте 4ез гастез 4е Гбапаоп ртиш уе зета 
20 — 20 
22—25” 


20) — 50) 

(0) „(0 (0) 
2 ка =. 21, =. ), 23 20) 20| р 
1 224 (п) (0) (1) „(1) (1) (0) 
2) НЫ ) ее 1191 5.222593 |» а К(5и”) 


‚—1 
2% — 20 К | 





























„т мам) 
21 5.22 „23 
= (0) 0) (0) 
1 (5020 ‚ —1 20:24 ‚ 23 22 о. 
и 20) #: ам Е ТАС РО 24а 1 .2 (0) 
р к | 2 ) К; 2г).|21 25), 29 о. го КС. ) 
Е. 
29. (0) (0) —2 
0 о 7-1 А 2 | | О (0) ко Ио т Е 2 о 
И К (1) „(| а К 21 ) 22 523 |-|_ (1) 2) К($.) 
21 52, р (2) (2 [21 5 22 
а С - 2з 
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0.57, 50), 50..... 30, 800% 168 табпез’ 4е Гбапамон (6) 
Фотаге п—3. 

Еп ©6пбга], 8 оп соппай т тасшез 4е Гваца@юот ри 
ше, за т6зоПИ оп рат 1а ш@оде 1т@1ибе зе ташёпе А 
сеПе 4е Гбапамот Фотаге ®-—т её 51 оп 465101е еп ©6биб- 
га] 1е а&егиллатф рат 


2 20 2 
О, а | 
21 25 и 
о О, 29—9) (А) 


[в зузбоше 463 гастпез Че Гбацайоп рии уе зега 

ие. 

20—20 

а = 2 

а я И В (20) К}: а В О. 


р" К 20, 2"). |2), 20-9] |2. 2" К (1... 1 


т—1 
2. го и: 20). (2 >) и 220, 20" Де НС 


т 
К еооЗРЦео, ее ее КФ. 


2 — °К Но, 20). (20) т. 2 > (0) [20 20 |, 2” К"! р 
‚КЕ Де аа ое К Кос В г 


т— 2 т—1 и—т 
ой О 0б)... 00) „ 301$ 1е3 гастиез 4е Гбачамоп Фотгаге я — п 
Мо —”-- М, вт, ое" Ми 106 о — () 


Разз0п$ шалифепал А 1а Ч6бегиллаеп 46$ соб@с1еп{$ 4ез 
бпаМ оз аБал856е$ раг 1ез соб с1етфз Че Гв6апаоп рениыуе 
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А 06$ ой 9691етотз Г6алаМоп ргтпи\ хе ра 


т—0 


№ 2°—") — () 
[ ПО 


71-—1 


[ез собЁс1ет8 4е Та ргепибге бацайой абалзз6е (4,) (67684- 
А- те аа1336е Фипе ппб) сошше П а 646 4% аз Па 
пофе (77) (рае. 9) зе а&егитетф рат 1а Югиие зушфоНаие 


т=—=0 
1 ая 
В == А» (п—т) 
ет: пе = : 


ой Гоп сопз@6ге 1ез 1т@1еез 4е = 4апз 1а @6гепяайоп сотше 
{65 6хрозапфз еф [ез собЁйеет{ А„ сое 4е ({иалИ$6$ сот- 
Зфапфез. 0’аргез вез соп@опз Рбиа от (4,) рецшё 6 ге пиве 
501$ 1а Ююгше 


Я =) 
0®—=) О РОЛ А т) — — () 
р 1.2.3...(а—Т).а 42" 2 ы 


Г’6диаоп &а1536е зшуате (5) з’оБМетф 4е Г6аиамот (4,) 
раг 1е шёте ргос6@6 41 попз а зету! ропг оБфетиг се Фе Чет- 
поте 4е Па ргим@Ыуе; раг ПА 1е3 соб ее 4е 1а зесопае 
бапабоп аЪа1зз6е з’ехргИвептф раг а Югише зутБоПдте. 











2 И 1 т==0 
. на 1 (= А 
2 ет — Е т ”) Дозесия 
РТ 1.2.8..8 ди = 230 а ‚а ге ев 
её оп реш 6егте Гбапайов (5) 
вы #1 | т=—0 
№ &е-в—0 1 АВ : о 1 у ое 0 
окей 1.2.3...В шв Эа т, } 
| = 


Раг 1е шёшб ргоб6а6 П е% №еПе Фоемте Гвапайоп 
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2а1336е апз 1е саз, ой оп соппай 1ез т гасептз 4е |’6апа- 
Яоп ргииуе, зао: 





р—1 к 
1.2.3. г я т 1.2.348 
р—=п—т-1 {=и—т-2 
Е А т—0 
т ое В- Я „> а“ " = 
1.2.3.6 з. Вр 
В=ыи—1 т—т 


101 «® гергбземе 1а Чпатеф6б  спегевбе еф 1е3 узеигз 4е 
0®,.. ль зопф Чебегиттбез рат 168 ехргеяз1отз, еп аФорбат 
1 от еаНопт (А) 


20 — г 


вое, 0] (26) 
|2, 20 |2‘, РО 


очофоъ о хо ооо ооо ох ооо о ооо ооо офдоосфо 


о А | [22,2 2-20 (т — ме 


т-2 т 1 9эт--1 
ой 20. 20. 27...20 тертбзететф 1е8 т таешез соппиез 4е 
Гбпалоп ргииуе 
Ауощфотз Чи’оп о ет Чез гбзи Каз ф014-А-Га1ф 19епаез 
Чатз |е саз, ой 1е3 за айот$ т ибез зе зопр 4апз 1е 
6 4егл тат 6еф поп 4атз Гвапайол. 


у. 


Тез зирзб\отз втр[оубез 4апз 1е 5 ртбе64атф репуепф 
зуес Че 16о0тез то 1еаМоптз сопфите апх тбзиЦафз {т68 пб- 
г6ззат{з. п ее гай5отз Чапз Гбапайоп (ПГ). Чи зе ргб- 
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зепфе 5008 1& Готше фи Абетийтат (Г), Та заб фай оп 90. 5 
поп ап Пеп 4е 2®, шыз ап Пей 4е =, ©’е3{-&-@те 


50—00 5® 6+ | 50) АО в) 


10$ оп обет 


К (49°. 0), 2. 2%. тя 20) 
о ее 
ЦО. О-о, | а а 
2 Оио-- 9 о, 29,28... а 


9-0 ® -|- (и— 19-9, 5-е... 0. 269,209,.,, 269 


О6еотрозопз с6е$е ехргезз1оп еп ппе зотше 4е 4епх 
А6%ети паз @е шаттете (ие датз Гио Фейх оп ри19зе ргепате 
® ропг Р№беаг сошшай зауои 


0) (0) -0 —1//) (0) „(0 „(0) „(0 (0 
( Й р о Ни 20) К (4: 2.4% Я Е 1 ) : 21 а 
(40, ое и 202 () и 27: 20. .20 
(0)! (1 О 2 (0) „а 2) .(). 
[0 Е о зТ- С.С, 21 ‚2 м 0 


ооо ооо соо с ооо  Цохфооо ооо ооо ооо ооо ооо ооо ооо ооо о ох ооо ооо 


‚92,2269, О НИИ Е А 


Калзопз ап 16 56ееоп@ 4е сез а6егиллат 8 ппе забей- 
файой зеш а е А сеПе. (и! а 646 ш@ибе раз Ваш 


0—0. иФ — Фа ФК (9. и) 


её 4660трозопз се зесоп@ а6егилпатф еп 4епх албтез 4е ша- 
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162. ТНЕОВГЕ РЕЗ КОЧАТОМ$ СЕМЕВАТЕЗ. 5 № 


п1&те Че 4алз Гий Фейх оп ри19зе ргепйге мб? раг Гаобетг 
сошшит; п0оп$ апгоп$ 


0, 20, 20. Ри ‚© 0. 2). 29. а 20) 

о о 

и 20, 2 д, 50 0,.... 2% 

у” (2) °` (8) 263) ТР ` ПН (в | Г 

1) 1 922 ч:. бт 91645. 215 22 5. - + 

бето, 2"), 20°, м . 2) | те о 20. | . ‚2 
К (0 к (и И. 
0, И 
0, | А 2 
Не т А 


оо ооо оо оо оо ®© 


("—3)„,(1) (0)„,(п—2) (п) (п) (1) 
би 164. и +... Но и } 21 522 уе тео . 2 


ой 108 Уае0т8 @- @,,...@1.1,... @, 2», „2 801$ 601р086ез 4е8 
(4, 6 4е 4пап 66$ сопзалфез. 


Еп сопИпаатф а1191, ©’е51-&-@те еп тешр1асатф 


и — (0650, 50—06 ® 


ВЫ 
4?0й 
Вы — 1 : 
ОФК (0050) зо Ка, 


0$ еп 46сотрозатф спадие 1018 Фиапе шат1ёте апа]оое 1е 


Чегитег Чебегилиатф еп ппе зошше 4е депх @бфоти та 101$ 
А1гопЗ 


< 
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(0) (0) 20) (0) ООО) 

9120 ее ата 

(0 (1) „-(1) 2 в Е) С (1 

РА 21 ‚52 “ « </ п () о 21 „2 “т () * 21 2 а 

(0 (1 (2 {2 (2 (0 0 (2 (2 13 (0 2 2 „(2 
ан Л о а 0 ое. 

(В 0%) (т) (1—2) т. и 209 (п-3) „(п) „(п) (п 

( Ут 522 2 @,,_ о 5.21 .“пв В, 3 4 ‚21 ›92 2*.< п : 


0 0 ) 
0. Ро и 


й | (У) 


(1) Ст) 
0 * 21 ‚22 ЕО 


не () х 20) 2 22) В Ил "(©® у (4. К (( 20) К (90°) )..))=0 


ооо осо оо ооо озу 


(0) „(п 2(" 2(п) 
о“ ) „21 7 25 а, 


ой 4.8... 300{ 463 ехргезз10пз 401 Абреп4ете 4е фющез 1е5 
016101$ С ргбебийаибез еф 4е пап 6 сопзбалфез. 

Еп ехашшат Гехргезз10п (У) П 5 ФеПе 4е хот, 
чи’еПе езё 1а зотше 4ез 46етииатф8 @Фогагез и—1, п— 2, 
П—3,.... 3.2,1.0` рат тарротф & 00. 95...:;. ОФ. 90 6$ ди 
дефегтитиат%, апз 160161 фоиз 163 о Че ]а ртгептёте со- 
1оппе, ехсерфб 1е ргеплег, 301% пи]з. Оп реп гесаг@ег {018 
сез 46%егийтат{3, ехсерёб 1е Чегет сотше 4ез виа 1опз @’огаге 
п—1. п—2,... 2.1 раг гаррогё &А 00. @®,,.. ЧФ. Еп зар 
роза Чие 1юи$е$ се5 бфиалоп5 501$ гбзоез, 1& ргетлёте рат 
гаррог6 & 4”, Та зесоп@ рат гаррогф. & (5 вфе.. поиз обфепопз 
1ез уз]епгз 4е 4%. 45*,...90%, ди апиеп$ зерагешетф +013 


1ез епх Чегет, 401$ а зотше 401% ал591 6 те бое & ‚ ибго. 
Попе. 


пед, А, К-ЧОРК-ЧОЮ..К (о. К-ЧАФ), 0 


Рехргезз1оп @апз 1адиеПе еп роза. ропг Па аббоглнай Тот ой 


ь „А, 9® и — А, 
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1018 офепопз | 
и®— К '(99К'(@°....К (9%. К '(990))..))). 

Ма1з 4е ]а шагове шбше 4е 1а Ч6сошроз ов П зи 
2®—=К (ОК (©....К (6%. К '(9%%5))..)); 


{оп и—=® 6 


0 — КЧК (4... К (09. К(9.°)).)) С @` 


» Гаае Че себе тие оп репф тертбзещег Гб6ачамот рит- 
те, 41 е3ф 4опибе 505 Готше Ппезге. 


Ехат11018 Шалибепатё 1ез 6апаб10тз дат Ч6етитеть 
90° (%..... 9, еф осспропз попз 4е 1а 46етитайоп 4ез та- 
16ятз Че сез Чиа $6$. 

[’вдпа1оп ргпи уе (ПТ) аргёз Та заб аНоп 20) =@ © 
3’вет1га 


ОДА 9-94-94... А о ОР+Аь О Н- 
+ [("п—1) А. 9+....-+А,_,9]-.. ‚+А,К- (9-0, 
4опс ]& умеиг 4е (4 зе бегите раг Гбапаоп 
А, 9“—2--А.9°"—-- 439"... А, „ОА, 99 =0 (8) 


(ци, сошше 1 езф {асе 4е тот, ез% :ЧепНаие атес 1е ргептег 
(ети! тап6 Чапз 1а 4бвотрозИТот (У). О6яетотв Гбапа оп; 
чат бегите (4, сошше ататф ($ ТУ) ра 


т—0 


УТ „90 


т—т—1 


ЗУЗЕЕААИ 


587 =. А. ЗТАВКОЕЕ. 165 


вата от, реншияхе (ПТ) зега 


© ‚ то 
#—=) А (т) — К-КО®,®) = 
ел 1.28 а >. «ЧО: ИК о 


Еп Ёа15апф Чапз себе ехргеззтоп рошг © Та зесопае 81р- 
ЗИбиНой 5—0 и® 6 ип збрагатф Па ратйе дат а и® роог 
Гасбепг сошшип 1018 аптоп8 


@—1 ; т—=0 


(0) о (^—@—1) 1 4“. А (т) 
. и он Е 


@—п— 1 т—т—1 


ый! т—0 


;У'а- ЕЕ 53 Ва и Е Ен 


В=и—2 т=и—1 
К (@К (и) =0 


Попе опг а 96егтштайот (00 оп фтопуе Гбапамот 
р Ч 
‚ ’отате п—2 


И! 3 СЫ 
> И ОА - 

4 есь О) 
АТА 1.2.3... 44: р 16 


1Чеп ие атес сеПе ау’оп оБептай 4е (8) сошше аЪалвз6е 
Фиие ип (апз 1е саз. ой ппе 4е зез гаслиез зегалф сопппе. 

Раг 1& шбше бое ропг 1& абегитайюн 4е 4® оп 
оБет$ Гбапаонт @’отате и—3 


В=—1 | т—0 
4 А 
("-8-2) о Па >52 ДА, | усаеы 
Хз паза ри-9 


фе. Попе 1ез бапаботз, 401 46егилтете 9. 09,.... 90, 
реиуепф {ге оЪ{фепиез 4е Гбапамот (8). Чи аи 0, 
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раг 1а шбёбойе 4е 1а Аб4аейоп 4ез бдпаот8 аал5866 Чалв. 


1е саз. ой Гоп соппыф ипе, Чепх, 11019.... 9 ®—1 гаснле8 
Че |’бапайоп (6), Чит и (4°.-— р 
Себе тешате це в ветте патеаетень ф0и6е$ 165 
уз]епгз 4е 9%. 0”....42, зат ефегевег еф 5ап8 гбвопаге 
1ез бапайотз фи! 1ез @6бегитенщб. 
Кр ейеф. 069151018 рат 
) ( (0} 
о м ое о. + Ч 
`1е8 и—1 тгастез 4е Гбапайот (8), Чит бегите 4, ©'086-а- 
те ае Гбачайюв 


Да-а" ОЭ -А, РА, 0990 (8) 


(07 6%апф Фотаге ш6мепге Ч?ипе пи тергбзеще Гвапаот 
ргпиуе запз з0п Четшег фегше; пойз офепопз 1е8 и—2 уа- 
]епг$ 4е (4? раг 1а Югище | 


9 р 90 7’.9» | (9%) - 


= 2 





165 и—3 ужеигз 4е (4 раг Гехргезя1оп 
рп Ио ПО па 
0 0) 00 © па) 
4 = г. .9 . 09 59 
р—"— 


6ёс,, её еп обпбга| 1е8 п—т авг 4е 4” „ раг Гехр: р 


ео 


%.=|— |, ыы И ЕЕ. 


П тезе & {топуег Па уетг 4е 0, (и! сошше Па 646. 


п91иб раз Вал, зе Ч@бегимие раг 1а вопа от 


(0 
У: КО а в 





и А Ць= 


дж 


к РЕН ЕЗДУ С вые 9; в 


“> 
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О’афге. рагё, 163 фегиез, фи гопегшепф- 5-9, и», 
70 дате 68 рп а 1191665 зе талаотшет 
сопзесиуетет еп 


(0) (1) 
о: 
А ЧО —2) 


А а 


Я а Е то 


0$ епйп аргбз [& Чегилеге забзИфайов то ==000® вп 


А 9999 ....900.0®и® 


п—1 


Чоп 1& ушепг 4е № е5% 


Ко... . а; 


еп у рогфапё 1ез уа]ептв 4е 2, 4%, 4%....Ч, „, топубез раз 
Ваф. 000$ оепопз 
_ Мо 
0) #9) 
— 


Раг сопзвиеш 1а умепг 4е @ зега 


0 —3 
А „|9: ’, 4—2 


нЕ 
` У <, 49°, п Е 





_ Попе Та тбапейоп 4е Гбапают ртпшуе (ПГ) а 1а 
ютше (7) Череп 4е Па тбзоа оп @е Гбапабют (8) Фогаге 
и еиге Фапе цб & 1а решиИуе её 400ф 1ез собЁстетя 
А,, А,.... А 3004 4ез собЁеетз `4е Г6алабют репаахе, 
{5р036з 4апз 1а шёше отаге. 
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Оп е3ё епсоге сот апх и тбзи аб раг Та заБ- 
ЗИ отз Фев умеигз 20). 0. м... дит отб 666 ешр1оубе$ раз 
Ваиф Чат ’6па1оп нА Е 501$ Фотше Ппеалте (3). 


ОЪзетуотз еп фегиипаиё пе Та тее7ргое66 шибаеПе 4е8 
орбта10из 46911663 раг 168 зуто!ез К её А-’ регтбф а881 
Че тергбзетег Г6лаюп ргишуе 508 |а Гогше 


* 


1 1 | 
5) =оэК(ов (д. К [пер «(сок 5). )) 


ой _1ев уменг; 00. 0%... 9%, 9 тезеть 108 п@ие8(10). 
Ри гезфе 1& уаепг 4е =° реш 66ге заре 101 её Цапз а 
ютше (7) аатф 463 №13 Чие Гоп уе. Запз шой!йег 163 
тбзи а, 


УТ. 


Оп а а раз Вадб фае тбзоп@ге ппе бапатот е’е34 $топ- 
уег 401463 505 гастез 6’е56-А-@те 1ез уаеитв роцг =® рат 
ехешр|е, Чит ует1йетб 14епциетепт$ се фе вацабтот. Ое се, па 
ргесб4е, оп решф уст ие сез умеигв 301% П6ез ГопейопеПе- 
шепф$ ауес 1ез соб еет{з 4е Гвбапа опт Чоппёе. Ацззт Па г6- 
зо] топ 4е ГбацаЯоп реп 6те №\е еп 4еах тапёге: оц 
еп са]еатф рат з61е 4е$ ертеиуез 1а умеиг 4е сПадае га- 
сте еп {013 саз рагеиете 1146реп4етет$:; 301 еп ехргииай 


(?) Те1 оп а рг1з Гвааа Мот реги 1Нуе вопз ]а Гогте 4ипе @6%егитат$ 


дуее 1е зе] Баё 4е теЙег р1аз шешеп$ сез деах Фогтез: 1а Ююгше Паё- 
а1те её сеПе 4’ипе а6%егитат$. 


(10) Ъез тбзаМайз оЪфепиз в006 сошр1етеп аррИсаез & Г6апа оп 
а126Ът19е ауее себе зеШе 416тгепсе дие 1’оп 401 ртепаге 1ез зафзйаИопз 
3013 1а гогше 22—00 и02-|- 012, саг аатз се саз оп а 1ющдоигз а = 1. 


%. ‘ 
2 дааа 
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{ощез 1ез табтоз е ТГбапаМоп Аоппбе еп Гопсбопз 4е 365 
соб еле. Себе Четибге Гтше 4е а тбзооп аррПеае 
А 1013 саз ратИстПетв. 4оппе 1а зо]10п обибгае 4е. ?6диа- 
Ноп. Га ЧиезЯоп зиг себе зо]аоп обибтше,. 6’е%4-А-@тге ?ех- 
ргпиег 1е5 габипез 4е Г6балабоп еп Тюпейоп 4е сез сое - 
с1етёз, рагаф Гипе 4ез уз пирогбатфез 4апз ГапаТузе. (дио1аие 
1е3з ГЮпсйотз Ш етмтепе фаз себе зоиоп репуетф те 
©011розбез 4ез орбгайотз Чиееопаиез. пал$ оп а еп упе ог- 
{патететф 4ез Тюпебоп$ ропиг ехргииег 1ез гасттез, Чит зе 
сотрозепф 4ез орбгалон$ 1шуегзез ауес сеШез 4е Гбапайоп 
отп ве. Оапз 1е рагастарВе ргбзеиб оп зиррозе 4е а6егиитет 
Гбапайот @е 1а Тогше р!из обибгайе роззИе, (иг а@иеф Фех- 
ргииег 1е5 гастиез еп ТопеЯопз е зез соеЁйелет{ф$ еф сез юпс- 
Иотз 401ует те сотрозбез Филе шйпИб 4ез орбгают8 т- 
уегзе$ & сеПез 4е Г6бапамоп шёше. 


Еп ееф, 9 1а оп сайоп Чи зуш бое А ехсерфб 4е се 
(ат а 646 ап раз Вапф, е$ Пи бе ейеоте рат Та соп@ оп (;,) 


К°) = К(=°) 


1ез гастез 4е ГбапаМот (ПТ) з’ехргйпет оПешепф раг 468. 
36т1ез А Гмыае 4ез орбгаот$ шуегзез К" еф 4ез Юпеоп5 
Ч 0.....0°, 09; 4е рак спадие гасше а за ргорге 86- 
116 {1 036 146реп4аще 4ез ащётез (..). №е зузбоше Че сез ® 


56т1ез роиг Р6ачайот (ПГ) 36 4е а Ёюгше 


- (11) Оп. еп обпёга], раг 1а сопа110п 
К(о--=("))=К(5()) 
зе ]аЪ]е & сеЙе ди! а Пе ропг 1ез юпсЯопз р6г10814чез. 


(17) 51 ]е пе ше фтошре раз, с’езё 1е ргепуег еззал 4е 4оппег 4ез ех- 
рг63310п$ збратёез роаг срасипе 4ез гас1пез 4’ипе 6апайоп 4апз ип саз 
28362 обиёга]. 
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20—14 К '(9°(4°....К (9°.К (6%). к 
+К'(9°К '(9°... Как (ок ча..К(9°)).))...))+... — 


2—=К (9)--К (ЧК (°..К (ак (99К (99). 


КЧК (а. КЧа ‚К'(9°К`(9°))))..)) +... | 


кофе сх оо ооо о ооо оо о ооо ооо оо хо ооо о осо оо ооо оо о ооо оо ооо» 


29 — К-'(9° К (°...К (0%...) К (К (.. 
‚Ко, К° КК (4%... К(99).))).)) +... 


ой 1е5 Юпсйопз Ч опф ]а з1отйсаюп тибе 4алпз Та. рата- 
отарве ргёебп@ат$. Аттят 1а тбзой оп сотр16е 4е Гбапайот 
Фапз пп 643 2936% обибта| е8$ атетбе & Та тбзоТайоп @’иапе 
бапаоп ауес 1е$ ибтез собЁИслет8 Фотаге шош@ге @’апе 
0116 6$ 16е$ тгастпез 4е Па ргеш1оге 801$ ехргИибез раг 4ез 
[опсопз 46$ гастиез 4е а Чегиоте. Г’бапа#топ аа19з6е ’отаге 
п-—1 4е зоп с0%6 реф 64те тбзоае рат 1а шёше шамете — 
& Гмае 4е Гбдлайоп Тог@ге мотаге Фипе ии б ее. 

Аргбз пп пошОге заЁзатф 4е сез аба1язетет{8 попз 0Ь- | . 
$6попз Гбалаоп Фог@ге ргешлег 


асе ВЫ" чобы Ко бло даа 


Ао Ао —0 


УЗЫ, 


$4 © 


Юп зпррозатф ие Па гасте 4е сее бапайоп репф &те 
ехргиибе еп юпсЯоп 4е 3е8 сов сет попз аигопз Та роз$1- 
ЪИИб. 1е3 соп@1ол8 т@9ибез 6фапф ваза фе. Фехргипет 108. 
гас11ез 4е Гбапаоп @опиёбе Фотаге ® & Гале 4ез з6ез т- 
Й01е$ ФорбгаЯот$ шуегзез К-' заг 30% собст. Раг себе. 
шоб пофе оп реп гбзопаге нимб абетете 4ез 64а 10т8 Пиб- 
ге АШ6тениеПез ©{ 4ез бацабютз еп @6тепсез Фогаге_ 
(ие]еопфие ауес цпе уда Ме 1п@6репдате. пап & 4е5 64па- — 
$1018 21260114163, 18 орбгалот8 & ’4е Чезаае ев еПез 5016. 


у 
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6011ро56ез. пе зайзютф раз А 1а соп@ оп (9); Чопе за г6з0- 
1айоп еп Ютше ш@ибе раг 4ез орбга\опз Тпуегзез п’а раз 
Пеп еп сбибта. Мыз 1а Гогме 4оппбе 46 |а зо ой сошие 
1003 уеггопз р1из фаг@ решф бе аррИчибе & 1а тбзо ой 9ез 
бацаот8 а]о601иез А Гм@е 4963 бапайотз @бгеняеПез 
Ппбалгез. | 

Сопз1А6гопз епсоге чиеПез 4о!тетё те 1ез орбтаНотв К 
роиг апе ГбапаЙоп ргпи ме ри1ззе те 4евотрозбе еп пи 
ргоди1ф @е @16тепсез Плбайгов $ айшейте 4е3 гаеез 60215. 

А 06% е№еф сопя1@6топз Гбацаот Чопибе з0из 1а ютгше 
{Чи а6егиштай (Г) & 415013 сВаспле 4е зез Попез раг 
Г6]6шепф сотгезроп4атё 4е 1а ргепиёге Вог1зот{ае; поз апготя 


50) >(1) 202 50 
и тЫ Ра, ое 24 О 
50) 20) 52 | 5) 


20 20 20 (2) 


р. 
> (0) -(0) „(0) „0 р ть 
А 203. 50° 200 ++ 200) 


ооо о ооо хо ооо оо ух 


ооо оо фото ооо ооо о 


1 п 
О № ) з 
20) 20 20) 20) 


Еп гебгатеват$ 4апз се ефегишталф а ргешлёге со1оппе 
Че Топ{фез 165$ албгез попз 04епопз 


1 . 
р ) 50) 50) 50) 202 200 


а а 
20) 2(0) Э 20) (©) 20) 20) 


20) 22) 202) 22) 22) 20) 


у 1 
АХ гы р ие 
2®. Пе”) 2 #0) } 20) 20) 2) 20) 
п. 





2) 2”) 20% 2(') 2 #09 
у а 
20) 2 9) 20) р. (0) 2 ы )) #0) 


п 


м ТНЕОВТЕ РЕЗ ЕФОАТЮМ$ СЕМЕВАЬЕ$. 30 


ип 96 егитатф. 0 е86 сошрозб 4е 2? 66теш. Юп е#- 
Гесбпатф Ча се абегиилате 16$ фтапотшайтот$ 14еп1иез 
ауес сеШез дит опф 646 аЦез раз Вал поз ау0пз 


А», В». .... 

В М 

30) (0) ви? ТА 3 
ПС ). п: © _ 55)" 


а М 


ие ехргез10п ап адаеПе 1е а6егитаиф е3$ сотрозб 4е 
(и—1)? 66щепбз. 

Ей сопИииат 21181 поз 46сотрозегопз 1е 46етийпатф 
4опп6 оп Г6апаЯоп ргшийуе еп пп ‚ ргобий Че @1Ё6тепсез, 
ши рИ6 раг пл сегфат соб ее п р). АЙи Чпе Па 


{6сотроз лот обфепие пе $01 раз охеТиятеметь [огшеПе © 
пе сопмепие раз 1е собЁеетё тиб, П 116 ахапё 0 


1 
(0 0) 0) (0) (0) 0 
5 .П( )—=2 -21 20 осо = 
ИА 


Фой еп усфа 4е Гиабрепдапее еше 1ез шаНрИсабеиг8 И. 


аи 


еф 1е ргепиег ргойиф 4е АШ6тепеез зега 4е 1а огше 


1 
В ЕВ 
Пе®—°) 


6’е3{-А-0@1те 4е Та ютше спегевбе. Ропг т6@лте фюиз 1е3 алтгев 


ргодиНз А сефе югше оп 40% атох еп сбибга 
2—0 [то4( 22—20) (10) 
Маз оп а уп раз Вад 


2 — К те 


31 | А. ЗТАВКОЕЕ. 173 


4оте еп розап$ 


При алое а) 
в’ ==2-Н (20—20) 
100$ 00%е10пз раг Та з61е 4е Тауот 


2-29 4209 20—20) 422 (20—20)? 43209 
202. —20) РА 1) 20 9 о 645 3 -- ета 


Ропг дае а соп@Илоп (10) зо тешрИе, 1а Чегилёге 46- 
сошроз оп 401 6ге фегийт5е её раг сопзбалет П № 


1 (На 
: рен ==0 еф вп обпеёта1 па =0 (11) 


ой фа 100465 1ез уаепгз епетез 4е 1 азале сх шешяхе- 
шепф. Ше3 сопаИлотз (11) 101$ уот Чие =”) 401% @те ппе 
Юпе1оп а6маие, габоппеПе еф епётге 4е 2? еф оп 3’аз- 
_зиге ГасПешеп Чие %юз 108 аибтез ргойаНз зе сопуегИззен 
еп. ргойиз 4е АШ6гепсез 4ез тасшез Фипе Юютше 1Чепаце 
А 1А ртбоб4аие. Попе Г6дианот рузтиное реиф @те 4всот- 
розве еп ртофилё ае 4 ]етептсез 4ез тасзтез 4аптз 1е зещ саз 
ой К егрмте ипе пойнрисанот оп оп Фалёгоз фегшез, 
7’у а дие (е; вдиаНопз а 96бтдиез диз реизетё ёе 4всот- 
розёез еп ит ртодий 4е @]ететсез 4ез тастез. 

Раг пие ш6ойе апа]осие ИП езё ТасПе 4е Гааге хо. 


чае 416$ сочанопз а19ебтдиез зещез аатенетАЕ 4ез таслтез 
99ез. 


УП. 


[ез тёспбтоВез ехрозбез репуе & те аррПибез апх саз 
раласи ет эта: апх 64иа4101$ 2126)г14иез 4п и-6ше 46- 
отб амес ппе шсопие апх 6Чаабоюпз @6тепеез Ппбайгез еб 
ах вапаботз еп @Ш6гепсез Фотаге и ‘ауее ипе тала е ш- 
46репдаще. 


174 ТНКОВТЕ РЕЗ ООАТ10М$ СЕМЕВАГЕ$. - 5729 


1. ЕдцшаНоп аюебгдиез. 


[ез тбепегсйез ехрозбез 301$ аррИса ез аах бапаЯои$ 
21261 пез ди п-6ше 06отб ауес ппе теопие 1ез орбгаоп$ 
К 4еуатф а|огз @те тесага6е сотше витаещез & ппе ши]|- 
ИрНеайоп раг 1а бпапИ6 зоишлзе & ГорбгаЙол еф 1ез орбга- 
йопз шуетзез К-' еуатф @ те гесатавез солиие вауа]епфез 


%ь ипе 4119101. зауот 
Аа). еф Ка от 


Еп ощте 4апз 16 саз сои 6т6 1е5 орбгаотз А ]0и183е1% 
4е 1а ргорг166 ратйсиИ ге Чие +40ще пап 6. дат п’а раз 
Ча 400$ 646 зоипуве аах орбгайот$ А, езф бое & Риб6 (13) 


О.И 


Се]а р036, еп уетфа Че се дат а 646 9% т@аайуетет$ ад 
саз обпбта, поз апгопз ропг Гв6апайоп #е6Ът1ате: 

[ез соб еет 8 4е Гбвапамой &26ае еп Югше Пиб- 
ге 5016 4ез п6101$ 4е_зе5 таешез её з’ехргииеп® сотше 
13 шшешз Ча абфегитаю 4е (й-Р1)? без абубюррв 
зиуатф ]а ргеллбге со]отпе. Ей опёте сез собеетф8 рат 
зиЦе 4ез ургорг166з ратЯепИегез 4ез орбгайоп$ А 4апз 1е ваз 


(13) Р’аргёз са И 413 поег 1ез3 саз 
КС)==К()а’)=а е К )—=К[(а”)*|=ат 
Ропг 1е ргеш\1ег ваз поиз апгоп8 


К(аР)=аР-Й еф еп сб6пёга1 Е”(а?)=аР"; 


роиг 1е зесопа 


К(а?)=а?”" еф еп сёпёга] К”(аР)=а? "т 


Оопс И $ 1ю]оигз 1019аег 1а узепг 4е 1а диап 6 Чоппёе ауес Горв.: 


гаНоп К ейесфабе ппе Го1з.. 
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4ез бапаЯопз 21260114 ие$ репуепф 6ге ехргпи6$ рат 4ез №юпс- 
Иотз зушшейтиез 4ез гастев (1“). 
[’вацай оп а156514ие Фи и-бше 46от6 а п гастез. 
Г’вапаб оп а1260аче ремб епсоте те зайзЁфе рат @е8 
зотиез Це $68 гастиез 


а [1 4, ++... а, Ё„ 


ахес 1е3 соп\101з 
о -О. ЛЕ. ЛЯ, 


6’651-А-@те еп Ф’апфтез фегшез 1ез ши рИсабеигз Ё пе 4о1ует 
раз @брепдге 4ез орбгаотз К. 

Ризаце 1ез орбгаЯопз А 4апз 1е саз 4ез бапот8 а|- 
с6т1 ие за4150тф А 1а сопа оп 


< К(и бо) = и (и) К(и°) =о--и 
0 еп обпёбта] 


риа А 


3 кф ии = (о- и)" 


0пф се Чат а 646 41 4апз 16 саз сбпбга! ге]ауешен$ & Гбуа- 
100155ететф Чи со6Ёс1етф тиб датз Г6дпайюв @опибе ев 
ге|ауешет$ & Гафа1ззещетф @е воп отаге езф елеоте аррИ- 
саЪ]е & Г6паНоп а1>61ще. Пе раз еп уефа 4е 1а рго- 
рг16ф6 рагасйИ6те 4е Гбапайоп мМобраае 4е зе Чесотровет 





К”) = ибп" 


(*) Ропг 1а 6 топзёгаоп @4е сейме ргорт16ё А Гай4е 4ез авет- 
1а0$8 уог: 

Иоте. Оппоп$га2опе 4’апа фгахзогтаа7тоте 41 деегт1та1. Вафа- 
21101 Сб. Х. 170. 

_ №адефась. Оъег еше `К1аззе зуштезерег ЕиавеНопеп. 7\е!- 
Ьтаскеп 1871. : 

еф спсоге 4апз 1ез сопгз гёсепфз 4е 1а $Ввот1е 4ез а&египат $. 
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еп ип ргойи Че АШегепсез 4ез гасшез, Габалззетен$ 4е 1епг 
4ботб Чапз 1е саз ой Гоп соппат т 4е вез гаслаев з’6Йесбае 
р1аз ав Пешетф & Гал4е 4е 1а аглзоп. 

Оцге 1ез ргорг16бз 1191 46ез 1091, Чат 800$ 1Чеп4иез 
ауес сеПез Чит опф 646 1топубез рог Гбапают @е 1а Ююгше 
обпбга]е, Т’бапаЙоп а]2604ие а 4ез ргорт16ф6з зрбеа]е$, 5а- 
ог: ’бапаюп ао6таие езф @6сотроза Ме еп ип ргодий 4е 
Ч 6тепсез 4ез гаслпез 6$ айшеф 4е5 гастез 60а]ез, сотшше 
оп Га уп раз Ва. Маз П №1 тематааег, дае стЦетция 
‘ог@талге 4ез гаслтез 60а]ез реф хе Цефи раз ас Пешет%, 
81 оп ртепа Г6измлопт а]26т1дае з0оиз ютше @’ип а6егиитатф. 

Еп сопзбдиетсе 4е се дит а 646 аЁ 191 © 4ал$ 1е саз 
обибга], ГвапаНоп ао 6ЪМаие рецб зе рубзещег ПОЩо 
Чат Гапе 4е$ Тогиез зиуалфев: 

Г. Га Югше Набате 


А-- А” т РО м в А, 2 --А,=0 


П. Га Югше 4’ци а6егитаю$ 


1, Е 
а, О, 
ИИ 
Ч. © т 


у 


п 
О. @5.. оо им 


Ш. Га Югше 4’ап ртодай @ез @16гелсез 


(2—4) (5—а,) (5 —а:)......(&— а, 
(а —аз) (а—а:)......(а—а,} 
(а.—аз)...... (аа—а,)›=0 
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ТУ. Тез Чех КЮгшез соггезропдатез & сеПез дат 301% 
1019668 Чалз 1е $ У рошг 1е ваз обпбгм 


Ло(#— 41 )(#—4»)....(#—Ч, + А„=0 


её алз81 (!°) 
А, 1 


п 


п — 6 
А, (2—9!) (1—4). ... (2—9) 


Юп фегпипаи П №1 оЪзегуег, чае рог ]ез орбгайотз К 
Чат ]е саз (ез бацайот8 э]о6Ъмаие Па соп@ оп (9) п’е8% 
раз гешрИе. еф раг сопзвалеи® а тбзоПИоп пишебйзе 4е 
Гвбачайоп а126Ъаие раг $61е8, ш@иабе ай $ УГ её - 
роззИе. М№вапшоз попз Чоппегопз раз фат@ 1е шоуеп 4е 
тезопаге ипе вапаой а26т1ае раг з6ез & Рм4е Ф6диа- 
Иопз {гене ез Ппвайгез 


2. ЕдиаНоп$ ЧИгепнеНе$ Нпбайгез. 


Г.ез геспегевез (ит опё 646 Чеуоррбез ропг 1е саз 56- 
пбга] з’аррИаиет$ апх бапа оп @16тепйеПез Пибагез @огаге 
п атес ипе узла Ме шабрепйале, 168 орбгаотз К 4еуат 
@бге тесат46ез сошше 14епй4иез & 4ез А 6теттайюоп еф 1е8 
ор6та$1отз шуетзез А-" сошше 14еп19иез & пота отз захот 


0 я Е Ре 
К’(у = 0$ К =\\\- ‚иде. 


Сез сот 01$ аш13е; попз апгопз ропг Г6вапайоп @16тет- 
ИеЙе Ппбаге: 

Гез соб слез е Гвапайот Ч1Ш6тениеПе ФГогаге п зо 
46$ Гопеоп$ 4е зе$ шфботез рагисаЙ6тез еф репуетё @ те 





(15) Сейе Чегилёге Готте реп зегу1г 4е ро1тф 4е 46рагё ропг ехре!тег 
ипе гасте Че |’6дчайоп а1о6Ът1дие зоиз Фогме 4’апе {асе Яоп сопИпое. 


12 
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ехргпибез сошиие 1ез пипемгз и 46егштатф 4е. (*-- 1)? 616- 
16163 46уе1орр6 зиуатф Та ртешёте во]оппе. (16) 

| ’бала оп @ШбтепиеПе Ппбмыте а п Ш! 6ота1ез рагИ- 
си гез (оп п габшез сотлие ол 4516 Чапз 1е саз обибга1) 
11@6брепдат{фез етщте еез. | 

А П’вапаЯоп аШ6тепйеИе Ппбмыте зайзюпф епеоге 1ез 
$0ттез ез 1ептз 11$6ота]ез ратйспИетез. ши ие16ез раг 463 
сопзбаифез атИталтев. | 

Ри!з Чие 1ез орбгайопз Чаиз |е саз 4е Гвапамов аН- 
гепиеПе Ипбалге за1зютф & 1а соп@1оп. 


Ки.) — 440 А! ( 1) -- ©) А 


500$ се 401 а 66 48 9апз 16 саз обибга! теайуетел$ & 
еуапои15$ететф Чапз Г6апайоп Ча собЁеетф а6етттлб © 


< 


Че Гафмззетет Ч’от@ге, ез6 аррИса Ме А Гбацабют @1Й6гет- 
НеПе Ппбате. Ое из 4апз 1е саз, ой Гоп соппаф т пи6- 
отез @е Г6апайоп 4оппибе пп аБа1ззетенё Ч’огаге де т 
1116 п’63$ роззИМе Чт’ахес 1а соп@ оп ие 1018 665 7 ш16- 


ога]ез п’ауетф раз еште еПез Че абреп@атее Ипбайге (!”). 





(18) Тл6са6 соппае 41: ехргпе 1а ПШа150п епёте 1е соё!еетф 


'—1 
Ре (в т 4апз Г6бацамоп @Ш6гепиеИе Фог4ге п (оп заррозе апз се 


фу 
саз 1е соёйетещф 4е 7, 699] & Рип 6) еёф 1е а@егитапй ^, 41 езё сот- 


розё Че зез я 1146ота]ез рагЯеаИёгез, зе 4е4ц16 Гас Пететё & Гал4е 4е се ди 
е3ф 416 4апз 1а Ваще пофе. Еп еЁЙеё поцз ауопз 


о = её А =А 


у а 
се 41’! Г[аПа абтопфтег. | 


(17) 1’ех13фапсе @иапе аёрепаавсе Ппба1лге епфте 1ез жж пбога!ез 4от- 
пбез >’ехргиие раг ппе сопа1оп 


4’ой 


у: > Уд с... т 
аи у, 
192 с: та -(т—1) 
о = [|0 
(т—1) (т) (т--1) 
УТ \ У УЗКО У т 


Чит тергёзете ппе бацайот  Побаше т—1. 


р 


С 
о ЧИНА нь сои оковыааны 
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[’бача оп а0а1356е Фотаге п-—т реп 64те ГасПешетф $тоцубе” 
рат 1а шефоде тибе Чат 16 саз обпбта]. Еп 46яепащй 
663 п-—т ифбогыез 1п46реп4атфез еште еПез рат 


101 Й > й №19 @. 0 ОЕ 


п00з о0{епотз 1е зузвоте 4ез № 1т66ота]ез 4е Гбапайоп 4оппёбе 
5013 |а Югше (1$). 


= | 
| о о > В —2 э 
уни \ [1-95] У ие эф Цеьим \ вое 


® а 
: \ | ЕН В }. [и эта \ (Я р 


® тЫ > НК е 
уч \ не \ уу 44 \ .... 


—— Ме |1. | а \". 4х 
® ‚ —а э и —2 ® 
„=: \ [У «\ Ул Ма \ ря 


> 
(т—3 —1 —2 У о 
\ ру У т2 9 у || | у зи \ и _„44 


('°) Оп №гопуе 4ез ехргезз1оп зето а ез зах 11914а6ез ропг 1ез т-. 
Сога]ез рагиспИёгез 4е Г6даз от Ппба1лге 4апз 1е3 омугасез. 

Чттету. Ргорг16Е6з Чез тпббогаез 4ез бацайотз @1Й6теп НеПез Ппба7тез 

А собеепёз уагаез. (ТЬёзез). Рат1з 1874 р. 15 ее. Родим. 'ТЬбозче 4ез 
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161 П зега А ргороз Фш@иег цпе ютше 4’ботае 4е 
Пбапа оп @етепйе]е Пибамге ауее зесоп@ шеште 4апз 1е 
‘ваз, ой Гоп сот 3е8 и пёбота]ез запз зевоп@ шеште. 


Еп зап 4апз Гбапабоп 4олпбе зуеб зесоп@ шешоге Х. 
163 п зарзИ и 0т8. апаосиез & сеПез. (и оф 646 апизе$ 
из Вай ропг ГаБалззетеие ЧФогаге 4е Гбапайоп Фапз 1е 
ваз обпёгы, попз аптопз ропг 1а @бегиипайот 4е 1а егийоте 
тсопице = Гвапа топ 


| № 
Той 
Хх 


— 
хх — 
г Ау: 914, ® 01 





Еп рогфалё 161 1е8 умецгз 2,.4,,...., @хргиибез 8018 Тотше 
4е египта с011розбз Фит пошге гезребЫЁ @иботаея 
раем 16ге$ 9У,-9,....у„ 0п апга, 1046 гббобйотз 1668, 


ГИ 
( т 
Х. [ул -» Е х п—2) 


Я т. Аи 


её Глифботае обибгае 4е ’в6паоп Чопибе ауес зесоп@ шетге 
Чапз 16 саз ой Гоп соппайф 368 ® шёботаез Уз Уз» Уз. ›. „У 
запз 3есоп@ шешге зета 


=, НС ЕО АИК Е ГО 


* 2 —2 с 
А АТТА и 944 \ а 


(и— к 
Аул, и— 


р 4 
[у 15» 


® 
\ [ууу 159 Л ма г А 
о 





в6цчиа Нойз 416егетЯеПез Ипба1гез. (ТЬёзез) Раг1з 1879 р. 64 езе.. её 4апз 1ез 
соигз гбсеп!з, раг ехетре, 4лиз се]!а1 4е М. Нойе!, ша18 оп п’а раз Фоппе 
4ез ехргез81опз роцг 1ез Гопейопз 503 1е з10е 10[6ога], 

Спех ТотлзеШ. Езеге12л1 за Це ециа10п1 аШегеп1а1. МИапо 1883 р. 206 
ее. 1е3 саз ра’ейИегз зеп]етепё зо 41300468. 
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Г ’баиалоп  {ЁбгетяеПе Ппбате Фогаге № а@теё ипе 
4бсотрозИоп апа]охие ауее сеПе 4е ГР6дпаоп а]еббеие (19) 
еп ий о Чи Деголег от@ге 4е Та Гогше 


Г СЕ 
ПА в== ЕС) и—== 0), оо ое оф ——( а =0 
ах Чт : Чт у 
Гет 1ез юпоМоптз (,,,,...4, зе 46етитене соште р1из Вали 


Че 1& шап1ёте зшуаще: 4е Гвацаоп ргпи уе 


Пе 9 


у. 
А ЧА, у=0 


д.69 ИА 
оп 464ий ’бапаЙоп, дир бегите (4, Фогаге шошаге Фито 
0116 4е ]а Гогше 


д 4” @, р НИ 


4—9 
25 И" А о п—2 


у 2 т". н—3 


т 


АА. НА, АА, 9, =0 





06312т10пз 1е зузёте 4е и—1 тёб6ога_е5 ратйелИ6тез. (зу- 
3$6ше ЮюпфатетаТ) 4е 1а етилёте бапаЙоп рат 


91. 42 Чз›. Ра * ‚ Ч»--2> Ч.—, 
&]огз 1ез уеигв 4ез @16гетфз @ з’ехргпиен® 
Ч: —91 
3 
(9,—=|91,9-].91 Ур 
93=49119159$149, 9 


ОА ЛГ ПЕ ОТ Л Л Км] 


(п—4) 


Е =, п—3 |-191-9*— Не [94° 


о АЯ 
АЕ СЕ 
А... С 


(1°) Опе вбаца от овреаие 4’от@ге  решё &#ге гергёзетфёе раг Геп- 
зет]е 4е п 6ца0тз 4а ргёпиег @6от6. 


[2 —а,=0. х—а,—9, оффе х—а=0] 
ой @а,, а,,...ап 8004 1ез гасшез 4е ГбачаМоп реше. 
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Еп уегби Че се ЧаРа 646 46 ри; Вам Гбацайот @о- 
гопнеЙе Ппбыго решб @хге Чопибо шШбгомейе 3048 Гиие 
Чез [оттез эуафез 


Г. Зоиз 1а ютте 1пбмге 


“у АЯ 


И 
Е ИН... ИА, ИА 


о 
Я 
Сл” а 


ПП. Зоиз ]1а Югше 1’ип &сгитатф 


у, Ул, >, ... ян 
1 


О" й 
У. Ут» 45, ии 
1! И ! у 
9 . 1, и., . ‚ У ки) 


ПТ. Зоцз 15 Юютме 46 и @ИЙбгепйайотз (2) 


а ата1 ча 


нае ея - 1 — 
Оо очах (т Ч. ах 4 авт? 


ГУ. Бойз 1а Югше 4е и шфботайол8 (21) 


у= Ао \ оное \ Ч. 4» \ Ч у4х 


(2°) Оп фтоцуе себе Гогше сЪей 
Тротзоп У’. Меспап1са| пместайоп оЁ Фе оепега? Ипеаг ЧШегепйа1 
сача оп оГ апу ог4ег у уама е соеГйс1епфз. Рговее41те оГ Ще Воуа! 
50е. ХХ[У, 271—275. ` 1816. 
Моп агые: Ииг Егасе ЯЪег 41е Гесогайой Ипеагег ПЙегепйа|- 
о] е1сВипсеп. О4езза 1878. | 
Атапзю О. П: а1сппе фтапз[0гиа21001 4е1 зут оо 4’орегалопе | 
ое щаьга 
"ах `ат`'` Заз аз? ах 
е ргорг1её& 41 ас]ап! дееготап све 4егуапо Ча фоезе фтапзотта101. 
Ва бас ит Сб1ого. ХХТ 1883. | 
(2') Сеше Югше е56 41зеифёе 4апз шоп атИе: о хормулв (н) 


Че Я 0,4 9,4. Е ‚{Чнза. Одесса 188). 
(Зиг а огтиш]е (н) у—(-—1)* 79,4 г... Фа Оезза 1880). 


А бы АЗ 


41 ТНЕОВ!Е РЕЗ ЕООАТЮМ$ СЕМЕВАЬЕ$. 183 
[63 Чеих Чегитогез югшоз соггезроп4еть А се аш 
5016 40пибез Фапз 163 $ У ропг 16 саз обибга. 


Роцг Гвапайоп @16тепйеИе Пибате Па соп@ ют (9) 
е5ф зайзГалбе 


41+ =) +4 


Ропе Та шебо@е ехрозбе Чалз 1е $ УГ ропг 1% гбзои- 
Иоп Фипе бацаЯоп раг $61ез рецф те сошр!6фещет аррП- 
Чибе & Г6вапаМов Ч 6тепйеПе Ппбмге © зе8 и иботаез 
рае 6гез т@брепЧалез еште еПе (зузоше Гоп@аисифае) 
з’ехргииеп$ 


И =1+ 9.4 \ о о + \ (45 ом» 


| ‚Да До фо и ‚Де й 


у = Аман Дом фол»... Хоа фола» \ 9,4» \ 9. 
„о. Ч о о м: ‚До фо А 


И — \« ВОН о + фола ае.. оме\ 6. \ 4.Ах-... 


А Я ‚|0. хр \‹ 4 Аль 2% 
‚ое ое Дом... о. 4е +... 


/ 


(63 361165 5016 еп обпбта] сопуегоетфез ехеерф6 168 ро, 
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ропг- 1е54ие!5 Гип оп разегз @ феп4ей А Риш (22); Га. 
зотшамоп Це сез 56г1ез @те еНесбибе 4ат$ 16 саз 
К: — оо оф ох сво = 


оф 1е3 ш\бота]ез 4е Гбдчайоп @оппбе ргепиепё 1а Гогше 


о, 94 с, Ча» ` °»/ 44х 
бет ‚ /.—е з***** 9—0 


ой @,.@3...,.9, 8016 16$ гастез 4е Рбачайоп а" 1==0(23). 
О`ашёге рать 165 умеиг8 48 4, 0.....9,— Ча18 668 баз 
зегопф 











(Ла4=)' ОЙ 42)" 
4 


4 =91 > %=91./9:9%, =9; Е 


6% 0, 56 46егите раг Г6ачайот 


п(п—1) 49 
О я ‚1191 =0 
?ой 
ря А 
п(и—1)«/ 40 


44 = 





(2?) Семе дчезНЯопт © 41зсаёёе сп а64а! 4апз шоп агйее слёб раз 
Вацё:; Даг Егасе ЦЪБег @1е ТабеогаЙеп ес. алия! дче: Баг Г1ибогай оп @ез 
бапаМопз 41Й6гепйеПез Ипёалгез а соб!бс1етёз уаттаЪ ев. МоцуеНе Соггевроп- 
Чаисе Ма{ёю. \, 1878. 


(23) Раг ехетр]е ропг Г6апайоп, 441 Гоп гепсопёге 4апз 1а РЬуздае 
Ма бтайаце 
ИЯ ам 
(1— соз я 3110608ф О 


100$ ау0п8 
ь 99,.=9,=49 Зе ф 
её [16 ога]е обибга]е збга 


М—0, ( вп) О (вп?) и 


ой 9 езё ипе 4иап{146 сопзапфе. 
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Папз сеф ехргеззоп 101$ ауопз 1е стЦегции рошг 16 саз 46 
СО 6оаих, рат се де 1& умешг пиве 4е 9, 401% усгйег 
Пбдпай от. 41 абегиыте Ч, 

П её & ртороз @1зещфег 11 Па фаезйюоп заг Гифбота- 
1166 4ез бала Йоп @16тепйе Иез Ппбалгез @е ]а югше обибгае 
аи тоуеп ип пош те Вит 4е дпа@тгабитез. 


Юп 60131@6галё 1& Югте штабе 4е збмез ропг 1е8 т- 
$60'та]63 ратйсаПотез 4е Гвбапайоп аШ6геняеПе Ппбыге П е8 
асе 4е уст, ие 1еаг 1{6отафШ66 ею пошбге Пит 4е дла- 
Цгафигез Черепа 4е 4ейх сопа1отз: 1) 1е3 з6ез таибез 
Чотуетф адтейте ппе зоттайоп. еф 2) $0103 1е3 ЮпеЯопз-С 
Чотуепф з’ехргишег ап тоуеп 4’ип пошге йит 4е дпайгабогез. 
М оп зиррозе, дае ]а ргепибте соп@Н1оп е36 зайзЦе. 16$. 
пЦботаез ратИсиПегез 4е ГбапаЙоп 4опибе рецуетф зе гб- 
ргбзепфег 3018 Па гше 


1 =]1(91-4>›4з РО 
у =7.(91-9>›@з» - -- Чиа) 
3 —/з(91,42›4з» 210) 


у, =/„(41.42 5@з». .. 4,1) 


ой ф0из 1е5 / тие 1ез Гопейопз ауес пи попуте Ви! 4е 
(пагафигез (ехрИс\ез), еп пе сошрфат раз сеПез Чи! епфгешщ 
4а08 168 4,1. 42....0,. Маз оп а 16 ршз Пай Че 1е5 
1, 92›--.9и— 8016 465 пбботаез ратйецИ6гез (зузбоше п 
Чатеа!Г) 4е Гбацаоп Пибаше Фотдте и—1. ПОопб еп 
афорбатф Па зоштайол 4е без Чиа зуз®те (13) П Ё№лата 
рог ехргипег @ез 1ё6ота]ез 4е ГбапаЯоп Ппбаге Фотаге п 

сп пош те Ёп 4е диа@табигез, де Гвапайот Ф’отате п—1 
_ апталь 4ез пИботаез ехреппаез аи шоуеп Фип пошбте йп 
Че Чиайтабигез. Пе 15 шбше тшашёге поцз ропуопз ашепет 


“. - я ыы д. 93 Г Е 

=“. 3 С к 
Ч 55 

3 

| 
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РифеотарИ ие 4е Гбапаопт Фотаге и—1 А сое 4е Г6ала- 
боп Фогте и—2 её ашя! 4е зи. Оапз пп ш@ешойе раЪН6 
еп сое аппбе РгоЁ. Махитот и (?“) а 48тол 6 Гпироз8И- 
146 4е Гифботайоп 4е Г6бапайют @ИтепыеИе Ипбате 4 
зесоп@ от@ге 4е Па югше обибга]е аа шоуеп Фив полбге вл 
4е Члайтафигез. Еп {6 саз зшуапб с1-Чеззиз ехрозбе п’апга 
раз Пей ГлиИбогаол 4е Гбачайой Чи 1то6ше огаге, 0% 
ауес веПе-с1 п’апга раз Пей Гош отайоп 4е Гбапайюот @и 
пафтоте отаге еф апзу Че заКе. Попе. | 

РдиаНоп8 а етепнеЦея Ппбайгея дбпб’щея Фот4те зи- 
ретмеи" аи утетлег т’адтеё раз Фехруитег 365 зи дте$ 
аи тоуеп Фит потфте Дт 4е диадгайитез. 

Еийп И тефе А шаиег 1а& Ггше 4е Гофбота!е 4е 
Рбдцайтоп а1бтепыеИе Ппбаге ауес 5есот@ пошге. 069121018 
се 5есоп@ шешОге раг Х 6% 801. 





р 4, АА _ Х. 9.9] 
| 


ог Риббота[е обибгае 4е Гбачатоп ауес зесоп шеште Чеутет$ 


уу, бу Су... бе, ЕВ, 


ой 163 уэ160г8 91/,.У,....9. 9, З’ехргпиеть еп 9. 
Ц, _:.Ч, рат [е5 з61ез с©1-@еззиз тибе; 6 ИА, ве абетииюе- 
раг а з6те 


Ж.— \ О, о че: \ 9.4 \ п + \ (4х фо га 
} \ А и А дах ,.. 


(2*) Макеимовичь. Разыскаше общихъ дифференц!альныхъ уравнений 
перваго порядки, интегрирующихся въ конечномъ видв и доказательство не- 
возможноети такого интегрирован!я дли общаго линейнаго уравнения второго 
порядка. Казань 1885. (МазитотИх. Веспегейез 4ез бацаЙопз 41 6гег ЯеПез 
‚ Нобайтез сбпбта]ез 4а ргбимег от4те а? 5’ 6отепф еп Гогте Ише её етоп- 
Зфтайоп 4е ГиарозэЬ 6 Фипе ее шбогаб оп 4е ГбачаЯою Побайге о6- 
пёга]е Чи зесоп@ огаге. Каха 1885). 
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Ропг 16 саз 43 Я беаих Гибботые @е Гбдиамоп ауес зесопа 
шетге аФшеф а891 1& Югше йе (25). 


3. ЕциаНоп$ Ппбагез аих ЧИ гепсе$. 


11е$ теспегсвез 46у]оррбез Чапз Па рагйе обибте з’ар- 
РИЧиейф ах 64а отз Пибайтез аах ет е0з, 105 орбгаМопв 
К зе сопуог зат еп А 6% 163 орбтаНотз шуегвез К° $0х- 
рхишате раг У, с’е$4-А-@те фраг ГП\ботайоп дах @Й6гетсез 
Пи1ез. Пе раз П №1 тбтагалег, фае Гбачают ах @6- 
-гепсез зе ртбзепфе з0и$ |ез Чеих [огтез 


И о, ПР М а 
(и)1. (и), (4,1. и (%,„)> Ди, Аи, Аи, ... ‚Аи, 
Е) (и) 0 ВА = 


О и © 99, "о г Фо, С о ью ве бк юж ›е в в © 


О Юя АВ ИА и, 


9$ раг сопзефиетф 301$ Чепх югшез Пибалгез. Сез 4еих огше$, 
сошше И е5ё а136 Че хот, зе сопуегИззет асШешет Рите 
4атз Гале (25). Га зесоп4е 4ез.Роттез шп ибез а ппе стае 
апа|ооте ауее Г6апца ой Ппбаге тете е, еф раг за Це се 
и. а 66 Ч т@абуететф А сефе Чегитёге реп те арриаис 
5 Гбапайот апх ОЧ 6бгепсез ауебс @ез 1боёгоз шо саол в. 
Ауап6 еп уце Ф6хрозег Чапз пп аще фтауа| Филе шашеге 
раз 46 бе Па тбзот Нот 4ез бапамотз аих @бгепсез еп 


(2) Роцг 1ез 46{а113 у. топ агые;: Общий способъ интегрирован 
линейныхь дифференц!альныхьъ уравнен!й #-го порядка съ перем$нными 
коефФхиц1ентами. Одесса 1877. (МЕМоде обибга]е роитг Гу ббога оп 4ез бааа- 
Мозз ЧШёгепиеПез Ипба1гез 4’огаге » А соб6!Пееп63.уат1аез. ОЧезза 1877), 
е\ ап331 1ез агИс]ез с1ф6з раз Вааф, 


(28) Всой Па. р. 19 её 20, 


' 
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поцз 1азайф зиг 1е$ геспетейез Чи ргбзепф шбшоте. сое 
попз Гауот$ а6]А 6 тбауетет® апх вацайотз @бгениеез 
Побалгев (27), ш@1апегал 161 зеШешетф 1е5 ргорг1646з Шеп 
соппиез 4ез б(паотз Ппбытгез аах @16гепеез (28). ргорт16 68, 
(1 гбзаМепф ауес ппе рагРаЦе 6у14епсе 4е се Чи а 646 41 
раз Ралф. Уотет вез ргорг16ф6в. 

_[ез с06{е1е1ф8 @е Гбачаот Ппбаге апх @Ителсез 
Фотаге п зо 4ез опеот8 @е зез пботаез раса гея 
Гопаллетфаез её репуепф 6ге бхргиабз сошше 1е$ питепт8 
4и 4&етиипате 4е (+1)? @6теп. | 

Г’бдааНоп Пибыге аах ЧИбгелсез Фогаге ап п- 
ота]ез рати 6гез табреп4апфез ещте еПез (зузфоше юп4а- 
шещае). 

Г’бапайор Пибате апх @16тепсез 6е86 заза е раг 46$ 
_ зопииез 4е 1епг8 шф6ота]ез ратЯеИ6гез, шар без раг 468 
у] ег$ 1146репапфез @ез орбга юз А. 

Г’вбапаЯоп Пибайте аах @16гепсез репф @ хе гбргбзби{ ве 
3015 Гипе 4е ях Ёюгшез: 300$ 1е5 4еих Юютшег Ипбаге$. $0108 
1е$ (оп Ме Юютше 4и абегиипат ее 3003 1е$ 4епх Гогшез, 
сотгезроп4ащез & сеПез, дир опф 646 4оппбез Чапз 1е $ У. 


УТ. 


П а 646 шепйопиб6, Чие 1& шебТоде Чи $ УГ роцг 1а 
гбзо оп 4ез бцайот$ пе реф раз те аррНаибе & 46$ 
бапайот$ 26 иез раг се Чие ропг сез Чеги16тез бат 


(27) Се в0пё поз агЫеез с1-Феззиз 1141963. 4апз 1езд че] 1а гёзо1а 10: 
4ез баааЯотз а16гепыеЦез Ипбалгез еф дие]4иез ппез 4е 1ептз ргорг1666з 
301$ Абуе]оррёез ауес 4ефа13. дц! поцз опф реги 1$ @апз Г6хрПеа от ргёеб- 
4еп{фе 4е сцег зоттиаалгетепф сез ргорт16фёз еф 1а гёзо]аЙоп шёте. 


(28) Воое. А фтемзе оп 1Ъе са]си]аз оР ВпЦе а1егепсез. Боп@оп 1880 
рае. 208 её, 


арх + 
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1% сот! от (9) п’е3$ раз тешрИе. №ваптотз А Га14е 4е се» 
шёоде оп рей тбзоиаге 1ез бапаотз а е6Ътиез А Гале 
е5 бапайопз @16гепйеПез. М№\из ш@ачегопз 161 зопитайте- 
шеф а у01е & зайуте апз сефе зо оп. 


АррИсолз 1& шббо4е 4е Ги\6отаЙопз 4ез валайотз @16- 
гепые|ез Ипбайгез 40ппбез раз Ваш рог 1е саз сбибга] ап. 
саз {ез вЧпабо0з А со6ЁЙе1епфз сопзаля, залог А Гбацайоп 


("4 п: 1 ве. 
АИ иа-Р РЗ "— —-+.. Ра и --- Ру=0 (12) 





ОВ Ра а и ОП: сопзваиез. № 
зузвоше 4е ® пфботмез ратИса6гез 4е сеМе вата ой, сопите 
оп за, зехргите 2108 


(13) 


т ах 


ы ат Фо 
уе“, уе“, уе”... =“ 


Ой. 41. а,, а... ..@, 8014 1е$ тасттез Фиие вапай ой ао 6рттаче 
Чи 46огб п 4е 1а ютше ы 


а" Р.а"-1-- Ра --.....-Р, „а? Р, а--Р,=0 


О’ите ратф оп а уше (пе 1$ п\бота]ез рагйеи гея 4е 
Пбапайоп Ппбмте 4опибе (12) репуепф те ехргпибез раг 16$ 
36т1ез 


у 1+ 0.42 До а ‚9 + \ 9» Доле. а 
\ ое Ань Кое. й \ое+ их 


„= \ (7 ие-- и \ а. \ 4,4 фоне + В 
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у, = \ а \ О. ал+ \ д, \ О, аа. ‚Доле о,4= Дод... 


о %-о @ о ©9026 Фо о томе оао ча зоо сое о ‚ую м мо. в э. 91 а а 


у. 9,42 Коза». Е ‚0. аь- Дона Дол д 
На АИ а фо ае++. Г 


Оветиитоп8 (,.0,.....Ч, ромг Пе саз в0181@6т6. 
Га уаепг 4е (,. сошше он а уше, зе абегише раг 











1 
Р6дпа10т 
то р” УЕ ”—*©) 

м И 


401$ 1е3 т{6ота]ез ратйепИетез, Р,Р,. Г.....Р,_. ва соп- 
Зал без, репуепф 6те ехртии6ез сопотгмететф & 1& побафоп. 
а и15е раз Вай 4е ]а шаге зале | 


р. х 65 ие. ри—2х Ри—12 (14) з 
Не =” фе”... Чеоне" Чье | 


ой 6,.6,.....6,_: 801% 1е3 таетез 4е Гбапалоп ае6ртюие 


—1 р Ня. 771 "—3 — 
НР" Р-...:.Р.-Р,а=0 (15) 
[0$ умМеитз 465 ащтгез Ч зале Ч, Е. сотте 
оп а упе, зе (6оглитейе раг 1а ютищше обибтае 
рых (р—3) („—1) т, 
9—9, Чр—› | |0.. р |. [91.99 


Еп рогатф 161 163 умМепгз 41, 4».....9, @6фетиитвез раг 1е 
зузбете (14), оп апта 400463 гбдпебой8 68 


Ув (0,— 6.) (0,—6.).. и вы е(6Р-Вр—1)х 
(2, о о - ь,). об О ›) 





ы — 





ми 


49 ТНЕОВТЕ РЕЗ ЕООбАТЮМ$ СЕМЕВАГЕС. 191 


Га умепг (,, аетитве @е себе таттёге, зега 


4 —=— Р . ее 


ео 





Раг сеш 1е зуфбёше 4ез тЁбота]ез ратМепИ6гез 4е Г6апатоп 
(12) зехргише 


8—1 Рае ебли, т же ах -|- 

В р: \ оао. \ отд ета... Дема... 

и} 6 1т-Р ) е" А и ета ем. 
® 


: ® ® 
Из -= -(, —6 ‚) \. РИ! га» [ о таз \ в... 
. к: ® я =. 
ны ыы На “че \ А +... 


ооо ооо ао ото оь По ково лоня ооо фоье Фон вио вос очно боссов 


Ин Ще (._- р )(*-- 1 = (-- и—1 бы. +) в": ‚\ в) ‚о 


э 
О \ ыы), \. ри \. :@— ое. 
ое | ль о (1 ) 
= ое фе еетая в а \ е(?» Эда. 2 а 
® 


Оп орет запз Че б рат ппе пиботайой  шимб- 
(тафе 1ез ужептя 4е5 1%6ота[ез 
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1 
фе еее 
Ь. 


х 1 р 
©” м» \ о В 
\" 6.(6.—0, ) 


| фе и 
6,1 (6,,1-6,) (6, 1-5,)...(6. 1-6.) 


Ел абЕтат, рог атбоег еп о6бибга] 


ца) \ ди \ А г" ( А) ах 


оф 1е5 орбга1оиз Е п [013 гбрб6ез рат К” поп$ апгоп$ ройг 
1е зузф6ше 4ез пф6отаез ратисиИ6го$ 4е Гбапаот (12) 1е8 
ехргез$1018 


у —1-РАБ-Е Р-Р." Р СОТ 


Го у 
и" Ре —)-Р, (её ")— Е, = 

1 Г р. © Ь. х 72 |,9 ‚бах з т рот |]ьт ‘с? т 
6. РРР)" Раб) 


_- 
|7 - 2 ›0т- т Отт -1. 
ие м РЕ") ЕР (е" 1"). РЕЕЮНЫЬ 
бл 3 
Сез з611ез 301$ еп обибга] сопубгоетфея, раг се 4ие алеите 
4е3 Топс®0тз 5018 16 уепе 1мёбота] пе Че\леть раз ш@ше 
ропг 4ез узеигз Иез ае 2 (?°) 





(2°) Тез гёо]ез Ае сопуёгоспее 4е сез зё1ез з0пё Чоппёез 4апз пойте 
атЫ се 146: иг Егаде ег @е Гиедтайоп ее. р. 38 ве. з 
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О’албте рагё 4п зуз6ше (13) опа 
1 


1 1 
и 108 У:, а, =. 00 реа [08 у, 


ой рощг 9,,7,.....9, 101$ шебои8 Теигз узентгя @6фегиитбез 
рат 1е зузте (16). се ам 40оппе ропг 1ез тасшез @’апе 
в6Чпа10и а156гие Чи 46отб ю 403 ехргеззюпз вп 361108 
сопубтоет{ез 4оиф 1ез шет тез 301$ @ез юпеопз 4ез гасшез 
Ф’ипе виа оп а]о6ттаие ди 46от6 в—1 е опа ропг стадае 
габпе ппе з6т1е Чбфегиттбе её табрепдалфе. 

Ое се Чит а 666 4Ц оп сопе1аф запз (соб ие * 

1. Ге; уептб 6,.0.,....6,_, раг Лездаеез з’ехргииепф 
163 гаешез @{ипе вбапайоп 4оппибе Чи 96016 п зе а@етитет% 
сошше 1е3 гастпез Филе бацаЯоп Чи 462т6 п—1, 40 1е8 
соб с1етбз зопф еп иез аих собГоелфз е Гбапаоп 4оплбе, 
6$ 413розёз зуапф 1е шёше отаге ехсерфб 1е Чегилег, ди! пе 
Пойте раз Чалз Г6ацаЯоп Фи 96от6 п--1. П езё №еПе 4е 
ут, Че 1е8 гастез 6,,6,.... 6,_. репуепф 6те а6фетитбез 
рат 1 шбше ш@\оде & Га4е 4ез тасшез 4ез Гвалай оп 
Фотаге п—2 ее. П0опб оп реш ехрутег ющз (6; тастез 
Фите вдиайоп 4оптве ет ропеНот 4е зез соб} йслетз её ае 
из сладие тасте а за рторте ехртезяют. 

2. Ри1заце 1а гбзоа оп Фипе вапалоп Чопибве 036 апепве 


А ]а тбзоаИор ФТипе 64па1оп 4и 96от6 шоштаге 4’ипе ипИ6 
_П зеп за Чае Юм 6диаНоп а1960тдие 4и 4вдтё п а 463 


тасттез её роззе4е п тасатез. 

Еп ее. еп айшебащ Гехлепсе. 4е ®—1 гас1пез ропт 
Пбацаоп ао 6бт1аае и 46от6 п—1. оп фтопуе ие Г6аиа- 
оп и 46отб п а 463 гасттез её алеПе а п тасшев. Маз, 
сошше оп реп 56 регзаа4ег питбафетет, Г6даабют а 
ребийет Чботб & ппе гасше, 4опе Гбачамот Чи аеих6ше а6- 


у 


отб вп а Чепх, раг сопзбацет® Гбачамоп Ча фто ше а6отб 
еп а 11013 616. 
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№ 1$ п`е’Цтегопз ‘раз Чапз 1е5 46а з 4и сайе 4ез з6- 
11ез (16) {пт ехргипепе 1е3 гастез Фипе 6диайоп &е6аце. 
№из ша петопз 161 зешететф |а пафите @ез тбзиШафз дие 
Поп обет Чез орбгайоиз & р!ачтеитз 1018 тбр@ без. Маз 
Чапз пи аибге ат е ди? зе фтопуе еп соптз @е ртбратайоп 
100$ е5рёгоп$ 4е Чолпег 4ез геспегсйез раз 46алШ6ез зиг 
сез 361165 ауес 1е 006 4е 1ез ргбзеиег зойз пие №югшез @- 
се ропг 1е3 са] ргайдиез. №18 отефтоп8 161 ©ез тб- 
оТегсйез поп зеетептё ратсе ач’еез апотетегален® со0пз- 
46та]емепф ]е уоате @е се шётоге, тал$ епсоте раг се де 
се шешотге а зешешепе роиг 051% 4т@юиег зопииалгетеп% 4е8 
ргорг1 666$ обибга|ез: оп а фавВб 4е машет се сатаефёге 
бат ие [роззе 4атз 101$ се ЧИ а 6456 46 раз Ва 

Раг Риб6отайоп пимёдийе оп обет запз а 6 


«(1 \‹ ааа 5.) р... ее 2)= ге “аа о 


д; 


——— — -—- к. - 
уе 2 1 Уи а 





ризЧие 6,.6......6, 1 300% 1е3 гастез 4е Гбапайот (15). 
Еп зиЦе поз @61ет0из ропг афтбоег 











1 РИ 
== + о 
и О ие 
Е рее и 21.5, 
ПУ Фа НИ к, 
ТР т п р а: Ь.6-Ь 
Ре 1 
И Мы а п 


* 
: 
$ 
; 
. 
у 
* 
$ 
з 





броне 


рр 


54. Щл ек А, ча он 


веки 


о аы 
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П е36 бу14ет аще 1е8 ужмеить 4е $018 168 $1.5,.....95, 8004 


Чез юпойотз зушшб И иез 4е тастез 4 Гвапамопт (15) © 
раг зиЦе еПез репуепф @те ехргиивез раг 4ез пс 10пз га- 
ИоппеПез 4ез собететз 4е Гбапамоп 4опибе. Ауее сеЙе соп- 
ФИоп поцз апгопз, сошше П е35 ГаеЦе 4е зе регзиайег 1т- 
шейтафетет 





и— | 





Ин 1 д: 
в рее | 


: 1 Нет 23 о г 
[1% (р НЕ т и; аа а 





3 


т 
р хо Е 584112 +( ь ;2--(53-Е3518 ‚Не! 


_ ее. Гл’ехргезяют ропг 1е фегше обибга| Ё”(1) реф ге гертб- 
зепф6е а1пз1 


дет 1} —1 


1 е 
: Е ЖСЕИЕ 71 1.2.3. {тт 











И : р" 
т (++ р а и 


"В 


‚.... -- 6» ПЕ о 


ой 1а умеиг 4е 1юцз 1ез В зе а&егите раг Та Ютиие 








ео 1)(п—2)(т—3)..... (т [аки 
2 3..9-0.4.1.2.3..6_ 0.12.3 ди 8 


<. 
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6$ ропг 1013 163 шешгез 4е себе зошше 1а соп@ ют 


ето .... ТР иш= 







4016 те забзРафе. 

Попе 4008 1е3 шешгез 4е Та ртештоге з6те 4и зубще 
(16) ропуетф ге охргиибз раг 4ез опейопз зушиибо“аиез 
Че; тастиез Це Гбаца ой (15) ига 1ег ф01г 801$ ехргитбез - 
рат 463 Топоботз таовпеЙез 4ез собйслетйз Че Гбапайот 
4оптт бе. | 

Пе 1а шбше шап те раг Гифботают Пишб@айе оп 
орет 


р ых Е ебр% 1 
( ) Е (5,—56,)(6,— ва). Нл у а (1 0 но 


евр 


Е о —_ 5) С Бр +9 | 


ой опа 9631016 рат с, а зотше 4ез шешЪге елёте 1е$ . ве- 
соп4ез рагап63ез её раг /’(5,) Гехргезяюп 


| = 6—6, | й 
у | 4} (6 ао Рив В | 
26) 6,5)0 5..4 СО о +Р, 1) $ 


ЕпзиЦе оп ага 4е шёте 


брх ы 
и 2" — м а == (У т | 
рок | 6.7.6, 2 1.°2 1-91. ь) в, (ан В »)( 
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ой У, 46ете Та зошше 


у 1 1 1 1 
А Еве НС, 
ес. Гаг сеЙе уме Фи ботаЙот питаб@ме оп реп а6етии- 
пег азиат 4е шет0гез дие Гоп уеиф Чат спасите 4ез. ач- 
тез и—1 361108 Чи зузф@те (16). 
№13 пе 4оипопз раз Гехргезятоп рог 1е фегше сбита] 
К”(е?-2), зат Ме А 1’ехргез10оп ропг 16 фегше сбибтга| 4е 1 
ргемиёге збг1е. раг се аш’еИе п’е5ф раз заЙ1залищетф 6фи416е. 
Кайп ПИ гефе А шФчег дае 1[ез фегшез @ез з6без Чи 
зуз6те (1) 1ющез 1ез Пиботайотз бЁесбабез репуетф ге 
{18710065 еп ©топррез (ит аатебете 1а зошша мой, а Гм4е 


Че 1а диеПе 1ез з6т1ез шбше зе гашепетф А ппе Югше риз 
тре. 





Та шбёо4е ехргозбе раз Паб ропг 1а тбзоПИоп 468 
бчаотз репф 64$те 6&6п4ие епсоге зиг цие ©1аз5е а33е7 отап4е 


_ вапайот8 Ппбагез апх @1бгепеПез ратйеПез Фот@ге дие]- 


сопдие. Ци ехешр]е 4е себе ехфепзюп а 66 ш@диб рог 
Р6ацаНол (3°). 


"3 
ара. а“ ...ф.®)2-+НФ(х,.... .{.®) 


(3°) У. пебе агнае : Общий интеграль уравнен1я съ частными произ- 
водными я-го порядка вида 
дз 
О = 5-Я... 4:0) 


Зам. Мат. Отд. Новоросе. Общ. Естествоисп. Томъ Ц 1818 Одесса. (Г’иие6- 
ота]е обпёгае 4е Гёачайоп аах @16гепйеШез рагйеПез 4’отг@ге п 4е 1а 
Гогте 

дз 


дед. ды = УФ... р, 6) Ф( эбъ--- фу 6) 


Мет. 4е Зесё. МэВ 6т. ае ]а 5061666 Чез Мафагазез 4е 1а Мопуе!е Ваззе 
$. П 1878 О4езза). 
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401% Гифбботае $$ 


5 $ ®5 р 
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ри1зЧие 1ех фетшез ргбс64епфез з’апбапззет рат 1а аИгет- 
Набоп рат гаррог6 аах уат1аез 4’ пе сопйеппеп® раз. 6 
[05 фегшез зиуал{фз 80\апо0155е16 рат ГифботаЙоп етщте 463 
1$ 6саез. | 

Сотше оп репё сНо19тг агЬИтагетет$ Гогаге 4ез @16- 
тепайотз, ГогАге 4ез ГопеМопз Ч4оппбез Е,, №,.... 401 сВа- 
сппе пе тепегше раз Гипе 4ез узла Мез п@6репйат{ез репф 
@те рг!8 атотатгетеп$; оп резё 4опе сВапсег ат Цтагетенф$, 
1 6отае тибе раг гаррогё & Гог@ге 4ез узла ев. 

_Еп ощте 4апз се 4егиег фетрз (3Г) оп 3’е34 оеспрб 4ез 
ргорт16$65, Чит репуетф 6 те +т63 п]е$ ропг Г6а4е зет а е 


А сеПе Чит а 656 4оппбе раз Паб 4е5 вбапалотз Ппбалгез 


апх Чемубез рагиеПез 4’огаге апесопаце зоиз Рогше ©6пб- 
р ый 





(31) ез ргбиу6гев 1т@1саоптз г6]айуез аах диап 668 5 41013 Ш01еез 
гбиопфетф & 1а зесоп4е пало1416 да з16е]е раззё. [ Уаядегтопае. Мёт. 4е ’Аса- 
еше 4ез зейепсез 4е Раг1з 1712 Ш, р. 516]. |’6ба4е 4ез а&егио1паюз сп- 
14 0ез еф еп обпёга| & п 41тепз101з а сотшетсв зеп]етепф уегз |а зесоп4е 
016 4е .пофте з18с]е [ботой 1865, Ре!ап4ег, Сазраг1з, Радоуа, бесеп* 
Рацег 1883 её. |. 
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га!е 21191 дие 4ез 6ачаоп$ а]>6т1иез ахес пп пошфге аг- 
бталге 4’160ппиев. 

О’апёге рат мг УППат ТВот5ой а 40опп6 ш шгитет$ 
рог а тбзоопл шбсалйаие 4ез баиа/лоиз @16тепыеПез 1- 
пбатез Чот@ге дие]сопаие( 3”); & сеф еЁеф П зе зегё Че Та гертб- 
зетфайоп 4е се фе вапафтоп 5003 югше 4е и @Ёбгепйайотз зет- 


Ъ]а]е & сеПе ш@иабе раз Вам. Сейе Юютше ее ` шИшше- 


шетё 116е А а т6зо]аоп раг 861165 4ез вапайоп$ 4оптбе 
аа 6 ТУ; П рим 94016 ргораМе дае |’ тпзбтатепе 4е 
ог У/ППат ТВош50п а ппе парогапсе пшуетва|] сошше пп 
питошет 4101 гбзоиф 1е3 бапайопз 4’апе №ютше №1еп раз ©6- 
пбгае, у сошрг1з Г6дчайопт а1о6 тие 4’ии 4естё дие]сопаце, 
раг се чае сеЙе вата оп рецб 6бте гбзо]ие рат з6т1ез, сое 
101$ ауопз уп, & Гм@е 468 бапамоп8 @16гепиеПез Ппбайгез 
Фот@ге гезрес фи. 


О4езза, Матз 1885. 





(87) би’ УШат Тротзоп. Ргосее тез оГ Ше Воуз| Бослебу у01. ХХТУ 
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Мрак © Зи У" 


0 содимости непрерывяыииь робей. 


И. В. Слеиииискао. 


Зиг {а еопуегоепсе 4ез Гас 0тз сот пнез, 


Ри М. 9. Зее Мтзфу. 


Введенте. 


Вопросу о сходимости непрерывныхь дробей посвящено 
немного работъ. Котда, послЪ появлешя дроби Втопикег’а въ 
Арти шейса шйпИогит У аа. непрерывными дробями стали 
заниматься Ниусепз, ЕШег, Гаотапое п др.. 060б0е вниман1е 
теометровъ было обращено на дроби вида 


1 
а-- 





®-|- 1 


а›--.. 





< 


ГД 4, @1...—ЦЪФлыя положительныя числа. Гастапее въ при-. 
бавлеми къ переводу началъ алгебры Ещег’а находитъ, что 
«163 атётез п’@аиф ртезаие чае. 4е риге сиг1036 ")›. Эти 
дроби ‘всегда сходятся. Первая, на сколько мнЪ извЪетно, ра- 
бота, затротявающая болбе общ вопровъ о сходимовти дроби 
при какихъ угодно положительныхъ членахъ звеньевъ., прина- 
длежитъ Зфеги’у. Это—теорйя непрерывныхь дробей ?). Въ чет- 


вертой главЪ этой работы говорится о сходимоети дробей. Раз- 


——ы—— == —= 





:) Е!6тепз @’а1оеЪге ею. раг М. 1бопага Ешег. Т.П, 1174. стр. 380. 
*) Тьеое ет Кебетгсве. 1834. Также СтеПе’з Топгпа1 В. Х, ХТ. 
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сматриваются дроби, въ которыхъ члены звеньевъ-—положитель- 
ныя цЪлыя числа. Дробь называется сходяшщейся. вели подхо- 
дящая дробь съ увеличентемъ указателя до безконечности имфетъ 
предфлъ. Если подходящая дробь возрастаетъ безпредЪльно. не- 
прерывная лробь называется расходящейся. Устанавливается раз- 
лич1е между «суммою» дроби и выражешемъ, которое развер- 
тывается въ разсматриваемую дробь. ДалЪе дается безъ  дока- 
зательства теорема, по. которой дробь съ положительными чле- 
нами звеньевъ всегда сходится. _ВскорЪ повль появленя этой. 
работы Отипег 1). приводя ту-же теорему. старается доказать 
ее. Теорема эта, однако. не врна. Дробь съ положительными 
членами звеньевъ можетъ расходиться. Ошибку въ разсуждения 
СтииегРа указываетъ. Агиа$ ?). Но еще раньше АтпаРа юеВ10- 
шей находить признакъ сходимости такой дроби 3). Велздъ 
затВмъ Агп@б, знакомый съ результатами еб еВ”а, предла- 
гаетъ въ указанномъ выше сочинени новый признакъ., позво- 
ляюпЙ судить о сходимости дроби въ томъ случаз, когда при- 
знакъ 9600 е’а не рзитаетъ вопроса. `Въ томъ-же году между 
Саба]ал’омъ й бо Пиигомъ “) незнавшими, повидимому. о ра- 
ботахъ н%®мецкихъ математиковъ. возникаеть полемика о еходи- 
мости непрерывныхъ дробей. Изъ этой полемики видно. что даже 
понят!е о сходимости непрерывной дроби ие было тогда общим 
достоян1емъ. ‘Въ это время появляется работа БеаеГя 5), въ 
которой для дроби вида 


1) Стипегё. Вейгйсе хиг гешеп пп апоезуаю еп Ма ета. Егзег 
Трей. ПТ... Вгапаепито, 1838. Этой работы я не видфлъ и передаю содержа- 
н1е ея по ниже указанной работв АгпаРа. 


2) Агпаф. Ое Ггасбор из 0111013. бип@ае. 1845. 


3) бев1б шт ев. НапаБасв 4ег таб. Апа!уз1з. Етзбег Тьей. А1веЪг. 
Апа]уз13. 1845. | 


*) Моцу. апп. 4е шаф В. Т. 4. 1845. Продолжен1е въ томахъ 5 и 8. 


а 5) Ощетзисвипоеи Яфег 41е Сопуегоепя ип4 П1уегсепи дет КейепЬгйеве. 
Мапсрер. 1846. Эту работу я цитирую ‘по другой ниже указанной работь 
того-же автора. | т | 
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1 
@-- гит 
и 
р а --` , 
ГДЪ 4, а. @>,... —Положительныя числа. доказана замЪчательная 


теорема. состоящая въ томъ. что необходимымъ и достаточнымъ 
условтемъ сходимости дроби служитъ расходимость ряда 


аа... 


Въ той-же теорем приходить нЪФеколько позже Беги !), не 
зная о работЪ БЗе1е’я. Прежде чЪиъ дать эту теорему, юфегп, 
продолжая изелфдоватя Атгиб’а. указываетъ безконечный рядъ 
признаковъ сходимости и расходимости дроби этого вида. Тотъ- 
же вопросъ разематривается въ замЪфтЕЪ, извлеченной изъ 0у- 
магь Оррегшатп’а 2). Время составленя этой замфтки не ука- 
зано. Въ ней доказана теорема. отличающаяся отъ теоремы 
зе14е?я лишь тЪмъ, что вмЪфето ряда 


. ра а- охоео 
разсматривается произведение 


(1+2) Ч.) (1+43).... , 


которое, какъ извЪфетно. сходится и расходитея одновременно съ 


рядомъ. 
‚ Дальнфйния изолдовантя касаются случая, когда члены 


звеньевъ не вс}— положительны. Въ указанной выше работЗ 1834 


тода Эфегп говорить о дробяхъ съ отрицательными чиелителями 
звеньевъ. Онъ разематриваетъ дробь 
о 
Е 


0, 


4 —° 








') СгеПе’з Тойгпа]. В. 38. 1841 годъ. 
2) Т1аззкг Юг Мабтешайк, ДейфБею. 5-ая тетрадь 1883 года. 
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тДЪ @, а».....; 1, 65.....-—Чиела цфлыя положительныя и 
приходить къ заключено, что эта дробь сходится, коль скоро 
а,>>0, для воЪхъ значений 7. Доказательство этото предложенйя 
у него неточно. такъ какъ не принято въ соображенте,’ что ве- 
личина. заключающаяся между двумя конечнымй числами можеть 
не имфть предфла. Точное доказательство этой теоремы нахо- 
димъ въ вышеуказанной книг э6бтер’а '). Соображеня- 
же, на которыхъ основано это доказательство ветрчаютея въ 
4 примфчани къ №6щетфз 4е @ботбиле Гесепаге’а. Въ дру- 
гой работь Зее! ?) также разсматриваетъ дроби, которыхъ 
всф числители звеньевЪ отрицательны, а знаменатели— положи- 
‚ тельны. Онъ приводить эти дроби къ виду 


1 


ре 
0 Е 


1 


а. 








ий доказываетъ, что случай, когда’ воЪ 0 равны 2, раздЪляетъ 
дроби на два класса, весьма различных между с0б0ю по ходу 
изивнен!И подходящих дробей съ увеличенемъ указателя. Если 
6,>2. то дробь сходитея; еёли 0,<2, то дробь можеть схо- 
диться или расходиться. Этотъ результатъ стойтъ въ простой 
связи 3) съ преобразовамемъ непрерывной дроби. которое ветр?- 
чается у Гастапое?а 4). Это преобразоваше обращаетъ дробь 


1 > 
и 


рее 








® 


въ дробь 


‚ 1) Нав@ЪипеВ 4ег а1оеЪг. Апа[уз13. 5 АцЙаое стр. 298. 

7) Вешегкипоей @ег 4еп 7азалтеппаие иму1зеБеп Чет ВПавюоз- 
дезефте етез КеМепЪтгиеВ$ еёс. Мапереп, 1855. Тоже Зап. баварек. акад. н. 
сое ВИА: 

3) Неше. НапаЪасВ @ег Кисе] {авс 0пеп. 1878. Стр. 266. 

*) Е16т. а’а1оерте р. Ещег стр. 391. Т. П. 1774 годъ.. 
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Такъ что, если В, > 2. то разсматриваемая дробь приводится 
кЪ дроби съ положительными членами звеньевъ. Прилагая къ 
этой дроби теорему Зе1@е]’я. приведенную въ начал, видимъ. 
что она сходится, Наконецъ. въ указанной выше замЪткЪ Ор- 
регтати’а приводится безъ доказательства слВдующая теорема. 


Дробь — | : 
1 1 


(и 971 — ЕЕ 


@01 -- - 


сходится, если для конечныхъ значен1й Л никакое изъ чиселъ 
@,, @ъл,,.. не будеть <2. ЗдЪеь =]—1, значения чиселъ 
91, б».... н@ указаны, Эта теорема составляетъ частный случай 
теоремы. доказанной въ настоящей работЪ и состоящей въ томъ. 
что ‚дробь 
о, 
и 
а. 





сходится. коль скоро в 
1. 

Сходимость дробей, содержалщихъ перем$нныя количества. 
сдЪлалась позже предметомъ изелъдованя. Вопросъ о сходи- 


мости перемфнной дроби ставить й рЪфшаетъь въ 1866 году 
Твотб !) для непрерывной дроби, выражающей функию балл8’а 


>}, 





С, 











*) СгеПе’з Фоигпа1. Ва. 66. 
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Е(а.1.1.2). Въ елвдующей работз ') Твош6 распространяетъ 
свое ИзслЪдован1е на случай дроби. выражающей функитю 


Е. В--1 1-12) 
Е(а.В 4.5) 


Результатъь изслфдован1я — крайне простой. Эти дроби сходятся 
во всей плоскости за исключешемъ отрфзка вещественной оби 
отъ 1 до 00. ТВошё достигаетъ результата, находя ассимито- 
тическля выраженая знаменателей подходящихъ дробей съ по- 
мощью преобразованя перемнной 





42 

(=: 

пользуясь при этомъ дифференитальнымь уравненемъ разлатаемой 
функции. Должно замфтить. что тотъ-же результатъ, найденный 
другимъ путемъ, содержится въ отрывк$ статьи Влетати”а, 
написанной въ 1864. но напечатанной лишь въ 1876 году 2). 
Въ томъ-же 1806 году, къ которому относится первая работа 
Твошё, Галгепф 3) занимается изолЪдовашемъ области сходи- 
мости пер1одической дроби 


= 


НИ 


Е 





д; 


1-Е, 





Выводя извЪетное: выражение для знаменателя подходящей дроби, 
Гаптгет$ не пользуется, ‘однако, также извЪетнымъ выражентемт 
для п подходящей дроби 


(1-11-42) (41— 1-42)" | 
“АУ 14)" (1— 1-42)" 7 
И Уопгпа]. Ва. 67. 


*) №летапп’5 Сезаттее УУегКе. стр. 406. 
3) №опу. Апп. Т. У. Мще заг 1ез {гаеЯопз вопИпаез. 
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в. 


Их ы 1 . 
‘рицательной осей отъ 230; Причемъ значене = —— 
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изъ котораго легко вывести, что непрерывная дробь сходится 
во всей плоскости за исключешемъ отрЪзка вещественной от- 


1 


не исключается. ВмЪето этого, авторъ приходить для положи- 
тельнаго 2 въ заключению. что дробь сходится при т<Т, а для 
остальных даетъ выраженте. которое должно въ каждомъ от- 
ДЪлЛЬномЪ случаЪ рЪтать вопросъ о сходимости. Тотъ-же во- 
просъ разсматривалея еще зъ пной формз. 0Отъ разложеня 


| "/,аз— В получается, какъ извЪетно. дробь 
1 3 
ей 


0 
&—. 





д а — 





Если придать этой дроби видъ 
К 


т 





Уй 


ТИ 


Ф 





то, приложивъ указанную выше теорему объ области сходимости 
пер1одической дроби. найдемъ. что при положительных а и В 
должно быть 9?>4 В для сходимости дроби, Б№бтИе-же въ 
4 издаюти своей алгебры (1868 года) даетъ услов1е сходимости 
а2В--1. Это услове \Уеуг, исходя изъ геометрических с00б- 
раженй, замфняеть въ 1969 тоду вышеуказаннымь условлемъ, 
которое велВдъ за тЪмъ ЗеотИей доказываетъ аналитически !). 
Вов эти результаты содержатся въ одной общей теорем$ о схо- 
димости дроби вида 


ах 


Я+ 


(2 


т. 








1) 5с16 ще В’з Пейзерг. В. 17. 1872. Также А1еерг. Ап. 5 Ап, 
стр. 319. 
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которая доказана въ настоящей работ%. 

Остается упомянуть еще объ одной общей теорем сходи-. 
мости непрерывныхъ дробей. найденной въ послзднее время. Въ 
1884 тоду БИ ез ') даетъ доказательство слфдующей` тео- 
ремы. Непрерывная дробь, происходящая отъ разложения 


А ах 
р . и 
и | 


—1 





сходится во ‘всей плоскости, кромЪ прямолинейнато отрЪзка отъ 
—1 до --1. Доказательетво это основано на иЪкоторыхъ не- 
равенствахъ. Въ той-же стать содержится утвержденте, что’ 
подобнымъ-же образомъ можетъ быть доказана сходимость дроби 
ДЛЯ | 


В 

а \ 
во всей плоскости внф прямолинейнаго отрЪзка ‘отъ а’ до 6, 
если только /(2) на этомъ отрёзкВ не дфлается отрицательной. 
Замфчательныя неравенства, при помощи которыхъ можеть быть 
дфИетвлтельно доказана эта теорема, далъ впервые безъ дока-_ 
зательства П. Л. Чебышевъ *). Впервые доказываетъ эти нера- 
венства А. А. МарковъЗ) въ 1884 году. Т»-же неравенства. 
находить и доказываетъ также въ 1884 году, не знавтий а 
предыдущихъ работахъ Зе ез “). Локазательство-же вышеу- 
казанной теоремы о сходимости непрерывной дроби даетъ А. А. 
_Марковъ въ 1885 году °). 


') Сошрёез Веп4из. Т. 99. 

1) Фопгп. ГЛопуШе. 1874, баг 1ез уз]ептз Пи! ез 4ез пуб атаез. 

3) О нвкоторыхъ приложен!яхъ алгебраическихъ непрерывных дробей. 

*) Апп. 3с1еп$. ае Гес. пог. зар. 1884. г. Письма Маркова и ЗНе!ез’а 
во 2 том за 1885 годъ. 

5) Сообщен1я Харьковскаго Математическаго Общества. 
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Предметомъ настоящей работы служить вопросъ о сходи- 
мости непрерывныхъ дробей. СдЪлаемъ общЙ обзоръ водержа- 
щихся въ ней истинъ. Мы будемъ говорить о дроби 


6 


6, 
С —- 


аз Е (а) 








которую можно представить. между прочимъ, въ видахъ 











С1 
С 
Й 
1 
ие (с) 


Ниже будутъ указаны формулы для перехода отъ каждаго изъ 


этихъь видовъ къ остальнымъ. Поэтому можно было-бы ограни- 
Читься однимъ изъ нихЪ. Мы будемъ. однако. пользоваться ве}- 
`ий тремя видами. потому что это упрощаетъ выраженя и до- 
казательства теоремъ. | 

Если непрерывная дробь безконечна, то будемъ называть 
ее сходящейся въ томъ случа. когда подходящая дробь съ 
увеличенемъ указателя до со имЪетъ предЪлъ. Въ противномъ 
случав дробь будетъ расходящейся, ДалЪе, будемъ называть 
дробь перемЪфиной, если члены звеньевъ ея содержать перемЪн-. 
ныя количества Вопросъ о сходимости перемфнныхъь дробей мо- 
жетъ быль поставленъ двояко. Можно искать услов1й сходимости 
дробей даннаго вида или по данной функили, выражаемой 
дробью или по даннымъ членамъ звеньевъ ея. Послфдн -во- 
просъ и будетъ предметомъ нашего разсужденя. Теоремы о схо- 

14 
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димости перемвнвыхъ дробей мотутъ быть выведены изъ теорем 
о сходимости постоянной дроби. Поэтому прежде всего займемся 
вопросомъ о сходимости постоянныхъ _ дробей. 


Разсматривая вопробъ о сходимости постоянныхъ `дробей. 
вида (а), мы естественно останавливаемся сначала на самомъ ` 
простомъ случа, когда всЪ количества а и 6—положительны. 
Для этого случая имЪфетъ мЪфсто вышеуказанная теорема Бе14еГя, 
по которой необходимымъ и добтаточнымъ услов1емъ а. 
дроби (с) не расходимость ряда 


д-Ф-а-.... 


Эта теорема сводить вопросъ о сходимоети непрерывной дроби. 
къ вопрову о еходимости ряда. Весьма замфчательно простое 
слЪдетв1е этой теоремы, состоящее въ том что расходимоеть 
дроби (<) можетъ имфть мфото лишь при ит Ч,=0, или, что | 


ИО 


то-же, дробь (6) можетъ расходиться лишь при условш, что с, 
возрастаетъ *безпредфльно съ 7. Во веЪхъ остальныхъ случаяхъ 
дробь сходится. Что-же касается случая, когда с, возрастаетъ 
безпредЪльно. то дробь вх этомъ услови можеть и сходиться 
‚ и расходиться. 

Если количества аи въ дроби (а) перестаютъ быть по- 
ложительными. теорема Зе!еГя перестаетъ быть справедливой. 
Это видно изъ слфдующато примфра. Возьмемъ дробь 


1 


1— 








Если предположим, что эта дробь сходится и’ обозначимъ ея 
величину чрезъ 1, то найдемъ | 








- 





ый 1 р ТР я орать СЧА 1 „д ов ь р а” 
ев. > © %- Ч . . ‚ Е 
‚ $ “-“ , , -: 
У > я . Р ь 
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| АН 
а а 
2 4 


Пря положительномъ а>>2, х будетъ мнимымъ. что невозможно. 
Итакъ эта дробь расходится. Предетавивъ ее въ вид (с). на- 
ходимъ, что здВеь 4(,=(—1)”'а и радъ »4, расходитея. Итакъ 
здзеь расходимость ряда У, не влечетъ за собой сходимости 
дроби. Если вмЪето ряда УЧ, будемъ разсматривать рядъ, Ха, 
то предылушй примЪфръ покажетъ, что й въ такомъ случаЪ 


° расходимость ряда не влечетъ за собой сходимости дроби. Но 


если У, сходится, то легко убфдиться, что дробь (с) расхо- 
дитея. Эта теорема даетъ возможноеть усмотрЪть. зависимость 
между сходимостью непрерывной дроби съ какими-либо звеньями 
и дроби. которая получается изъ нея зам ной членовъ звеньев 
ихъ абсолютными величинами. Оказывается, что расходимость 
этой послЗдней дроби всегда влечетъ за собой расходимость 
первой. Въ случа -же сходимости послздней дроби вопросъ о 
сходимости первой остается неръшеннымъ. Она можеть схо- 


‘дитьея или расходиться. Существуетъ теорема. дающая возмож- 
ность доказать сходимость дроби ©ъ какими либо звеньями во 


многихъ случаяхъ. Теорема эта состоитъ въ томъ, что дробь 
(а) входится воетда, если 6,1. Это услове. будучи дос- 
таточнымъ для сходимости дроби. не оказывается необходимымъ. 


хня 











(0 


Интересно. однако, замтить, что 1 предотавляеть наименьшее 


изъ чиселъ Ё, удовлетворяющихъ требованю, чтобы услове 
и, — ‚|-> было достаточнымь для сходимости дроби. Это по- 
слЪднее видно изъ примЪра 


АЯ 
2—5 











1 | | 
а о. 
А О 


тдЬ =1—0. Эта дробь можеть быть представлена въ вид? 











й. 
1 
а— 1. , 
(1— 
1— 
ДЗ 
@=— 2 —6 


и, слфдовательно, расходится, какъ показано выше, при сколь. 
угодно маломъ количеств$ 0. Изъ приведенной выше теоремы 
получаются елЪдующйя теоремы для дробей видовъ (0) и (6). 
Дробь (с) сходится, евли для всЪхъ значенй и будетъь 9,22. 


С, 














Дробь (5) сходится, если для воЪхъ значенй я будетъ = 
Остановимся теперь, для опредЪленности, на дроби (5). 


Мы только что видЪли. что. если 





С, 





—- дробь сходится. Еели 


это услов!е не выполняется, дробь можеть сходиться или рас- 
ходитьея. Чтобы подвинутьея дальше въ изучен сходимости 
дробей, необходимо .болЪе. полно характеризовать: законъ, кото- 
рому слфдуютъ количества с, при возрастам % до 00. Мы 
предположимъ. что существуеть йт с,. Мели йт с,=0, то 


и— со Яо _ 


вопросъ рЪтается непосредственно на обновани предыдущей 


‚ теоремы. Такъ какъ @т с,==0, то можно веегда указать столь 


пе. Е 


большое и. что для и2т будетъ = Если т-=1, то, по 


предыдущей теоремЪ, дробь еходитея. Еели-же и>1. то, от- 
бросивъ эй первыхъ звеньевъ, получимъ сходящуюся дробь. 06-. 
ратимся теперь къ случаю, когда 7 с,=с—”о0. Сопоставление 


и=со 


дроби (6) въ этомъ случаЪ съ перодической дробью 


С 


И 








А в: 
в 
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даетъ возможность показать, что условтя сходимости для этихъ 
дробей одинаковы. Именно. эти дроби сходятся. если с не равно 


я 1 Я 
отрицательному числу, превышающему Я по абсолютной вели- 


чин$. Причемъ предполагается, что, въ случаЪ надобности, от- 
брошено достаточное число начальныхЪ звеньевъ. 


Мы переходимъ теперь къ перем®ннымъ дробямъ. Въ ана- 


лизЪ разсматриваются обыкновенно дроби двухъ видовъ 


Р\ К. 


Сс1% Р› 


ЕЕ и. 





ло ® 





тдВ 71. р....—ЦЪлыя положительныя числа; С1. со.... 1. Ко... 


постоянныя количества И 01. 9>,--. ЦФлыя алгебраическя функции 
независимой перемЪнной 1. Первый видъ получаетея отъ 0об- 
ращения въ непрерывную дробь восходящаго степеннатго ряда. 


. второй-—отъ обращеня нисходящато ряда. Остановимея сначала 


на первомъ изъ этихъ видовъ. Мы указали выше теорему. по которой 
дробь будегъ сходитьея. коль скоро для всЪхъ значенЯ и будетъ 


Ех 
о а <; Отсюда видимъ, что, коль скоро количества с, не 


возрастаютъ безпрелЪльно. непрерывная дробь имЪетъ нзкоторую 
область сходимости двухъ измзренй. Въ самомъ дЪлЪ, можно 
выбрать ” такъ, чтобы для |2 <» вышеприведенное услов® вы- 
полнялось. ‘Тогда внутри круга радлуса г дробь. будетъ схо- 
ДИТЬСЯ. Далъе. прилагая послфднюю изъ вышеприведенныхь 
теоремъ. приходимъ къ слЪдующимь заключенямь. Вели кояи- 
чества с, убываютъ до нуля, а пЪлыя положительныя показатели 





— р не возрастаютъ безпредВльно, то дробь еходитея для веЪхъ 


+ 


конечныхь значенй хи предетавляеть трансцендентную функцию 
съ одной существенно особенной точкой въ 00. Если-же коли- 


чества с, стремятся къ предЪфлу с, отличному отъ нуля, то мы 
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отраничиваемся случаемъ, когда вв р равны между 6000. 
Для проетоты будемъ предполагать ихъ равными 1. Въ этомъ 
случа дробь сходится с для вбсЪхъ значенй х вн про- 
Ч 
Е" 
касается числителей и знаменателей подходящихъ дробей, то 
возможно указать ‘условля, при которыхъ для нихъ. существуютъ 
предЪлы. Далве для дробей втораго вида, въ предположенш, что 
функщи 9— линейныя, приложене той-же теоремы даеть ©л%- 
дующШ результатъ. Пуеть будетъ 9,=а,2--0, и Ит а,=а. 


п—=Ор 
т 6. —5, ИТ е Областью Ох такой дроби 0; 


п—оо ИФ 





должен1я прямой, соедияяющей точку 0 съ точкой 


детъ вол плоскость, за исключентемъ отрЪзка прямой лини, 





Л ие ть Г г Чук м 
ДЪлащатося въ точкЪ —— пополамъ, имЪющаго длину Х г 
д Е 


направлене вектора у 
| а 
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Постоянныя дроби, 


Формулы, которыя предполагаютея извфетными. 


1. Для непрерывной дроби 
( й 
2 ь о 1 
в а@--. | | (1) 





если числители и знаменатели послЪдовательныхъ подходящихъ 
дробей обозначены соотвЪтетвенно чрезъ 


ро. Рт, р>.. ‚.; Фо, т. 42, ., ..5 


имзютъ м$ето зависимости 


=, 1-Е ОР, +. Ро=0, Ва— | 








| | (2) 
9, — 9. -- и де= 1 И 9 0 
в - Ь 66, ОВ 
| Е (3) 
9» Фойл 0102 ‚14 


Дробь (1) можетъ быть предетавлена въ видЪ 


ри 

в. В 

И 2 

‹ и 


- 





тд А,=А, а В: =й1б; В,=К, 1,0, при п> 11, к... 
пройзвольныя отличныя отъ нуля числа. Числителей и знамена- 
телей послздовательныхь подходящихъ дробей новой непрерыв- 
_ ной ‘дроби обозначимъ соотвЪтетвенно чрезъ . 
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Г те: а 4. (т, ЕН 
Тогда будетъ 


а: ... Кн, 4.1, ое .. 6,9, 


°Въ частности дробь (1) можно представить въ вид 





1 . 
Е 
- К м Е 9) 
причемъ 
и ь [ бо 
т. па т - . п>1 $). 
Чан р ве . 


Для этой дроби будетъ 
Е =а,Р, РР п— 23 о. Е 














| | (6) 
Ч, = От -- Е Ч= 1 ) и Е 1 
Р 1 п—1 1 Е 
ат ее 1 
о. 90; 9. ча НО оо 
Дробь ее можеть быть также представлена въ видЪ | 
| - | 
62 | 
т-|- Тр. 5 (8). 
ЛУ 
__ 6, НЙ 
ЕЕ Е : п>1 (9) 


Для этой дроби будетъ 
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В К =0, == 61 


| (10) 
©, = 4 с,Ч, > ПЕЧЬ ().=1 


т 


С1 (12 


та а Па 


= 16 С 


вес ое  @9 








и сходимости дробей съ положительными членами 
эвенъевъ. 


2. Предположимъ сначала. что всЪ количества а и б въ 
дроби (1) положительны. ИШфедставлмъ ее. для простоты. въ видЪ 
(4). Количества 4 будуть положительныя. Въ силу (7) подхо- 
дящая дробь выражается рядомъ. Такимъ образомъ вопросъ о 
‚ сходимости дроби приводится къ вопросу о сходимости ряда. 
Отношенте общаго члена этого ряда къ предыдущему равно 








_ Ч» 
Ч, 
_Изъ (6), велЪдетв!е положительности количествъ 4, имфемъ 
> (12) | 
_ Поэтому 
аи 
<1 
Ч, 


т.е. рядъ (17) будетъ въ разематриваемомъ случа убывающимъ 
знакоперемннымь рядомъ. ели продолжимъ ето безконечно, 
то доетаточнымь и необходимымъ условемъ сходимости его бу- 
детъ, какъ извфотно, убыванте общаго члена до нуля т. е. 





1 
| —0 
=. В п (13) 


Это условте легко замнить другимъ, весьма простымъ условлемъ. 
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Обозначимъ меньшее изъ двухъ чисель (,=1 и (= 
чрезъ т, а большее чрезъ М, такъ что т. Изъ (12) вл5- 


дуетъ. что | 
Ч„„>0 и (>: 


Ч>т 


для воякаго р. На этомъ основани йзъ зависимости (6) получаемъ, 
Ч„>та,-- 9, 


Замфнимъ въ этомъ неравенствЪ и пбслфдовательно чрезъ 2—2. 
п—4, п_6,.... до 3 или 2. смотря потому будетъ-ли п 
нечетнымъ или ‘четнымъ числомъ, и сложимъ всЪ па 
неравенства почленно. Тогда получимъ 


(а, 44, + 4,_4-.. И: В 


гдЪ предпоелвдй членъ въ скобкахъ будетъ 4; или 4». @мотря 
потому будетъ-ли ю нечетнымъ ‘или четнымъ числомъ. Поэтому 


0,9. та... На. а. 4.) (4) 


Съ другой стороны 


| 9<М 4-м 
Поэтому 


9,=4.0,--9<Ма-а,) 
4;==04, | 9,<М-а,) а. М 
ге. <М( 1+4) 4+4) 


Допустивъ. что 


,<Мма-на,)(1-+а.)...а-а,) | | 
МЕ ДЕ 


находимъ 
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Са —4, 1, Е р у 
<ма-а,)...(-а,„а-а, а -1] 
т.е. <И(1-4,)..а-га, .)(а-а)а-а„.) 
Итакъ 
9<«мМа-а.)...(1-а,). 
Поэтому 
9,9, ,<М\1--4,)..(1-+а,).4-+4.)..(4-- 4,1) 
_ Тьмъ болфе 
(С, < ЛРИа-4.).. ‚(а -а,)Р (15) 
Из (14) и _(15) олЪдуеть 


1 1 
п 6 
п РВ О ОЕ ей 








ЕЕ р Е 
Др М(1 45) (1 + а:) АО (1 а, 


Теперь легко видЪть. что услов1е (13) равносильно усло- 
‘втю расходимости ряда — 


о о _ аз) 


_ Въ вамомь дЪлЪ, если рядъ (18) Е то по крайней 
мЪрЪ одинъ изъ рядовъ 





И, 
ПН 


долженъ расходитьея и слВдовательно по (16) будетъ 


бт ! 
= (9) АЗ 


Наобороть, ебли рядъ (18) сходитея, то произведение 


— . 
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(1-а)а-На:).... 
также, какъ извфетно. будеть сходиться. Поэтому (17) пока- 


зываетъ, что не можеть стремиться къ 0 т. е. услове 





п—1 “п 


(13) не выполняетея. 


Итакъ еходимость ряда (1), продолженнаго до безконеч- 


: и 
ности т. е. существовате предЪла 9 при п==00 приводится 


п 


ВЪ зависимость отъ расходимости ряда (15). Такимъ образомъ 
получается теорема Зее’я: Дробь 


1 
т! 
о 5 
ГД 
а,>0 


для вофхъ значешй р, сходится или расходится, смотря потому 
расходится-ли или сходится соотвЪтетвенно рядъ 


ф---а:- » о Фо * 


Легко перейти къ дроби (1) при помощи формулъ преоб- 
разован1я (5). данныхъ въ член® 1. Рядъ >4, обратится въ 


у (4 .. а но о —— 
вы] 6.63 те ОА 6.64 ово „0. 
Этоть рядъ раепадаетея на два ряда 
2 Ь.64 . у ть : 
` “п 1 
6:63 .. Ни 


№ 6:63 Ня: ЧР 
Хы р 


2в 














м4 ‹ 
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Если по крайней мЪрз одинъ изъ ‘этихъ рядовъ расходится, 
то начальный рядъ также расходитея и, слфдовательно, дробь 
будеть сходиться. ПЮели-же оба ряда сходятся. то начальный 
рядъ также сходится и, елфдовательно, дробь расходится. 


5. Выведемъ изъ этой теоремы нЪФеколько слЪдетв1Й, даю- 
щихъ возможность во многихъ случаяхъ судить о сходимости 
дроби непосредственно. Эта ‘теорема приводить вопросъ о 
сходимости дроби къ вопросу о сходимости весьма про- 
стаго рада. Важдый признакъ сходимости ряда даетъ по- 
этому нЪкоторый признакъ сходимости дробя. Необходимымъ 
услов1емъ сходимости ряда (18) служить усломе Ийт 4,=0. 


и=00 

Если поэтому 4, съ увеличетемъь ® до 00 не стремится къ 
предЪлу 0, то дробь непремвнно сходится. Это обетоятельство 
можеть имЪть мЪето въ трехъ различныхЪ случаяхъ. Во пер- 
выхЪ (4, можеть имЪть предЪлъ, отличный отъ нуля; во вто- 
рыхъ 4, можетъ возрастать безпредзльно; въ третьихъ оно мо- 
жетъ не имфть предЪла, колеблясь съ увеличемемь я въ ко- 
нечныхъ или безконечныхъ траницахъ. 


Отсюда получается. между прочимъ, признакъ ЭеВ]бтИе}’а, 
по которому дробь (1) сходится, если 


ИИ 
ь пт 
Е 0 


И—0 Чи ` 


Въ вамомъ дЪль, изъ формулъ (5) находимъ 


а, а, 1 
ЕВ 
(И 


Поэтому услове Бев1бщИе’а для дроби (4) будетъ 
| ит 4,4„>0 


п—о0 


= 


При такомъ условш не можетъ быть №7 4,==0 и слЪдовательно 


я— С 


дробь будетъ ехоцитьея. 
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`Предположимь теперь, что т(а.а. )=0`и разомотримт 


рядъ й 
4 _ Ч, _ Чан |. 
аа. а, т 1 а, ы@ "8 


ВелЪдетв1е этого условая, члены разематриваемаго ‘ряда отли- 


чаются отъ членовъ ряда 
„а, а, АЯ,» © © ое 


сомножителями. имвющими предЪлъ 1. Поэтому, если первый 
рядъ расходитея. тои второй долженъ расходиться. Въ такомъ 
случав рядъ 

4, а, е 


долженъ расходиться, ибо сходимость ето влекла-бы за собой, 
какъь извЪетно. сходимость предыдущаго ряда. Итакъ, по тео- 
рем Зе14е]`я, непрерывная дробь будетъ въ этомъ случа схо- 
дится т.е. дробь (4) сходится, если при увлови ит (4, 4, =) = () 


иеесо 


расходится рядъ 
Л (р Е 


1 Е а 


Переходя къ дроби (1) и положивь для сокращен1я 


Е\ 


о ОАО 
Ча Ч, 








получаемъ признакъ сходимости Аги@Ра: объ (1) сходится 
) р 5 


если. при безконечно возрастающемъ 2,. расходитея рядъ 


1 н 
ИП 


Изъ разсуждеюй, приведенныхъ въ началЪ этого члена 


видно, что дробь (4) можеть расходиться лишь при услови 


а ых ричи орех: 
———- тн 








т ‚ао 
ыы 
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т а,=:0. Но изъ (5) и (9) елвдуетъь 


В—00 


1 
С, Ч, —1 





С„— 


Отсюда заключаемь, что дробь (8) можетъ расходиться лишь 
при условти, что с, возрастаетъ безпредфльно вмЪетВ съ я. 
Такъ что, если с, имЪетъ конечный предзлъ или не имфетъ 


вовсе предзла, колеблясь въ конечныхъ или безконечныхь гра- 


ницахъ, то дробь (8) сходится. 


Изъ тзхъ-же разсужден видно, что дробь (1) сходитея 
если а,>6, для вбфхъ значенй % и если а, не стремится къ 
нулю, съ увеличепемъь т до 00. Въ самомь дЪлв. тогда 


а, а 

Е — Ц, 4: Не можеть стремиться къ нулю. Если же, при 
я-1 

услови @,>6,, будетъ Ит а,=0, то дробь можетъ и сходиться. 


==СР 


и расходиться. Для примЪра возьмемъ дробь, въ которой 


о ВИ 
в (1) - 


се 


Для этой дроби выполняются условля 


а,— 


а,>0, | } ит „=0. 


и—Со 


Мы покажемъ, что она будетъь сходиться или расходиться, 
смотря потому будетъ-ли соотвфтетвенно р<1 или р>1. Мри- 


_ ложимъ теорему ЗаеГя. Ряды 


№ 6.64 а Г ® 6: .. о 
Е НЕ ВЕ И ЕЕ Е 
Жен, г $ ры АВ, .. р, 


въ данномъ случаЪ суть 


Уи, п 2. 
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ТД 





г 


«(2 ‘(2%—2) 2 } 
3.5..2п—1) ж—1 
и (2п—2)(2"— 2).2п 2% _|' 





в .3.5...(20—1) а 
2.4.6... 2%) И 

__ [1.3.3.5...(2п—3)(3и—1)@%—1) 2®-- о]? 
-| 2.2.4.4...(2и—2)(2"—2)(2п) ° (2%) ] 





Но. по формул \УаП?а. 


2.2.+.4...(20—2)(2п—2).2% м. 
1.3.8.6. Зин 





ГД 
| [т `=„—=0 


88) 


(| р и 
и (++) ет» ) 


Сравнимъ эти выраженя съ выражентемъ 


Поэтому 


@,——- 


Такъ какъ 





= ( ми. | : | 
п=50 10, 4 и=0 1, : | 


то ряды Хи, и %, сходятся и расходятся одновременно съ ря- | 
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домъ Уш, т. е. сходятея при р>1 и расходятея при р<1. 
Поэтому, по теоремв ЗееГя. разсматриваемая дробь сходитея 
при р<1 и расходитея при р>1. 


0 сходимости дробей съ какими угодно членами 
звенъевъ. 


4. Переходимъ теперь къ случаю. когда члены звеньевъ 
——кавмя уголно комплеконыя числа. Въ этомъ елучаЪ теорема 
е14еГя не имфетъ мЪета. Однако та часть этой теоремы. въ 
которой говорится о расходймости дроби можетъ быть обобщена. 
Именно можно показать, что дробь (4) расходится, если рядъ 
> 4, сходитея. 








Пусть будетъ 


О —0 4, 


Назовемъ. сверхъ того. чрезъ ®, величину. въ которую 0о6- 
5 у у. р) 
ращается ()„, велЪдетве замфны каждаго 4, чрезъ д, Тогда 
будемъ имфть, по (6). 


= 














п п 9 


= 9 5 9:=0, 
Допустивъ, что | 


О, И О 5) 
находимъ изъ (6) посл довательно 


о <5 91 9, °) 


= ПВ 


з 0,=8,0, 9. 
_Но 

9, 1-9, _,=9, С 
Поэтому | 
| о <, 


В п 


15 
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Итакъ послЪднее неравенство доказано для вефхъ значений и. 
Отсюда 





1 1 1 
9-9. о о Зе 


[1 
Дано, что рядъ Х0, еходится. Поэтому, на основами теоремы 








51 Е ) г 
Зе4еГя, количество и 


о убываетъ до нуля. Въ силу пре- 
т и—1 


дыдущаго неравенства, тоже должно сказать 0 бе т.е. о0- 
п—1°%и , 


ШИ членъ ряда (7) не убываеть до нуля съ увеличенемъ ука- 
зателя до безконечноети. эЭначитъ дробь расходится. 


Эта теорема даетъ возможность убЪдиться, что дробь (1) 
всегда расходится. если расходитея дробь. составленная изъ 
абсолютныхЪ величинъ членовъ звеньевъ ея. Въ самомъ дЪлЪ. 
приведя 00% дроби къ виду (4), замЪчаемъ, что по (5) знаме- 
натели звеньевъ второй дроби будутъ абсолютными величинами 
знаменателей звеньевъ первой. Если вторая дробь расходится, то 
рядъ, составленный изъ знаменателей звеньевъ, будетъ. по тео- 
рем Бе4еГя. сходиться. "Для первой дроби онъ будетъ рядомт, 
составленнымъ изъ абсолютныхъ величинъ знаменателей звеньевъ. 
Поэтому. по предыдущей теорем, первая дробь будетъ раехо- 
ДИТЬСЯ. 

6. Мы докажемъ теперь. что дробь (1) всегда сходится, 

















если | 
Ч, 1 -- б, |. 
Вледемъ обозначентя 
|4, =“, 5 Ь, =, ) 9. = 6, 
По услов!ю будетъ 


Доказательство этой теоремы основано на неравенств 


День ар 
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«,—®, 28. ев 


Это неравенство для д=1 провЪряетея. рожон, ибо 
1—0. И в,=1. Допустивъ, что 


Овел —@,_›2 81 В... ев Ат (20) 
ймЪемъ 


19,0 
и, по (19). 
“6,1 В, 


Поэтому. на основанти (2), 


ан, — Вю, 
Откуда, по (19), 
(ею, ,}. 
и, по (20), 
«,—,_1288..... В, 


Итакъ неравенство это доказано. Изъ него слфдуетъ 


Е 


62—16 т 2—1 >» 
Отсюда 
ее № Ив В ое я 1 
0)0 61 АЯ А 2953 = 


Но ®,>®о>1. Поэтому лЪвая часть неравенства остается веегда 
меньше 9. СравнивЪ ее съ правой частью равенства (3). за- 


> Фе» р, 
влючаемъ, что конечный рядъ. выражаютии 4» будучи продол- 
п 


жепъ ло безконечноети, сходится абсолютно. Слфдовательно не- 
прерывная дробь сходится. 
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6. Отсюда вытекаютъ слфдующйя теоремы. Дробь (4) схо- 
дитея, еели 4,22. Въ самомъ дзлЪ, сравнивъ ее съ (1). ви- 
димъ, что здфеь |0, =1, а/= 4,22 т. в. услоше а, 21-Ь, 
выполняется. Поэтому. по предыдущей теоремЪ, дробь сходится. 


Въ частности. . дробь 



































1 1 
Ее ‹ 
ый 
тд 4:,4›.....—-положительныя числа, можетъ быть предетав- 
лена въ вид 
и | 
а 
ф- 





—4-{. 
и, слВдовательно. будетъ сходиться при 4,„2>2. Эту послзднюю 
теорему доказалъ юетлае]. 

Другое слздетв!е теоремы ‚члена 5 относится къ дроби 
8) и состоитъ въ томъ, что дробь этого вида сходится, если 








п 


1 Ь, 
с ел Въ самомъ дЪлЪ, положивъ с,—ЩЦ’ находимъ изъ уело- 








1 
ел, услов!е |}, 





ВЯ <1. Дробь (8) обращается въ 
т 
И 
ИЛИ 
орт р. 


2-. 
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>1-- |. 














для которой выполняется условле |а, 


7. Изложенныя выше теоремы не вполнЪ рЪфшаютъ вопросъ 
о сходимости непрерывной дроби въ томъ случа. котда члены 
звеньевъ дроби—произвольныя комплексныя числа. Мы будемъ 
разсматривать дробь въ видЪ (8). Сходимость дроби завиеийтъ 
отъ закона измвневнй с, съ увеличемемъ п до безконечноети. 
Если предположить, что т с, существуетъ. то являетея воз- 


п=0° 
уожноеть вполнз изелфдовать сходимость дроби. Приэтомъ пря- 
ходится разсматривать сначала частный случай, когда 7% с,=0. 


уже) 
Такъ. какъ 7 с,=0, то можно всегда указать столь 
ды 1 @ 6) - 


ь: 1 | 
большое число 77, что для ит будетъ <. Если т=1. 


то, по второй теорем члена, 6 дробь будетъ сходиться. Еели- 
же т>1, то, отбросивъ т первыхъ звеньевъ, получимъ схо- 
дящуюся дробь. 


8. Перейдемъ теперь къ случаю, котда Пт с„=е>0. 


п—=00 
Сначала прослёдимъ общАЙ ходъ разсужденй. Мы будемъ поль- 
зоваться формулой (11). Если рядъ. стоящ1Й еправа, будучи 


продолженъ безконечно, сходится, то п имфетъ предЪлъ при 


п=00. Поэтому должно обратиться къ изслвдованю услов1й 
сходимости этого ряда. Отношен1е общато члена этого ряда къ 
предыдущему члену равно 


кф: С 


С, 


Должно изслЪдовать, какъ измфняется эта величина съ возрае- 
танемъь и до 00. ПЮотественно прежде всего посмотрЪть, не 


Е Ц, 
сремитея-ли ———^ къ предфлу. На основами (10) имЪемъ 


О 
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(И) С 
И ` 
о (ИИ 
п—1 ®—1 я (21 
На | ) 


| (9) 
Отсюда непосредетвенно видно. что, если —_^^ имфетъь пре- 


ЗЕ 


дфль, этотъ предЪлъ удовлетволяетъ квадратному уравнению 
2 ее 
у у—с=0. 
Введемъ обозначен1я 


1—1 1-4, 1-51-42, 
о) ) ат у 


гдв ]/1-Е46—то изъ двухъ значеюй корня которато вещеетвен- 
ная часть не отрипательна, такъ что а<р. Начнемъ ©ъ чает- 
наго @лучая, котда вс№ с, равны с. т. е. котда дробь будетъ 
пер!одической. Въ этомъ случаЪ члены 72° подходящей дроби 
мотутъ быть найдены. Именно 
а"— 5" н— 
А а Е 


Нри помощи этихъ выраженй легко убфдиться, что, при а< 6. 


р НН 
а, Ито т а 
и=оо Ч п—со |’п—1 и—0° 9,—1 








Этотъ результатъь приводитъ къ мыели— изолЪдовать въ общемъ 
случав количество 
С, 


Е ее 


Для него, изъ (21), находимъ зависимость _ 


В, И 


С, 
РИ 
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которая позволяетъ изолвдовать. имЪетъ-ди Въ общемъ случаЪ 
количество Л, предЪлъ, или нЪтъ. Оказывается, что, за исклю- 
чентемъ случая |а =], количество А, имфеть предфлъ (0 или 
а—6. ЛалЪзе можно показать, что. если отбросить достаточное 
число начальныхь звеньевъ въ непрерывной дроби, для осталь- 
ной дроби всегда будетъ 





вт В. =—0, 
Фе) 
ие: 
йт —6 
и—=00 т 
Поэтому предзлъ отнотеня общаго члена къ предыдущему 6у- 
—с 
деть —„ ИЛИ, такъ какъ с= —а6, этотъ предЪлъ будетъ ра- 


; | 
веть 7. Но а<. Поэтому рядъ будетъ сходиться. 


_9. Перейдемъ теперь къ доказательству этихъ утверждений. 


_ Начнемъ съ изелфдоватя дроби 








В во (22) 


Имъемъ. 
9—0. р1—С, „==, р, 


98 — И 1 = 1 . ,=9,—-+ СЧ,—2 


Но уравненто вида. | 
| К = И аа СИ, 
удовлетворяетъ 


если у опредВляетоя уравненемъ 
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у2—у—С =— 0. 


Корни этого уравненя: 





4 


__1—у1-4е ‚1-Е 1-46 
А с. 


При этомъ знакъ корня выбранъ такъ, что, положивъ 


ут 4е=т-м , 


имземъ 720. Такъ какъ 
Да 
|4 =5| Ти — т 
еле а 
По 1-Е ие-Ний-Н т | 


то, коль скоро т>0, будеть а<0. При т=0 инфемъ 
|а| =. Въ этомъ послзднемъ случаЪ 





тво. 
1--46= —т® 
ИЛИ 
1+”? 
АЕ 


1 
т. е. с— отрицательное число. превышающее й по абсолютной 


величин». Итакъ, если с— отрицательное число. превышающее 


1 
д № абсолютной величинз, то |а= 6]. Во возхъ остальныхъ 


случаяхъь @<. Пусть будуть А и В произвольныя количества, 
независящ1я отъ 9. Тогда общее рзшеше уравнеюя 


И, = 1 -- СИ 


Ч. — 
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можно представить въ видъ 
и, = Аа’ Вб". 


Выбравъ А и В такъ., чтобы и, имВло данныя величины мо 
и и: для п=0 и п=1, получаемъ 


я | ао — Ил 


Пользуясь этой формулой для опредЪленмя р, и 9,„, и замЪтивъ, 
что а-=1, находимъ 


ЕР <= Вы | 
Е т: 





р,—с 


_ Отеюда, замЪтивЪ. что с=—аб, находимъ 


. а. 











© 
., (9 

т. 
‚= 





“р 
= | а 
а т 


Переходя къ предзлу при ®==00, видимъ, что при |< т.е 


ы 
ели с неравно отрицательному числу, превышающему д по аб- 


солютной величинЪ, будетъ 
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ит_Р: ——а, т ИИ: т". (3) 
И=00 Ч». = Ди 1 ь и=0о Чи 


Можно замфтить, что при а = эти предлы не всущест- 


а 
вуютъ, ибо тогда = и, слЪдовательно. РВ тдВ Ф— 


вещественное число. ВеЪ три выражен1я зависятъ отъ дроби вида _ 


е"#—1 


1—е 
(т) 


которая не имфетъ предфла, ибо ©"? прй т=00 не имзетъ 
предзла. 


ИЛИ 


10. Теперь можемъ перейти къ общему случаю. Для этого 
изслздуемъ количество 


С, 
Ч, —1 





и. 


При этомъ будемъ предполатать, что |а|< 6]. Изъ (21) находимъ 


БА, (24) 


Е Е 


п—1 


тдВ Пт с.==е=—06. 


п=—со 


Предположимъ сначала, что возможно найти такя числа 
т и т>0, что при и>т будеть |В,|>т. Предыдущую зави- 
симость напишемъ въ слёдующемъ видЪ 


С 
—(6+8.-) = 


Прилагая эту зависимость нЪфеколько разъ, находимъ 


зи. - 
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С, 
Е Сил (25) 
1. 
Е - С-ь—1 
1 @+ 1.) 


Обозначимъ чиеслителей и знаменателей подходящихъ дробей 
непрерывной дроби | 








С, 
1-- Си 
1+. (26) 
соотвтетвенно чрезъ 


а о. 
ГД | 
Г. 
Тогда будетъ 
и __ ЕСИ 
а ря ЕО 


Если замфнимЪъ с„., чрезъ ЕР то, въ силу (25), 
ее обратится въ —(5--А,_.). Такимъ образомъ получимъ 
ыы 
о О-РАи | 
—(о-А, )= ОНА) 
ИЛИ 
[27 и, 


Ито, Ил Ир Я 





—(5 НЕ В, _1)= 





ба Ь 


Прибавивъ по @ съ обфихъ оторонъ, можемъ придать этому 
равенству видъ * 
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, ь ( 9, ь) 
1—1 Ия М1 1 
Е, в Ее 
к. 1% ре 
Пе п —1 


Въ силу предположеня |А,.,_. превышаеть нЪкоторую отлич- 
О 





а 
#—1 
увидимъ, можеть быть выбрано сколь угодно малымъ. Поэтому 


будетъ 


ную отъ нуля величину. количество-же какъ сейчаст 


) 








и, 








-ЫВ.н- 


и предыдущее равенство дастъ 











и в ь 
1,1 мы Е ь 
А, ‚—(а— а | | $, (27) 
ое — 





При помощи этого неравенства легко показать, что при 
всяком в, МОЖНО найти такое м что для изут будетъ 
|, —(@а—5) < Это значить, что ВА А, =@—6. Для дока- 


и 
зательства этого утвержденя зам чаемъ, что количества м, ио 
обращаются соотвЪфтотвенно въ р, й 4, ебли положить вс с, 
равными с. Но, по (23), такъ какъ а< В, при всяких 5,6’, 0” 
можно найти такое число К. чтобы было 

















| оке 0, 

&—1 Г 

Е +а<5. о я (28) 

Ч ПЕ 9—1 
Выбравъ такое К, мы выбираемъ 7% такъ, чтобы для > ко- 
личества С,. С,лл,..,.С,4ь а ОТЛИЧались отоль мало отъ с, 

ъ ` > 

чтобы было 
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| й 


2 ) 


о | и, р» 


2 М Е 


9% ОФ 


о Пт 
бе Ч 


а 


тр 














(29) 





$!’ 
2 ® 














у \ у 
Это всегда возможно, ибо Ит с,=с и, слЪдовательно, с 


п==00 
бл... .-Сдьа МОТуТЬ быть сколь угодно приближены БЪ с. 
& При С,=С,44=....Сь==6 в6Ъ эти разности, предетав- 
ляющ1я ращлональныя функии количествъ С,.....бь а, 0бра- 
щаются въ нули. Изъ неравенетвъ (28) и (29) елвдуетъ 


п3 


ии | {7 ик 
В, 6 <8’ 


бл | 1 : 


О 








—6 <”. _ (30) 


Обл 


По предположеню существуютъ числа 72% и <>0 тамя. что 








[> при п2>т. Выберемъ 
я г х/ %/7 в 


Увеличивъ, если понадобится, 12, удовлетворяющее при этомъ 
выбор$ условтямъ (30), достигнемъ выполненя ‘одновременно 
съ ними веравенства 


Вт. (32) 


Тогда изъ (30) и (31) находимъ 








< Е 


т | 
Отсюда, если м а, слздуетъ 
—1 

















Е М 
2 10 а 
т... © 
11 $ 
т +5, (34) 
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а 





<а т.е. имЪетъ место 





что остается справедливымъ и при 


всегда. ЗатФиъ, по (30) и (31), 





Е—1 


< 


1 


ТЕ 


3-24 а ? 








1, ТЕ 
И Н. 
АВ 34а (35) 
Пользуясь неравенствами (32), (33), (34) и (35), находимъ 
изъ (27) 

|1 — (4—6) <= ‚, пт . 


Предположимъ теперь. что нельзя найти такихъ чисель т й т, 
чтобы при 7>т было |А,>т. Въ такомъ случаВ, пользуясь 








зависимостями а--р=1 и а6= —с, предетавимъ (24) въ видЪ 
с„—сфаЁ,_ 
В НЕ ат 
А, 


Такъ какъ ниже Л, предполагается достаточно малымъ, то 
будетъ 





ВВ. 
Поэтому 
| с,—@-Н а, | 
5 о а (36) 





Такъ какъ [7 с„=6, то при воякомъ =>0. не превышающемъ 


Е 6, 


В —|а, начиная съ нЪкоторато и==и, будемъ инЪть 


с,—6| < (В-|а|- в). ЕЙ 





Дале. найдется такое р>т, для котораго будетъ 


[Ве , (38). 


ибо въ противномъ случа существовали-бы числа 7% й = такя, 
что при 7>т. д,„>е., что противно предположен1ю. Положимъ те- 
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перь въ (36) и (37) и=р-Е1. Тогда, присоединяя къ получен- 
нымъ неравенствамъ неравенство (35), найдемъ 


Ане 
ит. д. Итакъ |А,| <= при 92р. Отеюда т А,=0. Соединяя 
п==00о 
06$ части доказательства, находимъ, что при а<, Ит В, 


п—ср 


всетда существуетъ и равняется 0 или а—0. 

Докажемъ теперь, что всегда можно отбросить етолько на- 
чальныхь звеньевъ въ дроби (8). чтобы для остальной дроби 
количество В, имфло предфлъ 0. По вышедоказанному возмо- 
жны два случая. Воличество это иметь предзлъ 0 илиа—. 
Поэтому достаточно показать. что А, не можеть стремиться къ 
предЪлу а—6 если отброшено достаточно начальныхъ звеньевъ. 
Это будетъ показано. если докажемъ, напримВръ, что А„остаетея 


1 
постоянио меныпе по абсолютной величинв, ч$иЪ > а— И. Для 


этого замЪтимъ. что при с=6==....==6 дробь (8) обра- 
4. 
щаетея въ пертодическую дробь й количество Д,= Е, 
—1 
Чь 





переходить въ ‚= —5. Шо (23) будеть йт ”,=0. Поэтому 
ОО 


(--1 
при каждомъ е можно выбрать Ё такъ. чтобы было 


|< у (39) 


ДалЪфе. переходя къ Д, замЪчаемъ, что Ит с,==с. Поэтому 
и-—{®.2) 


можно найти такое 7, чтобы для п>>т количества с, сколь 
угодно мало отличались отъ с. Отбросимъ веф предшествующия 
звенья й остальныя с, обозначимъ опять чрезъ с., С...... 
Количество Д,. обращающееся въ т, при 6 =6,=. оС 
будетъ къ нему сколь угодно близко. Поэтому можно выбрать т 
такъ, чтобы было 
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Е 
В, =|<*. (40) 
Изъ (39) и (40) слдуетъ 
< 
Это неравенство не нарушится, если замфнимъ с,. 6,,... ины- 
ми количествами, отбравывая еще сколько угодно начальныхъ 


звеньевъ. Поэтому. для веякаго 0<=<0— а], можно достигнуть 
выполнентя услов1я 


в„—@<(-—а—е)е 


Тогда изъ неравенства (36) при ип=й--1, при помощи пре- 
дыдущаго неравенства, взятато для п=К--1 и неравенства 
ВЫ <, получимъ 


|| <= 
и т. д. Такимъ образомъ прЙдемъ къ заключен!ю. что 


|А|< 





нь а 
для п>Ё. Если возьмемъ теперь в<5|а—0, то утверждене 


наше будетъ доказано. 


Итакъ, если въ дроби (8) отбросимъ достаточное число 
начальныхъь звеньевъ, то для новой дроби будетъ 


ит В,=0. 
у Я 

зльЧАХ 

и Г 97 


Поэтому отношене общато члена ряда (11). продолженнаго до 
со. къ предыдущему члену будетъ имЪть предфлъ 


й а 


| 


—== 


41 О СХОДИМОСТИ НЕПРЕРЫВНЫХЪ ДРОБЕЙ. 941 


Такъ какъ а<0, то предёль этого отношеня будетъ по 
абсолютной величинВ меньше 1. Отсюда, какъ извЪетно, слё- 
дуетъ, что члены ряда, по крайней мЗ]рЪ начиная съ опредЪ- 
леннаго указателя. воз конечны и рядъ, составленный изъ 
нихЪ сходится. Въ данномъ случа и безконечно больше на- 
чальные члены не причиняютъ рабсходимости ряда. Въ са- 
уомъ дДЪлЪ, какой либо членъ ряда можетъ быть равенъ 00 
лишь тогда, когда для опредфленнато значення ® имфемъ 
0,—=0. Но тогда обращаются въ 00 два члена‘ 


СО ва С1С... Ст. «бы 
Е АЕ У и о киНК 
ыы о ий о 
Сумма же ихъ равна 
(1С2....6б 
и] п—1 На 
( ) Ца 


й обтается конечной, такъ какъ, въ силу зависимости (10), 


‚смежныя количества @ не могутъ быть равны 0. Итакъ ие- 


прерывная дробь булетъ сходиться. Такимъ образомъ приходимъ 
къ теоремз: непрерывная дробь (8) сходится, если Из с,==5с 


ее. Ф) 


1 
й сне равно отрицательному числу. превышающему 4 по а0со- 


лютной величин®. Причемъ предполагается. что. въ случа надоб- 
ности, отброшено достаточное количество начальныхъ звеньевъ. 


16 
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Перем$нныя дроби. 


Дроби, отвфчаюния восходящимъ рядамъ, 


11. Мы начнемъ съ изслдовашя области сходимости 
дроби вида 


и 


2 


сх. 
т 1+. (41) 


дв 07 С,=0 И у, цЪлое положительное число. не возраета- 


и=00 





ющее вмЪст® съ и безпредЪльно. Положивъ ,=т, получимъ 
дробь 
1 К, х я У. 
5 ор 
2 2-. 
2-. 


Такъ какъ [т с,=0, то Ит К,=0. Изелфдуемъ эту дробь 


по П=о0 
внутри круга произвольнаго рад1уват. Эта дробь имЪетъ видъ (1 ). 
Для изелЪдоваюя ея мы будемъ пользоваться соображенями. из- 
ложенными въ членЪ 5. Услов1е 


а ы1--, (42) 


будетъ выполняться для этой дроби, если будетъ 








п 


Но для разематриваем.хъ значений 2 


. Ка |< кт 
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и слфдовательно услове (42) будетъ выполнено, если будетъ 





ИЛИ 


1 


к 











Можетъ случиться, что во  выполняютъ это уелове. Въ про- 
тивномъ-же случаЪ мы можемъ отбросить достаточное число 
начальных звеньевъ для того, чтобы для обстальныхъ это уело- 
в1е выполнялось. Это всегда возможно. потому что Ё; можетъ 


быть сдЪлано мене веякой данной величины, & >.  Обтаетея 


всетда боле нзкоторато отличнаго отъ нуля числа. Мы предно- 
ложимт сначала первое и обратимея къ формулЪ (3). Въ дан- 


номъ случаз 
ы 1 о 


_Съ другой стороны, въ силу условя (42), заключаемъ, на 
основаяши (20). что остатокъ ряда, выражаю- 


р» 


щато —, будетъ по абсолютной величинз меньше. чВмъ 


п 
м. (#).. «(= 
т 
т.е. рядъ будетъ сходиться равномврно внутри круга, опиеан- 
нато изъ точки (0 рад1усомъ т. Этотъ рядъ состоитъ изъ ра- 
ц1ональныхъ функ, не обращающихся въ 09 въ разематри- 


ваемой области. ибо по извЪетной теорем» ”), 
можно превратить его въ степенной рядъ, сходяш1йся внутри 


























*) Ме!егз$газз. Даг Еапсйопешевте. Мопафзрег. а. К. АК. 2а Вет. 
1880 Также Умегатазз. АБВапа осени ацз ег Еапесопеп]еВге. Стр. 73. 
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той-же области. Обозначимъ величину этого ряда чрезъ м. Во- 
личество и будетъ изображать величину разсматряваемой дроби 
въ той-же области. Предположимъ теперь. что для выполненя 
услов1я (42) пришлось отброеить начальныя звенья. Приложивъ 
къ остальной дроби вышеуказанныя разсужденя, получимъ сте- 
пенной рядъ м, выражающий эту дробь. Для получемя же на- 
чальной дроби, мы должны присоединить отброшенныя звенья и 
тогда, если число ихъ было и, мы получимъ величину нашей 


дроби 
__ Ри -Нир»-› 


ег Чи - ИД, 


гдВ р, И 9» относятся къ дроби (41). Такамъ образомъ непре- 
рявная дробь предстазляется въ видЪ частнаго двухъ степен- 
ныхъ рядовъ, сходящихся въ той-же области. Нули и безконеч- 
ности этой дроби суть корни уравненй 


риа -Н Ир —==0, 4,44, _›=0, 


заключенные внутри разсматриваемой области. Число ихъ дол- 
жно быть конечно внутри этой области по извфетному свойству 
степенныхъ рядовъ. Итакъ функиля у можетъ быть представлена 
внутри каждато круга въ видЪ частнаго двухъ степенвыхъ ря- 
довъ, сходящихся въ этомъ кругз, причемъ различнымъ кру- 
тгамъ могутъ отвфчать различные степенные ряды. Поэтому 
фунщя у имфетъ лишь полюсы внутри каждато круга. Пред- 
ставимъ себф”) цЪлую аналитическую функщю С’. которой 
корни служили бы полюсами для разематриваемой функщши. 
Раземотримъ произведен1е уб=Н и развернемъ его въ етепен- 
ной рядъ. Легко видЪть, что этотъ рядъ оходитея для воЪхъ 
конечныхъ значенй перемвнной. Въ самомъ дЪлЪ. по свойству 


*) УМе!егзфгазз. Диг ТВеог1е 4ег е1п4еи сет ап&уЯзсвею ЕипеНопеп. 
АЪЬ. 4ег АКа4. 2а ВегИп. 1876. Также въ АЪВап4]апоеп аз 4ег Еипсв0- 
пепеЪте. 1886. Стр. 21. ы 
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стеменныхъ рядовъ, мы получимъ тотъ-же рядъ какое-бы изъ 


Ре : и 
выраженй для У мы ни выбрали. Возьмемъ выражен!е =.’ 


и 


гдВ и, и о,„— степенные ряды, сходяшеся внутри круга радлуса 


„(1 
т’. Произведене иС’т. о. 1 обращается въ 00 внутри 


И 


круга радлуса т и потому можетъ быть развернуто въ етепен- 
ной рядъ, сходящШея въ томъ-же крутЪ. Шоэтому Н имфетъ 
кругъ сходимости, которато радтусъ не меньше 7. Но "— про- 
извольнее число, Слфдовательно Г/— постоянно сходящея рядъ. 
Поэтому 
Н 
У 
‘представляетъ частное двухъ цзлыхъ трансцендентныхъ функций 
т. е. функцию съ одной существенно особенной точкой въ 00. 


12. Обратимея теперь къ дроби 


0:1 
Е Я Со 


ЕЕ 


) 


гв Ит с„=62о. Такъ какъ здЪоь и с,р==сх2о, то, при- 


== я—0о 
латая теорему члена 10. видимъ. что дробь сходитея веяюй 
разъ. когда сх не равно отрицательному чиелу. превы- 
1 
птающему 4 по абсолютной величин т. е. дробь сходитея внЪ 
—1 


46 





продолжеюшя прямой, соединяющей 0 съ 


Услов1я. при которыхъ члены подходящей дроби 
имфютъ предзлы. 


13. Мы переходимъ теперь къ выводу теоремъ, дающихъ 
условя существоватя предЪловъ числителей и знаменателей 
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подходящихъ дробей. Для этой цЪзли мы докажемъ прежде 
всего слЪдующую лемму. Сходимость ряда 


у 


Е=т 


2 — И — (ил Е: а, р 
а ЕЕ сея] [№ 
и, 





гдЪ |2, меныше нЪкоторой правильной дроби а т— цЪлое по- 
ложительное число. служитъ достаточнымъ условлемъ существо- 
ван1я [4% и,. Введемъ обозначения: 


к—со 








И 
“п 


= 
п 











0 





—@„. И,„— 1 1==а, Ши пт. 


бт -- 1 - $9 -На,=0 . 


у 


Аж 


Чт т п ий п 


По условтю радъ 


(1 -—@ 12 


а„--@,а-| Е 4 








сходится. Но 


©. >— Чл — би —_@, аб» < 


а обе! „На, = = С, 








Поэтому рядъ 


[®.2) о 
№5 те 
] 


К—т 


будетъ также сходиться. т. полоЖивЪ 


и), == 


РНЕ. и “> И ыы лы. 


бп Ва С, 


видимъ, что [7 ®, сушествуетъ. Но 


Е—оо 


& “ > [92 
т--2 т-—-3 т--? > к--2 9“ 1 
а Е вов ее (Ь гы > 


б„ т--1 б„ 





2-е ®. 


фи. 


ори лелнь 
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ИЛИ 
“|-> Чт 9-1 9-42 
> (1—6,.)— и мя о. ев) Е 
б,— б, 
и. по условю, б,<=. СлФдоватально 
а 0 ( 
т--2 т--3 - М в-? 
(0) =) ———+.... | 
.—( ) о але ба + Е (43) 
Съ другой стороны. изъ разложентя 
=. 
видно, что при 2>>0 будетъ 
| бы --х э 
Поэтому 
2 
б, би, п-|-2 
е "> тр: 
1 о 
1:6. 
и 
е С. 6-42 
бил 
Отеюда 
“ [92 [92 
т--2 т-з к--2 
в 
е т ты к к--2 
би 
Поэтому. на основани (43). находимъ 
О 
1—= 


26-6 


Такъ какъ ®, имфетъ предЪлтЪ, то отсюда видно, что съ воз- 
растантемъ К до 00, ч,,», остается меньше нЪкотораго числа. 
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Но количество в,» возрастаетъ съ, слЪдовательно оно имЪетъ 
предвлъ. Это значить, что рядъ Ха, т.е. Хи,— и, | еходится. 
Цоэтому, и подавно, оходитея рядъ Х(и,—и,„.) т. е. сущеет- 
вуетъ И ц,. 


КСО 
14. При помощи этой теоремы непосредственно доказы- 
вается слздующее предложене. Пели количества с въ ненре- 
рывной дроби 
с 
Ел с. 


1. 





таковы, что рядъ Х|с, еходитея. то числитель и знаменатель 
подходящей дроби имфютъ предвлы для волкато конечнато зна- 
чен1я х. Въ самомь дЪлЪ. числитель и знаменатель подходя- 
щей дроби удовлетворяютъ уравнению 








ВА ас, аеВ, .. (44) 

Отсюда 
Выо-Аьы 
В 





= С, ий 


(о 


Поэтому. на основания предположеня, рядъ 


еее" 


будетъ сходиться. ОлЪдовательно, по члену 13 (2=0, и=А) 
будетъ существовать ит В,. 


®=00 





) 


15. ДалЪе, еели при №7 с,=0 рядъ Ус, расходится. 


© 3 
то можеть случитьея, что сходятся ряды Ус 
Ус. 6.44 или ряды Убе. и 6,1 С,„. ВъЪ каждомъ изъ 
этихъ случаевъ числитель и знаменатель подходящей дроби 
имзютъ предфлы для воякаго конечнато значетя 2. Въ самомъ 














баоаистАьмийю 


и. ^^ "9 - 


ль + 


ареал лье — Дн ыь, рек 
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дЪлЪ, положивъ въ (44) послВдовательно 7 =, и— 1. ж— 2 
и исключивъ изъ полученныхъ уравнен1й количества Л„_ й А, 
получимъ зависимость 


Виа [а - с МЯ А,— 6 с„ааА„_, . (45) 
Отсюда при т=2. положивъ А„=0,.1. находимъ 


а ОЕ | тт (Со | 6,2) ] ИД — 65,65 „ай И, 


Этой зависимости можно придать видъ 


О —0, Е О, —0, би | 
„2 с + } == (Сол бои — 6 би), 





ГД 
2» а. с, 2). 


Такъ какъ для достаточно большихъ значен1й и, при всякомъ 
т. будетъ меньше нЪкоторой правильной дроби, и, такъ какъ 








5, 


сабы еси ||, 





(синт р ри — 6.6 „ах < 


то, въ силу предположенной сходимости рядовъ 
У Сл Неа И >с., бы 


услов!я теоремы члена 13 будутъ выполнены и, слФдовалельно, 
т О, т.е. Ию ПД», будетъ существовать. Но. по (44), 


р, и=—ор 


а И 


>. 


слЪдовательно @т В.,_. также существуетъь и равенъ Иж Д., 


—@ 2) = @ в) 


т. е. существуеть йт А,. Совершенно также должно поступать 


#=—5о 


ДЛЯ доказательства теоремы, если дана сходимость рядовъ 
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ХС и Х6,„_16,„|. Тогда должно въ (45) взять и =2и--1 
и положить А, ,=0,4.. Шолучитея зависимость 


О ке — | -- (с, -- С. ЭЙ п-ф-1 7 „162, Я ) 


откуда совершенно также заключимъ, что ит №, существуетъ. 


п—юо 

Иногда случается, что с, --С,„42==0 для вефхъ значе- 
ШЙ п. Тогда условемъ существованя предЪловъ будетъ слу- 
жить сходимоеть ряда УС,,с,..1| ИЛИ, ТАКЪ КакЪ С =- буи 
— сходимость ряда, Е Подобнымъ же образомъ, если для 
возхъ значешй п имфемъ с„,- с, ц1==0, Т0 остается лить 
услове сходимости ряда УС, 1с„| или ряда ХС», 16а, ибо 
= бои. 

16. Переходимъ теперь къ случаю, когда т с„==62о. 


и 
Предположимъ, что рядъ Уа,, гдЪ а, а <» бходится. Тотда 
чиелитель и знаменатель 7^" подходящей дроби. по раздВлени на 


Е? 
2 


имють предфлы для веякато значеня хвнф продолжеюя пря- 
—1 
мой. соединяющей 0 съ т . Для доказательства этого пред- 


ложен1я воспользуемся преобразованемъ перем нной 


_ 11-402 м 2 
—ЕУНье * ^^ ЗАЗЕЯ) 





гдЪ корень иметь положительную вещественную часть. Юели 
положимъ |/1--4сх=т-Ёт, то, по условшю, будеть т>0. 
ИмЪенъ 

1—т— м Р-Н? — т 


1 т и 





= 
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т. е. |2 <1 , ебли т>о 
И |2|=1 , @бли %=0, 


Въ послЪднемъ случаЪ 





]1--4сх = , 
слфдовательно 
1-я? 
=—=—- 
4с 


г. е. х лежитъ на продолжеюи прямой, соединяющей точку 0 


съ точкой а ВселЪдотв!е этого преобразованя числитель или 


знаменатель 7”” подходящей дроби 4,(2) обратитея въ дробь. 
Положимъ 


В.(®) =") 


Тотда для 7,(2) получаемъ изъ (44) уравненше 
7-42 ==(1 +2)", — (1—4, 4.)2т, . (46} 


Это уравненме можеть быть написано такъ 


ро а ты —,)2 


—20. 
т Е. 


Откуда, по члену 13, заключаемъ. что при |2 <1 существуетъ 


Ит т. Но 2<\1 отвЪФчаетъ значенямъ х, указаннымъ въ тео- 
и—00 


ремз. Слздовательно теорема доказана. 


17. Если рядъ У4,| расходится. то можетъ случиться, что 
при этомъ сходятся ряды Уа,_„--4,| п Уа,4,/. Въ такомъ 
случаЪ утверждене предыдущей теоремы остается въ силЪ. Въ 
_ самомъ дЪлЬ, преобразуя зависимость (45) какъ и въ преды- 
дущей теорем$, находимъ 








л 
[652 
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т ааа) 2! т„— (4—4) (1—9) . 
Этому равенству можно придать видъ 


а Гоа) к 4,1») ыы 2] - 


А 





тд 


[Чиа ыя Чл = (4, а" 4„41)2— „Ч „4122 : 


} т . т--1 
Положимъ „=, ГДЪ = или —) ^^ бмотря потому 
какое изъ этихъ чиселъ будеть пЪфлымъ. Тогда къ функши И 
можно приложить теорему члена 13. ЭЗдЪеь будетъ 


2. = (а Г („2 о. к 


Если |2|< 1, 10, такъ какъ Ит 4,=0, можно выбрать т 
и=со 


столь большимъ, чтобы |2, было меньше нЪкоторой правильной 
дроби. Такъ какъ 


[Ч тр Чи т (4 Е 4„1)=— „Чл | |2 
ан ЗЕ „|2 ЯВ 4„-+ Чиа |2? -- Ча |2? ) 


и рады Ха, ‚а, и Х94.4,_.| по предположению сходятея, то 
услов1я теоремы члена 13 выполняются и сл$довательно сущес- 
твуетъ Ит т» и Ит та. Но, но (46), 


и—=00 и—оо 


(1 На) иа==”,>-Е(1 —@ а) ет, 








и слЪдовательно оба предзла равны между собой т. е. сущес- 
твуеть т т». 


8’) 


18. Приложимъ послфднюю теорему къ разложению 


Ра, В-Е1, 1-1, =) 
Е(а, В, 1, 2) 





Е Е % 


` 


53 О СХОДИМОСТИ НЕПРЕРЫВНЫХЪ ДРОБЕЙ. 253 


въ непрерывную дробь. ЭдЪеь 


И Час 
т (21—19 (2-1) 


оо 
ЕЕ О 





в=—— 


4 


р ат АМ 
"ЕЕ 


—А»-С 


р к" 
Но ОУ) 


гДЪ 
А=(а—98—1) 


а бои Илии" Савио, 
С=ча-+—4(—8В) 
Такъ что суммы 0, и 9, 4-4», имвютъ видъ 
а -- Ну 
1-+ Ку- [№-- Муз 
и произведешя 4.4, и @,, «4», имфютъ видЪ 


РО» Ву? 
э-- ТУ Оу -+ уз у 


Такъ какъ отношене каждаго изъ этихъ выражений къ общему 
члену сходящатося ряда 

1 

ГУ? 
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имфетъ конечный. отличный отъ нуля предфлъ. то условля тре- 
буемыя теоремою члена 17 выполняются и, слЪдовательно. 
дробь сходится во всей плоскости за исключенемъ отрЪзка ве- 
щеетвенной оси отъ 1 до 00 такъ, что чиелитель и знамена- 
тель 7” подходящей дроби, раздВленные на 


=) 


2 


имфютъ предзлы при #=00. 


Дроби, отвфчаюлия нисходящимъ рядамъ. 


19. Обращаемся теперь къ дроби вида 











Ка 
ие —- В+. 
и предположимъ существован1е о Ит Е, =, т а,=а. 
ит 60,=6. Приведя данную дробь КЪ ни (8), И дробь 
Ио р , 
их-- 0, т 
ЧЕ (ад-Н 5! )(=-6.) . 
1-. | 


Ириложивъ сюда теорему члена 10, видимъ, что дробь налпа 
сходится всяюй разъ. когда 2 не удовлетворяетъ уравнентю 


| 1-2 
= ° 
(аз) 4 
тдЪ положительное количество Ё можеть измЪняться отъ () до 00 
Откуда видно, что исключаемыя значеня 2 будутъ 


44% 
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Е: 23/—* 


а 9 


ДУ 
12920 


т. е. образуютъ прямолинейный отрЪфзокъ, дЪляпЙся въ точк® 


чу 








пополамъ, имфюпй длину и направлеюе такое. 























а 'а 
какъ [а 
а 
7 3 ы 
Въ частности, еели 6==0 и —1. исключаемый от- 
| а 
рфзокъ предотавляетъ часть вещественной оси отъ--1 до-1. 
| г 
Это будетъ имфть мЪето при =— —=. Если при этомъ а=1 
4 ) 
Ей Е 
то 6—=——. Этотъ послфдюЙ случай имЪемъ въ извзетномъ 
4 у 
примЪрз 
1.1 
. Тр 9.5 
о: и Ы 3 
7. 
2—- 
ГД 
в=8 реа — 
АУ = ое ЕТУ 
‚== (2И—1)(2и-1) 4 
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Поправка къ статьЪ 
О сходимости непрерывных ДТОбеЙ. 


И. В. Слешиискаю. 


——>—- 


А. А. Марковъ обратилъ мое внимане на то, что нера- 
венства П. Л. Чебышева, доказаны А. А. Марковымъ впервые 
не въ 1884 году. а въ 1883 тоду въ «Сообщеняхъ Харь- 


ковскато Математическато Общества». 


9 @Фьелиинсйлль. 
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Механика подобно-ИЗМ®НЯеМОЙ системы. 


Д. Н. Зейлишера. 


Месьап1К ег &Вп11е Ь-уегап аег]11спег БЗуз$еще. 
оп П. Бецет. 


ВЫПУСКЪ ПЕРВЫЙ. 
Теор1я векторовъ. 


_—л 


ВВЕДЕНТЕ. 


Механика подобно-измвняемой системы была предметомъ 
сравнительно небольшаго числа изелдоваюй. Только кинема- 
тика ея. благодаря трудамъ Шаля. Дюрана, Бурместра, Лигина, 
ПП. Сомова и др.. доетигла извЪетной полноты и законченности. 
Далеко не такъ посчастливилось двумъ другимъ отдЪламъ: ста- 
тик и динамик$. Въ первой области мы встрЪчаемся лишь съ 
небольшой работой Мэб1уса. Въ своемъ клаессическомъ учебник» 
статики ”) этотъ авторъ разбираетъ услов1я равновЪе1я плоской 
системы силъ. дЪйствующихъ на точки подобно-измняемой си- 
стемы. лежащей въ той-же плоскости. Для случая трехъ то- 
чекъ формулированы услов1я равновзе1я, для болЪе общато слу- 


) МбБ1аз, Сезалотае{е УТетке Т. 3. Нег. уоп К]ешт. 1886, П Тьей 
$ 234—236 (5. 351—355). 


Т. Х1 Запис, Мат, Отд. 1 


_ 
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чая указанъ лишь с10собъ опредзленя этихъ условй. Ёромз 
того. отизчено любопытное свойстве равновЪе1я, заключающееся 
ВЪ ТОМЪ, Что это равнов$е1е безразличное. Мэбусъ получаетъ 
эти результаты. прилагая къ подобно-изм$няемой системВ ста- 
тику соприкасающихся твердыхъ тЪлъ. Такъ. въ случаЪ 3 то- 
чекъ 4, Ви С. онъ замфчаетъ, что здЪсь мы имфемъ дЪло | 
съ тремя неизмняемыми системами. Первую составляетъ неиз- 
мЪняемый уголъ А. вторую —неизмЪняемый уголь ВБ. третью— 
точка С, причемъ сторона АБВ угла А должча скользить по сто- 
ронё ВА угла В, а точка С должна скользить одновременно 
по прямым АС и ВС первыхъ двухъ неизмВняемыхъ системъ. 
Съ этой точки зрЪя, равновЪс1е подобно-измЪняемаго треуголь- 
ника АВС есть частный случай равновз1я соприкасающихся 
твердыхъ тфлЪ. откуда получаются очень просто искомыя усло- 
в1я равновзая. 


Работа Мэб1уса заключаетъ въ еб% все, что извЪетно по. 
статикВ подобно-измЪняемой системы. Мы видимъ, прежде всего, 
что Мэблусомъ разсмотрЪна лишь плоская система, причемъ уело- 
вя равновЪе1я даны лишь въ частномъ случаЪз треугольника. 
Кром того, методъ автора не прямой и, будучи очень простымъ 
для ПЛОСКОЙ системы. несомнЪнно, представляетъ нЪЗкоторыя 
усложненя при переходВ къ систем въ пространств. Что ка- 
саетея динамики подобно-измняемой системы. то. если я не 
ошибаюсь, въ этой области еще ничего не сдлано. Задача на- 
стоящато сочиненйя заключается въ томъ, чтобы пополнить ука- 
занные пробЪлы въ изелЪдовамяхъ Мэбуса и састематически 
изложить статику и динамику подобно-измзняемой системы. 


Все сочинене состоитъ изъ 3 частей. Въ первой изло- 
жена теор1я векторовъ. имзющая для подобно - измВняемой си- 
стемы такое-же точно значене. какое имЪетъ современная т6о- 
р1я векторовъ для твердаго тфла. Существенное различ1е обЪихъ 
теор1й заключается въ томъ, что въ современной теори пара 
векторовъ. лежащихъ на одной и той-же прямой и отличающихся 
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другъ отъ друга только началами и сторонами. считается экви- 
валентной нулю. Иначе говоря. въ современной теорти векторъ 
можно переносить по прямой, его содержащей. Въ лзлатаемой 
мною теор1и такой переноеъ вектора недопускаетея, и, елЪдо- 
вательно, вышеупомянутая пара не эквивалентна нулю. ЯВ- 
ляется вопросъ: какъ опредЪлить эквивалентность такихъ паръ., 
которыя я называю парами сжоля пли растяженая, смотря 
по тому. направлены-ли векторы, образующие пару, на ветр$чу 
другъ къ другу или нзтъ? Самымъ простымъ будетъ, очевидно. 
то опредзлене, по которому двЪ пары растяженя или ожатя 
эквивалентны при одинаковыхъь длинахъ ихъ составляющихъ 
п одинаковыхь разстоямяхъ началь послёднихъ. Иначе говоря, 
пару сжатя или растяженя можно переносйть на любую пря- 
мую пространства. На этомъ именно опредзленти построена вся 
теортя. о которой идетъ р$чь. Она представляетъ, слёдовательно, 
лишь первый шагъ по пути къ дальнфйшему обобщеню совре- 
менной теор1и векторовъ. Шагъ этотъ очень невеликъ. но его 
вполнЪ достаточно для подобноизмзняемой системы. 

Вторая часть посвящена статикЪ. третья—динамикВ послзд- 
ней. Оба эти отдзла построены на слВдующихъ двухъ теоремахъ: 


Теорема 1. ДвЪ силы, приложенныя къ одной и тойже 
точкВ, складываются по правилу параллелограмма. 


_ Теорема П. Пару вилъ, прямыя которыхъ совпадаютъ и 
которыя отличаются только точками приложеня и сторонами, 
можно перенести на любую прямую пространетва. 

Первая изъ этихъ теоремъ служить основашемъ статики 
всякой системы; вторая справедлива только для подобно-измз- 
няемой системы и, если не ошибаюсь. впервые формулирована’ 
ВЪ настоящемъ сочиненти. 

Въ заключен!е этого краткаго обзора я долженъ сказать. ^ 
что моя работа обязана своимъ возникновенемъ не указанному 
выше изолВдоваюю Мэб1уса, а прекрасному, въ полномъ смысл 
слова, по глубинЪ идей и изаществу изложен1я, сочиненню Шелля: 
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ГЛАВА 1. 
Опредфленя вектора и пары. 


$ 1. Векторомз я буду называть прямую, инфющую опре- 
дфленную длину. направлен!е, сторону и начало. 

Такимъ образомъ векторъ опредЪляется совокупностью 
этихъ четырехъ элементовъ. Векторъ я буду обозначать чрезъ 
[АВ], гдз Аб—начало, В—конецъ вектора. 

$ 2. Два вектора эквивалентны”), если опредзляюцие 
ихъ элементы одинаковы; другими словами. два вектора экви- 
валентны, если пхъ начала и концы совпадаютъ. Эквивалент- 
ность двухъ векторовъ [48] и [СО] ябуду обозначать такимъ 
образомъ: 


мВ]ННСР 


$ 3. Два вектора, начала которыхъ совпадают». оклады- 
ваются по правилу параллелограмма. причемъ сумма ихъ иметь 
общее съ ними начало. 

Такииъ образомъ, если (черт. 1) АВ и АС — смежныя 
стороны параллелограина и АД — дЛатональ поелЪдняго, вы- 


ходящая изъ 4, то 
[АР-АВ + [АС]. 


[АВ] и [АС] называются слатающими вектора [40], посл дай 
есть ихъ равнодюйствующий. 


*) Двз величины аи Ф называются эквивалентными, если во всвхъ 
случаяхъ одна изъ нихъ можетъ быть подетавлена вм$ето другой. 
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$ 4. Парой я называю совокупность двухъ, равныхЪъ по 
дин, векторовъ, лежащихъ на одной и той же прямой, по 
имзющихъ различныя начала и прямо противоположныя стороны. 
Иначе говоря, лва вектора составляютъ пару. если они лежать 
на одной и той же прямой и отличаются другъ отъ друга только 
началами и сторонами. Каждый изъ этихъ векторовъ’ есть сла- 
чаюийй пары. разстоян1е ихъ началъ—Илечо пары. произведе- 


н1е длины плеча на общую длину слатающихъ есть моментв 


пары. Если слагающ1е направлены на встрёчу другъ въ другу. 
то пару я назову парой сжатия и моментъ ея буду ечиталь 
отрицательныме ; въ противномъ случаз получается хара рас- 
тяженя. моментъ которой положителень. Если Х — общая 
величина длинъ слатающихъ, @— плечо, то пара обозначается 
символомъ +(Х.а). причемъ верхнй знакъ характеризуетъ 
пару растяженя., нижнй— пару сжатия. 

$ 5. ДвЪ однозначныя пары эквивалентны, если слатаю- 
ще и плеча ихъ равны. Иначе говоря, пару можно перенести 
на любую прямую пространства. Ол довательно. еели 

Х=7 @=0. 


то + (Ха)== +(75) 


Выше изложенныхъ опредзлеюй вполнф достаточно для 
системы геометрическихъ образовъ. изучению которой посвящена 
эта часть нашего труда. 


ГЛАВ .} 
Сложеше венторовъ, им5ющихь общее начало. 


Содержан!е ‘этой главы составляютъ слъдетвля, непосред- 
ственно вытекающия изъ опредЗления, даннаго въ $ 3 преды- 
`дущей главы. 


ре чечучер Ве 8 


мн бин бе О била. 
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Пуеть (черт. 2) [ОА], [ОВ] два вектора и [ОС] ихъ рав- 
нодйствующЙ. Параллелограинь ОАСВ даетъ: 


ОА ОВ °С 


Е и о а 
) т(ОС.ОВ) 304.00) зк0ОА.ОВ) 


и 2) 0С’=04'+08*-+-20А.0В сз (ОА,ОВ). 


Изъ второй формулы вытекаетъ: 

Слъдстве Т. Равнод?Ъйствующ двухъ векторовъ, отли- 
чающихея только длинами, отличается отъ слагающихъ только 
длиной, которая равна суммВ длинъ слатающихъ. 

‚ Доказательство. Въ разсматриваемомъ случаЪ 


Д(0А.0В)=о, 


откуда сл$дуетъ справедливость предложения. 


Сльдстве ТТ. РавнодЪйствуюциЙ любаго числа векторовъ, 
отличающихся только длинами, отличается отъ слагающихъ | 
только длиной, которая равна сумм длинъ слатающихъ. 

Доказательство. Пусть [ОА.|, [ОА.,],.. [ОА,|— векторы, 
‘отличающтеся только длиной. Въ силу только что доказаннаго 
предложения мы получаемъ рядъ равенствъ: 


0, [0.45]-Н0А, +04.) 

ОА, -+04,]-+[0А == 04, -+04,+04}] 
[ОА,-+ОА,+. +04, [ОА] == [ОА +ОА,+. +04, +04. 
лвдовательно, 

ОА, - (04; . -+[04,- Од, +04, +..+ 04) ©. Е. Г. 


Сльдетве 1П. РавнодЪйствующ двухъ векторовъ. от- 
личающихея длинами и сторонами, отличается отъ слагающихъ 
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длиной и стороной. Ллина равнодфЙствующаго вектора равна 
разности длинъ слагающихъ, а сторона одинакова 0 стороной 
большаго изъ послфднихъ. | 

Для доказательства замфтимъ, что въ этомъ случа 


Д(ОАОВ)=180°. 


Сльдстие ТГ. РавнодЪйствуюпий двухъ векторовъ. отли- 
чающихея только сторонами. эквивалентенъ нулю. 

Это прямо вытекаетъь изъ только что доказаннаго предло- 
женя. | 

Два вектора, отличающихея только сторонами, образуютъ 
по $ 4 пару, которой плечо равно нулю. СлЪФдовательно, та- 
кая пара эквивалентна нулю; ее всегда можно ввести въ дан- 
ную систему векторовъ. не изм$няя этимъ послЪдней, Это свой- 
ство нулевой пары намъ очень пригодится впослЪдетв1и. 

Слъдстве Т. РавнодЪйствующйй любаго числа векторовъ, 
отличающихея длинами й сторонами, отличаетея отъ слагаю- 
щихъ только длиной и стороной. Будемъ считать положитель- 
ными длины векторовъ. направлепныхъ въ какую-нибудь 0то- 
рону. отрицательными — длины векторовт. направленныхъ въ 
противуноложную сторону. Тотла длина равнодЗйствующаго 
вектора есть алгебрическая сумма длинъ слагающихъ, знакъ 
которой опредзляетъ сторону равнодЙствующаго вектора. 

Для доказательства этого предложения замЪтимъ. что разсматри- 
ваемая система векторовъ состоитъ изъ двухъ частей. Въ первую 
входятъ векторы. направленные въ одну й ту же сторону, векторы 
второй направлены въ противоположную сторону. РавнодЪйству- 
ющ1е каждой изъ этихъ системъ мотутъь быть опредзлены по 
слЪдетвю ИП, такъ какъ векторы. входящ1е въ одну изъ этихъ_ 
вистемъ, отличаются только длинами. Эти. равнодзЙствующие 
отличаются другъ отъ друга, только длинами и сторонами; сл$- 
довательно. &ъ нимъ можно приложить слвдетые ПТ, откуда 
мы Уубфждаемел въ справедливости доказываемато предложения. 
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Слъдстве ИТ. Три вектора, имфющихъ общее начало, 
складываются по правилу параллелепипеда. 


Доказательство. Пусть (черт. 3) [04]. [ОВ], [00] — 
данные векторы. Найдемъ равнодЪйствующИЙ векторовъ [ОБ] и 
[ОС]. Для этото на [ОВ] и [ОС]. какъ на сторонахъ. построимъ 
параллелограммъ, д1атональ О которато есть, по $ 3 первой 
главы, искомый равнодВйствующий векторъ, т. е., 


ЮВ] [0С]-5 ОЕ], 
откуда [04] -+[0В]-+[ОС]-5Ю4]- ОЕ. 
Но, ввли ОЕР.А есть параллелограмиъ. то 
[0Р]-==©04]-- [ОЕ] 
откуда [04]-+[0В]-[0С]== ОР]. 


Но (1), очевидно, есть дЛатональ параллеленимела, по- 
строеннаго на ОД, ОВ п ОС, какъ на сторонахъ. Ч. В. О. 


Изъ построеня вектора [0/7] слЪдуетъ, что 


ОВ] [04] +08] -+ [00-4] + [0С]-- 0-Е 
+[04]-+[0С},.. 


т. е.. результатъ сложентя трехъ векторовъ независитъ отъ по- 
рядка слатающихъ. 


Положимъ, что векторы [04], [ОБ], [ОС] взаимно-перпенди- 
‘кулярны. ‘Тотда, если а. 8, 1—углы вектора [ОД] съ первыми, 


3 ЛИ 9092—0424 0224 0С?. 
) одтов-ос-ов: 0В'=04 +7809 
Слъьдетье ТП. Любое число векторовъ, имвющихЪ об- 


щее начало, складывается по правилу многоугольника. 


= 
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Это прямо вытекаетъ изъ предыдущато. Пусть (черт. 4) 
[04], [ОБ], [0С] п [ОБ] — данные векторы. Чрезъ А проведемъ 
прямую АР’. равную и параллельную ОВ, чрезъ В" прямую 
В'С', равную и параллельную ОС, наконецъ чрезъ (С”— прямую. 
равную и параллельную ОЛ. ‘Требуется доказать, что векторъ 
[0Р’] есть равнодВйствуюцщий данныхъ векторовъ. Въ самомъ 
дЪлЪ, изъ построен1я слЪдуетъ: 


о4]-[0В] ОВ}, [08 +1000}, (06 -+НОБ-НОР, 


такъ какъ фигуры ОББ'А. ОСС'В', ОБЬ'С" — параллелограммы. 
Изъ этихъ равенствъ вытекаетъ : 


[0А]-+ (0 В]-Е[00]--0Р]==ОР] 9. Е.Р. 


Примъчаще. Еели многоутольникъ ОАВ'С'И" замыкается. 


т. е.. точка Г)’ совпадаетъ съ О, то система векторовъ экви- 
_ валентна нулю. | 

Налъ остается вывести формулы для аналитическато сло- 
жен!я векторовъ. имфющихь общее начало. Примемъ эту точку 
О за начало прямоугольныхъ координатъ 2. у, 2. Шуеть [ОБ]— 
какой нибудь векторъ. проекщи котораго на осяхъ суть ОА. 
ОБ, ОС. По слздотвю УТ, 


р]-+ОА]- ОВОС. 


Если о, В, 1—углы вектора [ОД] съ осями, то, какъ мы 
уже видли. | 


ея 38 ©3711 


3) од=ов-об=0Б: 0В’=0А +08'-+-0С°. 


Еели ОА’, ОБ', ОС’, ОА", ОВ", ОС"...— проевши 
другихъ векторовъ [ОД'], [0О0"'|.... то 


30-04] ;[0В] + >[0С], 


’ УЗЫ - ЧАИ 9 52 ФФ 
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т. е.. данная система векторовъ эквивалентна совокупности 
трехъ системъ. причемъ векторы каждой изъ послЪднихъ отли-. 
чаются друтъ отъ друга только длинами и сторонами, 


Прилагая къ [ОА], ОВ], ОС] слвдетые У, мы по- 
лучаемъ: 


0А=+ОД, МОВ|=ОМ] 300 |= ОМ}, 
причемъ 
ОЕ=>ОА=х0Псза, 


4) ОМ=хУ0В=х0058, 
ОМ=х00=х0/ез. 


Но векторы [ОГ]. [ОМ] # [ОМ] имЪють общее начало. 
ПримЪняя къ нимЪ слЪдетв1е УТ, получимъ: 


0П-НОМ]--[0№==0АД,, 


тгдЪ векторъ [ОА] и углы ето ©еъ осями а. 6 и с опредЪлаются 
по формуламъ: 


684 __ 680 _ 686 1 о о, о, т 
4) ОГ ОМ ОМ ОВ; ОВ =0ОШ-+омМ- ОМ. 


Итакъ. на основан предыдущаго. 
[ОР] -Н[ОВ) 
причемъ равнодЪйствуюний векторъ [ОД] вполнф опредзляетея 


формулами 4) и 4'). 


ГЛАВА Ш. 
Сложене паръ растяженя или сжатй. 


Мы видфли на стр. 8 (слвд. [У), что пара + (Ха) экви- 
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валентна нулю, если плечо ея равно нулю. Пара эквивалентна. 
нулю еще въ томъ случаЪ, когда Х равно нулю, такъ какъ 
вЪ этомъ случаВ пара сводится къ двумъ точкамъ—началамъ 
ея слатающихт. 


Посл этихъ предварительныхъь замфчанЙ перейдемъ къ 
сложеню паръ. | 


Теорема Т. Совокупность паръ, иивющихь одно и то же. 
плечо. эквивалентна одной парз съ тфиъ же плечомъ, общая 
длина слатающихь которой есть алгебрическая сумма длинЪ 
слагающихъ первыхъ паръ. Еелй знакъ каждаго члена этой 
суммы одинаковъ со знакомъ соотвЪтетвующей пары, то знакъ 
равнодйствующей пары совпадаетъ со знакомъ вышеупомячу- 
той алгебрической суммы. | 


Доказательство. Пусть (черт. 5) (Ха), (Т.а),.. данныя 
пары. На любой прямой 5.7’ пространства, отизтимъ отрзокъ, ММ, 
равный а. и перенесемъ (Глава Г. 85) на эту прямую налии 
пары такъ. чтобы начала ихъ слатающихъ оказалиеь въ точ- 
кахъ М и М. Такъ какъ въ этихъ точкахъ векторы имЪютъ 
общля начала, то, примВняя къ каждой изъ нихъ ел детые У 
предыдущей главы. мы убЪждаемся въ справедливости теоремы. 


СлЪдовательно. 
а) (Ха)-(Т.а)-(Ра-.. == +(+УХа). 
Слъдетве Г. Если пары однозначны и 
И 
то а) п(Ха)==(пХ.а). 


Слъдстне ПП. Совокупность двухъ паръ, отличающихея _ 


только знаками, эквивалентна нулю; т. е.. 


(Х,а) + — (Ха) ==. 
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Слльдстве ПТ. РавнодЪйствующая паръ. имфющихъ об- 
щее плечо. эквивалентна нулю, если алгебрическая сумма длинъ 
ихЪ слагающихъ равна нулю. 

Повторяемъ. что знакъ каждаго члена суммы нужно брать 
одинаковымъ со знакомъ соотвЪтствующей пары. 

Теорема ТТ. Совокупность паръ, слагающ!е которыхъ 
имЪють общую длину, эквивалентна парЪ, слагающие которой 
имфютъ ту же длину, а длина плеча есть алгебрическая сумма 
длинъ первыхъ паръ. предполагая, что знакъ каждаго члена 
этой суммы одинаковъ со знакомъ соотв тотвующей пары. При 
этомъ услови знакъ равнодЪйствующей пары одинаковъ со 
знакомъ алгебрической суммы. 

Доказательство. Пуеть (черт.6) (Х.«). (Х, 5) дв данныя 
пары, А и В— начала слагающихъ первой пары, Си 0— начала 
слагающихъ второй. Предположимъ сначала, что пары одно- 
значны. Перенесемъ пару (Х.а) на прямую второй пары такъ, 
чтобы точки А и /) совпали и, кромВ того, чтобы векторы Х, 
имфюние теперь общимъ началомъ точку /), были направлены 


° въ противоположныя стороны. Тогда эти векторы образуютъ 


пару, плечо которой равно нулю; слЗдовательно, эта пара эк- 
вивалентна нулю (Глава П, елВдотые ТУ). Такимъ образомъ 
визсто двухъ паръ (Х.а). (Х.0) мы получили пару (Х.СВ’), 
плечо которой есть сумма длинЪъ плечъь данныхъ паръ. Легко 
видЪВть. какъ ведется доказательство въ томъ случаз. если 
знаки у паръ различны. Равнымъ образомъ. нетрудно убфдитьея 


_ въ справедливости теоремы для любого числа паръ. 


СлЪдовательно, 
5 (Хао —(хо+.. 5%, + 54). 


_Сльдетве Т. Если пары однозначны и 


_ т У) п(Ха)==(Хла). 


ь Им 
2 а 
— 
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Сльдствве П. Если 
2@—0: 
причемъ знакъ каждаго члена суммы опредЪляется, какъ выше. 


то (Х.а)-Н (ХВ) +. .=0. 


Теорема ТП. 'ЛвЪ однозначныя пары эквивалентны. если 
ихъ моменты равны. 

Доказательство. Пусть (Х.а), (Т.Ф) — двЪ пары. для 
которыхъ | 


ЭдЪеь могутъ быть два случая: а и 6 соизмВримы или нЪтъ. 
Въ первомъ случа пусть х ихъ общая мвра и 


а=та. 0=па. 
гд$ т и п цЪлыя числа. По теорем$ П, 
т(Х.а«)-=(Хута)-=(Х.а), 
а по теоремЪ Г. 
Х | 
(Х.2) ы "(= 
елЪдовательно. 
И 
а) (Хи)ти(,), ый 
точно также 
0 
в (Урнытя(, =) 
т 
но изъ уравненя 1) вытекаетъ: 


не 


п т’ 


см й КУРЫ ра а 
- . * м Р 
> % ` 

‘ се 
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слфдовательно, въ силу а) и В). 
(Ха) == (7). 4. Е. В. 


Второй случай доказывается обычнымъ переходомъ къ 
предЪлу. 


Примъчаще. Такъ какъ знаки у паръ и моментовъ оди- 
наковы. то мы можемъ сказать, что двз пары эквивалентны, 
если ихъ моменты одинаковы. 


Слльдстве. Совокупность двухъ паръ эквивалентна нулю, 
если ихъ моменты отличаются только знаками. 


Теорема ТТ. Совокупность любаго числа паръ эквива- 
лентна пар, моментъ которой есть алгебрическая сумма момен- 
товъ складываемыхъ паръ. 


Доказательство. Пусть (Х.а), (7.5)... данныя пары. 
По только что доказанной теорем? 


ела): Сиб)... 
‘слЪдовательно, 
(Ха) (УБ)-...=(Ха.1)-+ (75.1)+..=(%Ха.1), 
по теорем 1, а моментъ пары (ХХа.1) есть ХХа. 4. Е. О. 


Пару можно теометрически представить такимъ образомъ, 
Возьмемъ (черт. 7, а и 6) отрЪзокъ аб. длина котораго равна 
абсолютной величин момента пары. Если мы имфемъ дЪло съ 
парой сжатя. то у концовъ а и 6 отр$зка поставииъ стр®лки, 
направленныя другъ къ другу на вотрЪчу; въ случа пары рас- 
тяжен1я стрфлки имЪютъ направленте. указанное на второмъ чер- 
_ тежЪз. Если мы. сверхъ того. условимся считать первый отр?- 
_ зокъ отрицательнымъ, а второй положительнымъ, 10 каждый изъ 


_ отихъ отрфзковъ вполнЪ изобразить соотвЪзтствующую пару. 
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БЛАВА 
Сложене векторовъ, лежащихь на одной и той же прямой. 


Въ этой главз мы раземотримъ сложене вектора и пары, 
& затВмъ приложимъ полученные результаты къ системЪ векто- 
ровъ, лежащихъ на одной ий той же прямой. ИЯ 

Теорема Т. Совокупность вектора и пары. длины слагаю- 
щихЪ которой одинаковы съ длиной перваго, всегда эквива- 
лентна одному вектору, лежащему на одпой прямой съ пер- 
вымъ и отличающемуся отъ него только началомъ. 

Доказательство. Пусть [АБ]-— данный векторъ, (Х.а)— 
данная пара, причемъ | 


хи 


Если (чертежъ 8.а) пара (Ха) положительна. то на пря- 


мой вектора АВ въ точкв С’, лежащей впереди послЪдняго. 


на разстоянш 40”, равномъ а, приложимъ пару (Х,0), слага- 
® ‹> ! 7 = > 
ющ1е которой суть (Ра С'Е. По слЪдотвю ГУ второй главы, 


(Хо) = [С'Е]-Н[С' Е ко. 
але 
[48] (Ха)--[АВ-+ (Ха) -[С' Е] -+[С' В+ 
ЕВ] -[С'Е]-+(Х,а)-[С' В). 


Но волфдотв1е равенства (1) векторы [АВ] и [С'Ё] обра- 
зують пару, которая отъ пары (Ха) отличается только зна- 
комъ; слздовательно, по слёд. П теоремы Т. 


(Ха) [А-В -=о, 
откуда [АВ] -+(Х.а)==[С’Е]. (0. Е. В; 


их 


МЕРИН НВ 


т 


а к 3. 
бе 
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_ Если (черт. ©) пара (Ха) отрицательна, то, беря точку 
С’ на прямой вектора [АВ] позади послФдняго на разстояи 
АС’. равномъ а, и приложивъ на прямой въ этой точкЪ пару 
(Х.0), слатаюшщие которой вуть С’Ё и С’Ё, найдемъ, какъ и 
выше. 


(Хо) [С'Е-Е[С’Е во, 
слздовательно, 
АВ+-—(Х,а)--АВ+— (Ха) О'Е-НЫС Е 
== [Ав] -+[С']-+—(Х,а)-[С'Е| 


Какъ выше, найдемъ, что векторы [АВ] и [С'Ё] образуютъ 
пару, которая отъ пары — (Х,а) отличаетея только знакомъ; 
слЪдовательно, 


[48-0 -+—(Ха)-о 
откуда , [481+ —(Х,а)==[С'Е]. 4. Е. О. 


Примъчане. Векторъ ГС’Е есть въ сущности тотъ же 
р 


_векторъ [АВ], только перенесенный по прямой. его содержащей, 


въ точку С’. Мы можемъ, елФдовательно, формулировать дока- 
занную теорему такимъ образомъ: 


Для того. чтобы перенести векторъ [45] по прямой, его 
содержащей, въ любую точку С’ послЪдней, нужно къ нему при- 
бавить пару. слатаюпие которой имфютъ одинаковую съ нимъ 
длину, & плечо равно разетояню АС’. Пара положительна, если 
векторъ переносится въ ту сторону, куда онъ самъ направленъ; 
пара отрицательна въ противномъ случаз. 

Сильдствие. ЗамЪчая, что, если Х—длина вектора [АБ], 


(75) (х;х 


Т. Х1 Запис. Мат. Отд. р] 


* м" ч в—^, кь. з» г. 
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такъ какъ моменты этихъ паръ одинаковы, мы заключаемь: 60- 
вокупноеть вектора [АВ] и пары (7.6) веегда эквивалентна 
одному вектору. лежащему на одной прямой еъ первымъ и от- 
личающемуся отъ него только началомъ. Разстояне ихъ началъ 
равно моменту пары, раздфленному на длину вектора [АБ]. 


Приложимъ полученные результаты къ совокупности С век- ` 


торовъ, лежащих на прямой ММ. Въ точкЪ О той же прямой 
(черт. 9) приложимъ пары (ОВ’ ОВ”), (00', 00"),....., 
длины слагающихъ которыхъ соотвЪзтетвенно равны длинамъ 
векторовъ [48], [СБ]... системы С. Введене этихъ паръ не 
измВняетъ послфдней. такъ какъ каждая изъ нихъ эквивалентна 
нулю. Но теперь вместо каждато вектора [АВ] мы получили век- 
торъ [ОВ’] и пару [АБ, ОС']. СлЪдовательно, виЪсто системы 
С мы получили двЪ системы: систему векторовъ [0Б'], лежа- 
щихъ на одной прямой й имвющихъ общимъ началомъ точку 0, 
и системы паръ (АБ, ОС’). Первая система, по слфдетвю У 
главы П, эквивалентна вектору [ОА]. длина которато есть ал- 
гебрическая сумма длинъ векторовъ [0Б]...; вторая система 
эквивалентна (т. [\) парз /, моменть М которой есть алге- 
брическая сумма моментовъ АВ.ОВ.. паръ [АВ,ОС",.. Итакъ 


С-=[0]-+- 1. 


Пару ПД и векторъ [ОД], вовокупноеть которыхъ эквивалентна 
системв С. я назову равнодзЙствующей парой и равнодЙству- 
ющимъ векторомъ, опредзлен1е ихъ—приведенемъ системы для 
точки, О, какъ начала приведеня, а моменть М равнодЪйству- 
ющей пары растяженемъ системы въ О. Для друтой точки 0’ 
получимъ : 


С—=[0'В']-+- 1. 


Очевидно, что векторы [ОА] и [О'А’'] отличаются только началами. 


Для приведеня системы къ точкЪ 0’ достаточно перенести 
векторъ [ОД] перваго приведеня въ точку О’, что даетъ намъ 


\ 
.. м “ ь > 
РЕ Е РНЕ РС ЧИНУ ЗАЦАИИИИИРЧИИЧУ НИ 
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пару + (ОВ, 00’), которая вмЪетЪ съ П эквивалентна пар 
П новато приведеня. Итакъ 


С-ЕП+ [ОВ ==П + [08.00'--[0' В] == -+[0'В, 
причемъ П-ЕДЕ 08,001, 


Если [ОП] не нуль, то всегда найдется такая точка 0’, для 
которой пара Ш’ эквивалентна нулю. Эту точку я назову чен- 
тральной точкой системы (. Разетолние ОО’ Но точ- 
ки отъ 0 опредЪляется условтемъ. 


Г=П + [02.00'|=5о 
ИЛИ М + ОВ.00'’=о 
откуда | Е — 


Верхн1Й знакъ относится къ тому случаю, когда ПИЬ— пара рае- 
тяженя; нижний знакъ употребляется въ О, случаз. 
Для ‚(центральной точки О’ 


С=0О'В'] 


Исходя изъ приведеня для центральной точки. мы найдемъ 
приведеюе для любой точки О прямой системы С, если мы пе- 
ренесемъ въ эту точку векторъ [0’А']. Если при этомъ послёд- 
_в1Й переносится въ ту сторону. куда онъ самъ направленъ, то, 
Бакъ иы уже видЪли, | 


[0’В'-[ОВ]--(0'В’,00'); 
Въ противномъ случа», 


[0’В'-=[0В]-++(0’В’.00). 
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Отеюда мы заключаемъ, что моментъ М пары И приведеня 
для точки О ееть + В.ОО', евли В — длина равна дЪйствую- 
щаго вектора. СлЪдовательно, растяжене системы С въ любой 
точкВ О прямой системы пропоршонально разетоянтю точки О 
отъ центральной точки системы. Если В равно нулю, то цен- 
тральная точка въ безконечности, и растяжене системы во 
воЪхъ точкахъ прямой системы одинаково. Если А равно нулю 
й М равно нулю, то система эквивалентна нулю. 

Ве полученные результаты формулированы въ слфдующей 
теоремЪ : 

Теорема ТТ. Линейная система векторовъ эквивалентна 
равнодЪЙствующему вектору [ОД] въ соединеми съ равнод?Ъй- 
отвующей парой /. Для различныхъ началъ О приведения”) 
равнодЪйствующЙ векторъ остается. геометрически тЪмъ Же; 
равнодзйетвующая пара съ положетемъ О м%8няетъ величину 
й знакъ. Если ОД не нуль, то система С эквивалентна одному 
вектору [ОА], начало котораго въ центральной точкЗ системы, 
& растяженя системы въ остальныхъ точкахъ прямой системы 
пропорц1ональны разстоямямъ этихъ точекъ отъ центральной 
точки. Юсли ОД нуль, то система эквивалентна парз И, оди- 
наковой для воВхъ началъ приведемя. Если ОА и Ц равны 
нулю, то система эквявалентна нулю. Для того, чтобы судить 
о томъ, эквивалентна ли данная линейная система С нулю, парЪ 
или вектору, достаточно знать элементы ОА п И приведеня 
для одной точки О. Но, не зная ОЙ, а только пары ДП и ПШ 
для двухъ точекъ О и 0’, можно также рЪшить ве вопросы 
относительно системы С. Если И=И’, то центральная точка 
въ безконечности, а система эквивалентна парв И, Еели И= 
П'’=0, то система эквивалентна нулю. Наконепъ, если И не 
нуль и не равно М’, то система эквивалентна одному вектору, 
начало котораго въ центральной точкЗ системы. 





*) Пропускъ: лежащихъ на прямой системы“. 


ео о бела ея, 


М ак" №9 тя 
я 


у 
„ 


— 
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Для поетроентя центральной точки въ послёднемъ случа», 
пусть М и М' — моменты паръ Ди Л’. Если М и М' имз- 
ютъ разные знаки, то центральная точка Х лежитъ между О 
и О’и дВлимъ прямую ОО’ такъ. что 

ОХ М 


О'Х М' 
Если Ми ЛМ' одинаковы по знаку. то точка Х лежитъ на 
продолжени отрЪзка ОО’ такъ, что 


ох _м 
ОХ М 


Длина равнодЪйствующато вектора есть + ох и направленъ 
ОНЪ КЪ ТОЙ. ИЗЪ точекъ О или О’. моментъ которой отрицателенъ. 


Р»шимъ вопросъ о системв С аналитически. 

Возьмемъ на прямой системы (черт. 10) точку О, кото- 
рую примемъ за начало координатъ. Приложимъ въ О два 
вектора [ОБ] и [ОВ"]., равныхъ по длин какому-нибудь век- 


- тору [АВ] системы. Тотда 


[АВ]--[АВ]-+[0В'] [08-50] -+ (АВА) 


Если мы сдЪлаемъ то же построене для вовхъ векторовъ еис- 
темы С, то получимъ: 


С==У[05'] + ;(АВ,0А)-= [ОЕ] ++. 


Пусть ХМ— длина какото-нибудь вектора [45]. #— координата 
начала послЪдняго. А— длина равнод®йствующаго вектора. 


орда ВАХ ИА. 


если М— моментЪ равнодЪйствующей пары Д. 


22 - Ц: Н. ЗЕЙЛИГЕРЪ. 22. 
Чтобы найти элементы приведенйя для другой точки О", 


координата которой 2’, достаточно внести въ формулы (1) 
визето д величины (2—5'). СлЬдовательно. 


2) В=В=УХ, М-=У(#—)Х= МВ. 


Величина ЛМ’ равна нулю. еели О’ совладаетъ еъ центральной 
точкой системы. Координата т, послЪздней опредляетея изъ 
усломя: М'==0. откуда 


ГЛАВА У. 


Сложене перес5кающихся и параллельныхъ векторовъ. 
Пара Пуансо. 


Пусть [АВ]. [СО] — два вектора, которыхъ направленя 
пересЪкаются въ О (черт. 11). Въ эту точку перенесемъ век- 
торы. Тогда, по примчанш къ теорем У’, 


[4В]-5[0В-+(АВ.04), 


[0] ==0Р'1-+ (61,00), 
слВдовательно. 


1) [4А5-+[©Р-Еов' ++ [021+ (АВ,0А)-- (60.00). 


Векторы [ОВ] и [0П'], имЪюпие общее начало, складываются 
по правилу параллелограмма; слдовательно. если [ОАД'] —дла- 
гональ послфдняго. то | $ 


ИТР РРР ТОРЕ: ЧИЛИ Ч 


[0В']--[0Б'-5 ОВ" 


Однозначныя пары (АВ.ОА) и (СР.ОС) эквивалентны одной 
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парз (1, моментъ которой М есть сумма моментовъ первыхъ 
двухъ. Итакъ 


(АВ.ОА)-(СР.ОС)=П, 
ов  ^ 2) [АВ-ЫСЬ--ОЕ + П, 
причемъ моментъ М пары И опредвляется по формулз: 


“) М=ОААВ-+ОС.0р 


причемъ В) Е ЕЕ 
\(О0р’.0В’) зщО8’.ОВ’) 

О; 08-4524 00?4 ЗАВСРе(Ор'.0В 

—(0р’0В’ = | -2АВ.СОе(ОП’,ОВ'). 


Проведемъ чрезъ точки О, А и Б окружность. которую на- 
правлене ОА’ ветрЪчаетъ въ Ё. Если мы переневемъ въ Е 
векторъ [ОД’], то 


[08’]|-5[ ЕВ] —(ОР’, ОЕ), 
‘слздовательно, въ силу 2), 
3) [АВ-НОР=ЕВ-+П--(ОЁ’,ОЕ). 


Такъ какъ точки О, А, Ви С лежать на одной окружности, 
то по известной теоремз 


4) ОЕАС-АЕ.0ОС-—ОА.ВС(=о. 


Но треугольники АЁС и В’Б’О. очевидно, подобны, откуда 


АС _ЕС АЕ 
ИВ АВ 0’ 


слвдовательно. 
ОЕ.ЕВ—О0ОС.Ср—ОА.АВ=о 


Бе Е, г р 7 =. 


/ 
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Но ОЕ.ЕЁ ебть моментъ пары (ОЁВ’.ОР), елЪдовательно, въ 
вилу полученнаго соотношения и формулы о), 


П—(Ов’.ОЕ)==о. 


такъ какъ моментъ этой пары равенъ нулю. 

Если одинъ изъ векторовъ, положимъ, [АВ], м%$няетъ 
знакъ, то выводы обтанутся т же съ той лишь разницей, что 
визето точки Е мы получимъ точку ЕЁ”, лежащую вн дути 
АС такъ, что 


Астон ДЕ 


о ив. Е 





Итакъ въ томъ и другомъ случаз мы имфемъ теорему: 


Теорема ИТТ. Совокупность двухъ векторовъ [АВ] и [СП], 
направлен!я которыхъ пересекаются въ О, эквивалентна одному 
вектору [ЕР], направлен!е котораго` проходитъ чрезъ точку 0. 
Если мы перенесемъ эти три вектора въ О, то ЕР будеть гео- 
метрической суммой векторовъ [АБ] и [СП]. Начало Е вевто- 
ра [ЕВ] лежитъ на одной окружности съ точками 4, С, О и 
дфлитъ дугу АС такъ, что хорды АЕ ЕС обратно пропорило- 
нальны длинамъ векторовъ [АВ] и [СО]. Е лежитъ между А 
и С, если [АВ] и [СП]. оба направлены къ О или въ про- 
тивоположную сторону; Ё лежитъ вн дуги АС въ противномъ 
случаз. 

Изъ этой теоремы вытекаетъ пруемъ сложенмя параллель- 
ныхъ векторовъ. Въ самомъ дЪль, если [АБ] и [АС] парал- 
лельны (черт. 12). то точка О лежитъ въ безконечности, а дуга 
АЕС переходить въ прямую АС. Формулы 7’) и 8”) даютъ: 

Е В Ас това 


твор АР” РВ АВ 


Первыя формулы относятся КЪ тому случаю, когда нарал- 


ао беде аква 


Г 2 +” у > = 


ь а 


“< 
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лельные векторы направлены въ одну и ту же сторону (черт. а); 
вторыя — къ противоположнымъ направленямъ екладываемыхъ 
векторовъ. ЗамЪчая, что веетда 


АС=АЕ-ЕС п АС=АЕ-+ ЕС, 


> 


находимъ въ первомъ случаз: 


1) ЕВ=АВв-ор, . 
во второмъ 
2) ЕЕ=(СрО— АБ, 


что даетъ намъ теорему: 


Теорема ГП. Совокупность двухъ параллельныхъ векто- 
ровъ эквивалентна одному вектору. Начало послФдняго лежитъ 
на прямой проходящей чрезъ начала первыхъ двухъ и дЪлитъ 
эту прямую въ обратномъ отношенши длинъ складываемыхъ век- 
торовъ. Начало равнодЪйствующаго вектора лежитъ между на- 
чалами послзднихъ. если они направлены въ одну и ту же 
сторону; въ этомъ случа равнодЪйствуюний векторъ направ- 
ленъ въ ту же сторону. а длина его равна сумм длинъ скла- 
дываемыхъ векторовъ. Юели послЗдн1е направлены въ противо- 
положныя стороны. то начало Ё равнодЪйствующаго вектора 
лежитъ внз прямой. соединяющей начала складываемыхъ век- 
торовъ, ближе къ началу тото изъ нихъ, длина котораго боль- 
ше. Въ этомъ случаВ равнодВЙствующЙ векторъ направленъ 


‚ВЪ сторону послздняго. & длина его равна разности ДлинъЪ 


свладываемыхъ вевкторовъ. 


‚ Еели во второмъ случав АБВ=Ср, то формулы 2) даютъ: 
АЕ’ ЕСО =о. ЕЁ=о; 


откуда мы заключаемъ, что точка Ё” лежитъь въ’ безконечности 
и векторъ [Е] равенъ нулю, т. е., совокупность двух рав- 
ных и параллельныхь векторов. не лежащихь на одной 
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прямой и имъющихь противоположныя стороны. не можете 
быть приведена кз одному вектору. Такую совокупность я 
назову парой Пуаноо. 


СЛАВА 
Сложене паръ вращения. 


Я назову парой вращеня такую пару Пуансо, у которой 
(черт. 13) начала слагающихъ ‘лежатъ на прямой, перпенди- 
куларной къ общему направлен слатающихь, Разетояне АС 
началъ слатающихъ есть плечо. а произведен1е плеча на общую 
длину слатающихъ есть момениз пары. ЁромВ плеча и слатаю- 
щихъ. въ парз вращеня нужно различать еще сторону враще- 
ня. Для того, чтобы указать сторону, въ любой точкЗ плос- 


кости пары возставимъ перпендикуляръ по той сторон ея, съ. 


которой наблюдателю направлене стрЪлокъ, поставленныхъ у 
концовъ слатающихъ, кажется совпадающимь съ движенемъ 
часовой стрЪлки. Этотъ перпендикуляръ называется осью пары. а 
моментомё оси пары называется отрфзокъ оси, равный чиелен- 
ной величинф момента пары. У конца момента оби ставятъ 
стрфлку. чВмъ сторона вращен1я внолнЪ указывается. Для от 
лич1я пары вращешя отъ пары сжатя я буду обозначать ве 
символомъь + ((Х,а)), гдз Х-—общая длина слагающихъ, а— 
плечо пары, а знакъ указываетъ на сторону пары. Дв пары, 
лежашя въ одной плоскости, имвютъ одинаковые знаки, если 
ихъ стороны одинаковы. 


Теорема 1Х. Пара“Яуансо, длины слатающихъ которой 
суть Х, а разотояне. послЪднихъ есть а, эквивалентна сово- 
купности пары вращеня ((Х.а)) и пары растяженя или ежа- 
мя + (Ха), гдЪ а—ортогональная проекшя на общее направ- 
лен!е слатающихъь разетояня ихъ началъ. | 

Доказательство. Пусть (АВ,СР) — пара Пуанео. (черт. 





#7. = 
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14, аи) Х — длина ея влатающихъ, а — разстояне между 
ихъ направлен!ями. Опустимъ изъ С перпендивуляръ С.А” на 
направлене АВ и перенесомъ векторъ [АВ] въ точку А'—06- 
нован!е этого перпендикуляра. Тогда по теоремВ У’, 


АВА” В" -+(Х,А*А) (черт. а) 
ИЛИ [^В]==А’В'|-- (№А’А) (черт. 6). 


Слздовательно, 
[АВ] [СР-А' В+ [СР -(Х, А" А) 
ИЛИ [АВ]--[ОБ]-ЕА’ В-Н[СР]-(Х, А’ А). 
Но начала векторовъ [4”В’”] и [СО] лежать на прямой, пер- 


пендикулярной къ направленямъ векторовъ; слЪдовательно. по 
опред лентю, 
[В -Н[СВЬ=Е((Х.а)). 


чё 


Итакъ [А8]-+[СЬ]==СХ,а)) + (Х.«), 


гдВ «= А’А есть ортогональная проекшля разстоямя АС на- 


° чалъ векторовъ на общее ихъ направлене. 9. Ё. Г. 


% 


Доказанная теорема сводитъ изучене пары Пуансо въ 
изучентю пары вращеня, чЪмъ мы и займемся. 


Теорема Х. ДвЪ пары вращеня, лежашля въ одной й 
той же’ плоскости, эквивалентны, если при одинаковыхъ сторо- 
нахъ вращеня у нихъ одинаковыя длины слагающихъ, причемъ 
прямыя. на которыхъ лежатъ послЪдн!е, совпадаютъ. 


Доказательство. Пусть (черт. 15) Х—общая длина сла- 
гающихъ обзихъ паръ, а — разстояне прямыхъ, на которыхъ 
онз лежать, и въ то же общая величина плеча паръ. Мы 
имземъ: 


(Хи) В-НСЬ]; ((Х,а))-= 47+’. 


08 д. Н. ЗЕЙЛИГЕЬЪ, ы р: 
Но по примфчан1ю къ ть \, 
АВА" В -—(Х,А А") 
точно также РС (Х,СС,. 
Но МОС 
слдовательно, [АВ|-Н СР] -А’В-+НС ТУ. 9. Е. ВБ. 


Доказанную теорему можно такъ формулировать: пару 
вращен1я можно переносить такъ. чтобы ея слатающия сколь- 
зили при этомъ по своимъ направлен1ямъ. 

Слъдетве. ДвЪ пары, стороны вращеня которыхъ проти- 
воположны. вмЪстВ эквивалентны нулю, если при равныхъ пле- 
чахъ и длинахъ слагающихъ послфдн!е лежатъ на однихъ и. 
тЪхъ же прямыхт. | 

Теорема А1. ДПвЪ пары вращенля, лежапйя въ одной и 
той же плоскости, эквивалентны, если при одинаковыхъ дли- 
нахъ плечей и слагающихъ стороны ихъ вращенй одинаковы. 

Доказательство. Пусть (АВ.СР)— данная нара (черт.16). 
ММ, Рд—пара параллельныхь прямыхъ, отстоящихъ другъ отъ 
друга на разстоянш. равномъ плечу пары. Фигура ММРО есть 
ромбъ. На прямыхъ №№ и РО возьменъ пару точекъ АД’, С’ 
такъ, чтобы прямая А’О’ была перпендикулярна къ ММ№и РО. 
Въ точкахъ А’и С’ приложимъ четыре вектора [.”В’'], [А’В"'), 
[С'Р”. [С’Г"], равныхъ по длин АВ и СР. Введеше этихъ 
новыхъ векторовъ не измВнитъ данной пары. (Глава Ц. сл. [У). 
СлЪдовательно, 


В Дар Зы фм ое 


и оба Санс 


1) ((4В,Ср))==((Ав.СБ)у- я’ ВЕ А’В"-Н[СР-Е СР". 

Но очевидно, 
А’ ВСР 01)) и [А’В"-НОТ = 
== ((4’В”.0”)). 





м-р + ГГ | РУ 
< р, Мы р х 5 \-: 
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Перенесемъ пары вращенмя ((АВ,СР)) п ((А’'В".С'О")) по 
прямымъ, ихъ содержащим, такъ, чтобы начала Си А’ ихъ 
слатающихъ [СО] и [А’В”] совпали съ точкой М. Пусть тогда 
новыя положения векторовъ [АВ]. [СП], [А'Б“] и [С'0" бу- 
дутъ соотвЪтетвенно; 4”2'”, МО". МВ”’ и С”. Векторы 
МБ” п [МО"] пыЪютъ общее начало; слЪдовательно, ихъ 
можно сложить по правилу параллелограмма; пусть [МА|—ихъ 
равнодвйствующ!Й. Замфчая, что слатающе вектора [М8] 
отличаются отъ векторовъ [А”В!"] и [С”Г)”"]| только началами 
и сторонами, мы заключаемъ. что [МА] — можетъ отличаться 
отъ равнодЪйствующато послёднихЪъ двухъ тоже только нача- 
ломъ и стороной. Но точки М, А”, О.С”, очевидно, лежатъ на 
одной окружности; кромЪ того, 


# 


МА”—= МС", АВЕО" 


Отсюда въ силу теоремы УП мы заключаемъ, что равнодЪй- 
ствующЙ векторовъ [А”В"] и [С”П""|] иметь свое начало 
въ М. Но этотъ равнодЪЙствующиЙ долженъ, какъ мы видЪли, 
отличаться отъ [МА] стороной. СлЪдовательно, 


[А В” [С" "МО" +В" ((А" В", МР") 
-((м5”,С”П))=юо. 
Но ((4”В", МЬ"”))==((ав.СЬ)) а ((МВ”, С" == 
ИВО 
по теорем Х. слздовательно, 
((аВоБ))-+((А’В", Сук, 
что обращаетъ равенетво 1) въ слдующее: 


((4В.0))-ЕА’В’, ('Р)). 4. Е Г. 


к уж ы хе: - % — и Е. в Я 
“ * + , -- 4 {- . вое С 
- А > у “у | У *. 


< 
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Слльдстве. Совокупность двухъ паръ, лежащих въ од- 


ной и той же плоскости, эквивалентна вулю, если пары отли- 
чаются лишь сторонами вращения. | 


Пользуясь доказанной теоремой, мы можемъ найти сумму 
двухъ паръ вращентя, у которыхъ длины слатающихъ или пле- 


чей равны, если при этомъ пары лежатъ въ одной плоскости. 


Въ первомъ случаЪ. одну изъ данныхъ паръ переметимъ 
по ея плоскости такъ, чтобы начало одного изъ ея слатающихъ 
совпало съ началомъ одного изъ слатающихъ второй. а зат мЪ 
повернемъ первую пару вокругь общаго начала ‘такъ, чтобы 
стороны слатающихъ, общимъ началомъ которыхъ служить точка 
вращеня, сдЪлались противоположными. Тогда совокупность 
этихъ двухъ слатающихь можно отбросить, такъ какъ она, по 
ел. Г\ главы Ш, эквивалентна нулю; мы получимъ такимъ 0б- 
разомъ пару вращен1я. длины слатающихъ которой равны дли- 
намъ слагающихь данныхъ паръ, а плечо есть сумма или раз- 
ность плечей послЗднихъ, смотря по тому, одинаковы ли ихъ 
стороны вращенй или нЪтъ. Въ первомъ случа, равнодЪйству- 
ющая пара иметь ту же сторону вращеня, во второмъ—ето- 
рону вращеня, общую съ той парой, плечо которой больше. 
Итакъ 


2) ((Х:а)) + ((Х2)-=(Ха=5)). 


И въ частности 
3) п((а))-=(Хла)). 


Во второмъ случаЪ. когда при одинаковыхъ плечахъ длины 
слатающихъ различны. не трудно показать, что 


№) (Хи) = (а) У,а)) 
3) (Ха) -=(@Х)) 


Теорема ХПИ. ДвЪ пары вращеня, лежалйя въ одной. 


| 
Пе ЧЕАААУ СИРИИ Пр РИаАИЬИИИЧ 


м” ы #. „ ` ”.. ой и \ ь? 
\. >. т . | ь 
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плоскости, эквивалентны, если стороны вращенй и моменты 
ихъ одинаковы. 

Доказательство. Пусть ((АВ.СГ)) п ((А'Б'.С'О")) — 
дв пары вращеня (черт. 177), причемъ 


а) АВ.Аб=А’В'.А'С'. 


Прямыя, на которыхъ лежатъ слагающ!е обфихъ паръ. перес*- 
каются въ вершинахъ М, №, Ри Ч параллелограмма. Пере- 
несемъ пару ((.45.С7))) по прямымъ ея слатающихъ такъ, 
чтобы точка С совпала съ №. Тогда, по теорем У’, 


ВА Ав." В" М). 


_Опуетимъ изъ М перпендикуляръ Ми’ на РО и въ точкахъ № 
и п’ приложимъ 4 вектора МБ", МБ" т Пит ПГ, 
длины которыхъ равны общей длинф слатающихъ второй пары. 
Тогда | 


0 (авс р)-(мВ" и), 
по теоремз \; кромЪ тото. : 
5) ((АБ.СР))-Е(А" В", МБ") =" В", МЬ""))+ 
Е(СМВ" О") + ((УВ"" п", 
по ВдСтВО Г\ второй главы; или въ силу 1). 
) ((авору-ь(а’ В, с ра" в", мр"))+ 
(МВ, 


Пусть [№2]-—равнодвйствующий векторовъ [М№В"" и [МО"], 
имзющихъ общее начало. ЗамЪтииъ. что [№А] можетъ отли- 
чаться отъ равнодфйствующато векторевъ [А"В!"] и п" 
только началомъ и стороной. Такъ какъ А"Л= АС п № = 
А'С', то въ силу уравненя а): 


% . \ мо лу. от: 2 А 27% —' «1,9 ГР. 3 ^Т.- <“ ЗМЕЮ. 
г. ры. А А ах ды. — 
; О 2 2 ^ ‹ ще у Г вы %/9 


См 
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7. „ 
А"В!" № 
п’ т! АЯ 


Кром того, точки Р, А". № и п’, очевидно. лежатъ на од- 
ной окружности; отсюда, но теорем» УП, начало равнодЪйетву- 
ющато векторовъ [А’В""] и [и'О""| вовпадаетъь съ №. Но, по 
только что сдфланному замЪчантю. этотъ равнодЪйствуюнщий век- 
торъ отъ [МД] отличается только стороной; слЗдовательно.. 


"ДИН №!” -|- ИВ. ве. ==0 
я 


® 


а уравнене =) даетъ: 
((ав.СР))==((А'В'.С'О)). 4. Е. О. 


Теорема ХШ. Совокупность какого угодно числа паръ 
вращен1я, лежащихъ въ одной плоскости. эквивалентна одной 
парз вращенля, лежащей въ той же плоскости и имЗющей мо- 
ментомъ алгебрическую сумму моментовъ складываемыхъ паръ. 

Доказательство. Пусть ((Х.,а)). ((7.0))... данныя пары. 
По теорем$ ХИ, 


((Ъъа))-=((Ха,1)), ((7.5))-=( 6,1)... 


слфдовательно, 
((Ха)) + ((Т.5)) + ...==((Ха,1)) + (75,1) + ...==(СХа1)), 


по теорем ХТ (уравн. 2’). Но моментъ пары ((ХХа.7Т)) есть 
Да. Ц. Е. О. 

При этомъ нужно замЪтить, что, если бкладываемыя пары 
имзють одинаковыя стороны вращенйя, то ихъ равнодЪйствую- 
Щая имфетъ ту же сторону вращеня, а моментъ ея есть арио- 
метическая сумма моментовъ первыхъ паръ. Пели же стороны 
вращен1я послФднихь различны, то нужно считать иоложител- 
ными моменты паръ, стороны вращеня которыхъ совпадаютъ 


ЧИНА ЧЕК 


: СТАР ЧА ЗЧ | 
аа пох НР УЗ ИСИ РНИИ 
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стороной движен!я часовой стрфлки, отрицательными — момен- 
ты остальныхъ паръ. Тогда, если вышеупомянутая алгебричес- 
кая сумма положительна. то сторона вращения равнодЪИствую- 
щей пары одинакова со стороной движения часовой стр$лки; 
въ случав отрицательной суммы. эта пара имЗетъ противополож- 
ную сторону вращения. | 

Займемся теперь сложенемъ паръ въ пространетвЪ. Пусть 
(черт. 18) АВСРЕЕРСН— прямой параллелепипедъ, основантемъ 
котораго служить параллелограимь АВЛО. Въ вершинахъ А 
и В по ребру БЕ и продолженю ребра ЕА приложимь век- 
торы [ВЕ] и [АЕ'], длины которыхъ одинаковы. Мы получили 
такимъ образомъ пару вращешя ((ВБР.АЕ’)), такъ какъ АВ 
перпендикулярна, по предположеню. къ БРи АЕ’. ВЪ осталь- 
ныхЪ двухъ вершинахъ /) и С основаня по направленямъ ре- 
беръ ОН и СС приложимъ векторы [ДЫ] и [РН], [Са] и 
[Са"], длины которыхъ равны длинз первыхъ двухъ. Тогда, по 
сльдетвшю ТУ главы П. 


“) ((ВРАЕ))==((ВР.АЕ))--[РН]-+ [РН [66] [Сб 


Пуеть О—перее$чен!е д1атоналей АЛ и ВС основаня паралле- 
лепипеда. Равные и параллельные векторы [АЕ] и [НН] эвви- 
° валентны, по теорен% УПШ, вектору [ОК], инзющему общее съ 
°— ними направлеше ий сторону, & длину двойную. Точно также 
векторы [ОЕ] и [СС] эквивалентны, по той же теоремЪ, век- 
тору [ОК’], имфющему то же направлене и сторону, а длину 
двойную. Но слатающйе векторовъ [ОК] и [ОК’] отличаются, 
по предположению. только началами и еторонами; елздователь- 
но, векторы [ОК] и [ОК'] отличаются только сторонами, откуда 


0К]- ОКНА -+ФН [ВЕ] [6] 5, 
что превращаетъ уравнене (©) въ слздующее: 


((ВРАЕ’))==((ОН,О@')). 


Т.- Х1 Запис. Мат, Отд, 3 


в. 
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Полученный результат можно на основаюи теоремы ХИ фор- 
мулировать такимъ образомъ: 

Теорема ХПГ’. ДвЪз пары вращенля, АЛИ вЪ парал- 
лельныхъ плоскостяхъ, эквивалентны, если ихъ моменты равны. 
и стороны вращенй одинаковы. 

Если мы- вопомнимъ опредфлен1е момента оси пары, сд*- 
ланное на стр. 31, то на основани предыдущаго можемъ ска-. 
вать: двз пары вращен1я эквивалентны, если моменты ихъ 06ей 
геометрически равны, т. е., параллельны, имфютъ одинаковыя 
длины и стороны. 

Для сложешя паръ въ параллельными осями нужно сло- 
жить моменты ихъ осей. 


Теорема ХУ. ДвЪ пары вралщеня, плоскости которыхъ 
пересВкаются по прямой АБ, выЪетВ эквивалентны парз, плос- 
кость которой параллельна прямой АБ. Моментъ равнодЪйству- 
ющей пары есть геометрическая сумма моментовъ складывае- 
мыхъ парт. 

Доказательство. Пуеть ((Х.,а)). ((Т.5)) — двЪ пары, 
плоскости которыхъ пересекаются по АВ (черт. 19). Пользу- — 
ясь теоремой ХП. превратямъ данныя пары въ эквивалентныя 
ииъ пары ((40.51)) и ((АЕБЕ)). лежащя въ тёхъ же 
плоскостяхъ и имзюня общее плечо АВ. Векторы [АС] [АЕ] 
эквивалентны одному вектору [АА], точно также векторы [ВЛ] 
и [ВЁ] эквивалентны одному вектору [В [. Нетрудно показать, 
что [АК] и [ВГ] воставляютъ пару вращеня. Въ самомъ дз- 
лЪ, параллелограмиы АСКЕ и ВОГЁ равны и лежать въ па- 
раллельныхъь плоскостяхъ, такъ какъ стороны АС и АЁ перваго_ 
соотвфтетвенно равны и параллельны сторонамъ 57) и БЕ вт0-. 
раго. Отеюда мы заключаемъ, что дЛатонали ихъ АК и ВЁ 
также равны и параллельны. Замфчая, кромЪ того, что АБ, 
по предположеню, перпендикулярна къ АС и АЕ съ одной 
стороны, къ 6/) и БГ съ другой, мы ‘заключаемъ, что плос- 
кости параллелограммовъ, слФдовательно, и пхъ д1атонами АК 
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и БГ, также ериондикулярны къ ДБ. Итакъ [АК] и [В] 


_образуютъ пару вращеня, эквивалентную, какъ мы видфли, 60- 


вокупности паръ ((4С,50)) и ((АЕБЕ)). Вмизето пары ((АК, 
ВЬ)) можно взять всякую другую. ей эквивалентную и лежащую 
въ плоскости ААРВГ, или въ другой. ей параллельной плоскости, 
ЧФиъ доказана первая часть тебремы. Для доказательства вто- 
рой части чрезъ произвольную точку О пространства проведемъ 
прямыя 0, ОМ, ОВ. геометрически равныя моментамъ дан- 
ныхъ паръ и ихъ равнодфйствующей. Такъ какъ три пары йм%- 
ютъ общее плечо, то ихъ моменты пропоршональны длянамъ 
слагающихь АС, АЁ и АК. Но эти три лини суть стороны 
и длатональ параллелотрамма, утолъ которато СА есть уголъ 
между плобкостями данныхЪ паръ й равенъ, слфдовательно, углу 
МОМ между моментами осей послзднихъ. Отсюда мы заклю- 
чаемъ, что ОА — датональ параллелограмма, построеннато на 
ОМ п О\М, Доказанная теорема есть ничто иное, какъ закона 
параллелорамма моменлтовь осей для паръ, которыхъ ов на- 
клонны другъ въ другу. 

Равнымъ образомъ, если нужно сложить три пары, плос- 
кости которыхъ (черт. 20) пересЪкаются въ точкз О, строймъ 
въ точкВ О или въ любой точк® О’ прямыя О’А, О'Ви О’С, 
теометрически равныя моментамъ осей данныхъ паръ. Длатональ 
О’Р параллелепипеда, построеннато на О'А. О’В и О’С, есть 
моментъ равнодйствующей пары. Это непосредетвенно вытекаетъ 
изъ предыдущаго. Указанное построенме заключаетъ въ 6е6Ъ 
законъ параллелепипеда моментовъ осей. 


Наконеть, если нужно сложить любое число паръ враще- 
н1я, лежащихъ, какъ угодно, въ пространетвЪ, чрезъ произволь- 
ную точку проводимъ прямыя, теометрически равныя моментамъ 
осей складываемыхъ паръ. Эти прямыя мы складываемъ. какъ 
векторы, имвюпе общее начало, по правилу многоугольника 
векторовъ. Замыкающая многоугольника есть моментъ оси равно- 
дЪйствующей пары, причемъ начало послЪдняго (момента) въ 
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вышеупомянутой точкЪ пространства. Полученные до вихъ поръ 
результаты показываютъ что теортя паръ вращен1я тождественна 
съ современной теорлей паръ Пуансо. 

“Намъ остается вывести формулы. по которымъ опредЪ- 
ляется моментъ равнодЪйствующей пары для любато числа паръ 
вращеня, какъ угодно, лежащихъ въ пространства. 

Пусть би. 6,.. @, — моменты осей данныхъ паръ, (аи, 
В1, 11)... (а„. В, 1„)—углы. образуемые съ осями прямоуголь- 
ныхъ координать д. У. 2 направленями о6ей моментовъ. 

Если (7, @!, 61, — слатающля момента @, по осямъ, то 


(= 1630, {= (16381, = 016811 
точно также (041=0О.сза,, @1==0.658,, Ч1=.68».... 


ЗамЪчая, что моменты (т. @7,.. параллельны. мы заклю- 
чаемъ, что соотв тетвующтя имъ пары эквивалентны одной, мо- 
ментъ которой С, иметь тоже направлене и равенъ: 


6,0 бо банан. б.н 


точно также С, = ХС! = (138, | СъсзВ»-+..-Н С,с38,, 1) 


С.—= Ха1=О 169 - б сз ..- а, с81,. 


> 
> 


Пары съ моментами осей 6, С, и @. эквивалентны одной, 
номентъ которой @ есть дЛагональ прямоугольнаго паралле- 
лепипеда, построеннаго на @,, б, и @.. Слфдовательно, если 
а, Ви 1—утлы прямой @ съ осями, то 





3) чв-а-а; @=а.-в,-е:. 


Формулы 1) и 2) суть пекомыя. 
Во второй глав мы вывели изъ опредзленя сложенше 
векторовъ, имзющихь общее начало; въ третьей мы дали пра- 


2 Ак 
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вила сложеня парЪъ растяжения, наконецъ въ настоящей главЪ 
выведены правила сложеня паръ вращеня. Векторъ, пара рас- 
тлжен1я и` пара вращеня — вотъ три неприводимыхъ одинъ къ 
другому, основныхъ элемента опредвленной въ первой глав 
системы теометрическихъ образовъ. Въ НапихЪ рукахъ теперь 
воз средства, необходимыя для ея изученя. Въ слфдующей 
глав изслёдована плоская система векторовъ; система векто- 
ровъ, какъ угодно, расположенныхъ въ пространствз. состав- 
ляетъ содержане [Х главы. 


‚ГЛАВА УП. 
Плоская система векторовъ. 


Пусть О произвольная точка въ плоскости системы С’ век- 
торовъ (черт. 21) [АВ]... Изъ О опустимъ перпендикуляръ 
Оа на направлен!е какото-нибудь вектора [АБ] системы и пере- 
несемъ [АБ] въ а. Тогда, по примЗчантю къ теоремЪ У’, 


АВ]--(а-+(АВаА). 


Залзиъ въ О приложимъ два. равныхъ по длин и противо- 
положныхъ, вектора [ОБ и [ОБ"], длины которыхъ равны 
длин® [АВ] причемъ прямая Б’РВ’ параллельна АБ. Тогда 


об-е НОВ ОВ" -Н ОВ" + (46.0), 
Ишь = [АВ-ЕОВ"-+(АВаА)-+((а6,ОВ")). 


Такимъ образомъ. виЪето вектора [4.6], мы получили векторъ 
0В']., пару растяженя (АР.аА) и пару вращеня ((а5.О0В”)). 
Повторяя тоже построене для каждаго вектора системы. мы 
приведемъ послвднюю къ слздующимъ тремъ системамъ: 1, вис- 
тем векторовъ [ОБВ'], имфющихъ общее начало въ 0; 2. виб- 


АА РИ А ИИ и А Е "ЗА ь. ь-- мА 5: 
-= » О, ОР ое На 
. И. - а ТУ ЗМ ЗВ ее 
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тем паръ растяжения или ожаля (АВ,аА) и въ 3, къ систем 
паръ вращеня ((а5.0В")). Итакъ | 


С--У[ОВ'|- Х(АВ.аА)--У((а6,ОВ")). 


Система >|ОБ’] эквивалентна одному вектору [ОА] (Глава П, 
Сл д. УП). Система \(АВьаА) эквивалентна одной парВ сжа- 
т1я или растяженя Ру, моментъ которой № опредЪляется (Т. ГУ) 
формулой: 


1) М=хУАВ.аА. 


Наконецъ система У((а6.05”)) паръ вращешя, лежащих въ 
одной плоскости, эквивалентна одной парз вращеня_Г., мо- 
ментъь которой @,, по теорем$ ХШ, равенъ: 


2) 9. =ХАВ.0а. 


05 


Цара Г, по той же теорем», лежитъ въ плоскости системы (`. 
На основами вышебказаннато получаемъ: : 


3) С-ОВ-Р У, 


Векторъ [ОА], пару растяжешя Р, и пару вращеня Г, я на- 
зову равнодъйствующими системы (0. а опредЪлене этихъ 
величинЪъ для точки () я назову ириведенемь системы для О, 
какъ начала приведеня. Величины [ОА], Ру и И, суть эле- 
менты приведеня. 

Для другой точки О’, лежащей въ плоскости (0), мы точно 
также получимъ: = 


3") СЕОВ-ЕРНЫИ,, 


Остается изелЪдовать, какъ измвняются элементы приведе- 
ня при переходЪ отъ одного начала къ другому. 

Относительно равнодЪйствующато вектора вопросъ рзшается 
крайне просто; онъ, очевидно, мЪнлетъ только начало, оставаясь 
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геометрически тЪмъ же. Направленя равнодЪИствующихь векто- 
ровъ образуютъ такимъ  образомъ систему параллельных пря- 
мыхъ (м). Можно получить элементы приведенйя для точки О’. 
лежащей на прямой м’. зная элементы приведеня для точки 
О, лежащей на прямой (и. | 

Пусть [ОВ], Ри Г’, — элементы приведешя для О (черт. 
22). Опустимъ’ изъ точки О’, лежащей на м’, перпендикуляръ 
О’а на в. Перенесемъ теперь [ОД] въ а. Тогда 


[ОА|==[аВ'|-—(ОВьоа). 


Затвиъ въ О’ по прямой и’ приложимъ два вектора [О’А’|, 
[0'В"'], длины которыхъ равны ОЛ. Тогда : 


[а [О' В] + (ай, в0')}, 
олЗдовательно, = 
[08-Е -У ==0'В'|—(ОА.0а)- (ав, а0’)) + РТ. 
Пары Ру и — (ОЛ.оа) эквивалентны одной Р‚, пары У, и 


((аВ’,аО’)) эквивалентны одной И,,. Слдовательно, 


а) Р,=Р-—(ОВоа) п Г,=7Т,--((аВ'.ао’)). 


Полученныя формулы позволяютъ переходить отъ одного начала 
къ другому. Если Л, — моментъ пары Р, и @., — моментъ 


пары Г’ А длина вектора [ОД], то -. 


3) М,=М,—2.0а. @,=б- В.о. 


Эти формулы всетда справедливы при любомъ положен!и точки 
0’. Нужно лишь условитьея относительно знаковъ отрззковъ Оа 


и а0’. Точка О длить прямую № на дв части. Отр%зкя Оа. 


концы которыхъ лежитъ съ В въ одной части прямой в, бу- 
демъ считать положительными. отрзки, пиЪюпе противопо- 
ложное направлене, омрицательными. Прямая № дЪлитъ плос- 
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кость системы на двЪ части. Представимъ себз наблюдателя 
въ О, который смотритъ на конець А равнодЪЙствующаго век- 
тора. Вправо отъ наблюдателя будутъ точки О’, для которыхъ 
отр$Ззки аО"' положительны, влЪво — тЪ точки 9 для кото- 
рыхъ эти отрфзки отрицательны. При этихъ условтяхъ формулы 
(8) всегда справедливы, въ чемъ нетрудно убЪдиться. 


Обратимея въ изслФдованю этйхъ формулъ (8). Первая 
изъ нихъ показываетъ. что пара растяженя одинакова для 
веЪзхъ точекъ прямой у. перпендикулярной къ м; точно также 
изъ второй формулы слвдуетъ, что пара вращеня одинакова 
для воЪхъ точекъ прямой м’. Каждой точкЪ О’ плоекости сис- 
темы (' соотв тствуютъ особыя величины Г, и Г, Первую 
величину я назову растяжещемь или сжатйемь системы въ 
0; вторая есть вращене системы въ О. Полученные резуль- 
таты формулированы въ слздующей теоремЪ: 


Теорема ХТ Точки О’, въ которыхъ раетяженя или 
сжатя одинаковы, лежать на прямой у. Прямыя у, которымъ 
соотвЪтетвуютъ различныя значеня моментовъ растяжен1я или 
сжатя ЛИ, параллельны между собой. Точки О’, въ которыхъ 
вращен1я системы одинаковы, лежатъ на прямой и’. Прямыя 1. 
которымъ соотв тотвуютъ различныя значения моментовъ вра- 
щеня С.,, параллельны между собой. Система прямыхъ у пер- 
пендикулярна къ сйстемВ прямыхъ м. | 


Прямыя у я назову прямыми одинаковыхь растяжения, 
прямыл м будутъ называться прямыми одинаковых вращенай. 


Формулы (8) показываютъ, что, если В не равно нулю’ 
то на прямой |« воегда существуеть такая точка 0 вЪ кото- 
рой растяжеше системы равно нулю. Точка Ц называетея =у- 
левой точкой прямой и; опредЪляется она изъ формулы: 

И, 


9. 
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Изъ т%хъ же формулъ слЗдуетъ, что при томъ же услови на 
прямой у всегда существуеть точка Г, въ которой вращен!е 
системы равно нулю. Точка Г есть нулевая точка прямой у; 
опредЪляется она по формулЪ: 


С 


Ее 


На основани теоремы ХУТ мы получаемъ: 


Теорема ХИП. Между прямыми у одинаковыхъ растяже- 
в есть одна у. ВЪ точкахъ которой растяжене системы равно 
нулю. Прямая у, есть геометрическое мЪсто нулевыхъ точекъ 
И прямыхъ в. Между прямыми м одинаковыхъ вращенй есть 
одна №0. ВЪ точкахъ которой вращене системы равно нулю. 
Прямая |„, есть геометрическое м$ото нулевыхъ точекъ Г пря- 
мыхъ у. ПШраямыя в, и у, взаинно-перпендикулярны и всегда 
существуютъ. ‘если длина В равнодЪЙетвующаго вектора не 
равна нулю. 


Сльдствле. ЗамЪчая. что в, и у не параллельны, мы за- 
ключавиъ: если А не нуль. то въ плоскости системы всегда 
есть такая точка И’, въ которой растяжене и вращене сис- 
темы одновременно равны нулю. Точка 17, которую я назову 
нулевой точкой системы, есть пересЪчене прямыхЪъ о И У, 
которыя будуть называться. первая — 2рямой нулевых враще- 
ий. вторая— прямой нулевыхь растяжении. Система эквива- 


лентна одному вектору [А], приложенному къ нулевой точкВ И’. 


Вели Д равно нулю. то. какъ видно изъ тёхЪъ же фо]- 
муль (В). вращен1я и растяжения системы въ различныхъ точ- 
кахъ плоскости послфдней одинаковы. 


Пусть И’— нулевая точка, | ИА]-—равнодЪйетвуюний век- 
торъ (черт. 23). На основанши предыдущаго направлене В 
есть прямая м, нулевыхъ вращешй, а’ перпендикутярная къ 
ней прямая нулевыхъ растяжен!й. 


ЧА, 3$ 14 ей м. оч 


я Е Е О а.о о 
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Если, какъ на стр. 39. мы предетавииъ себ въ И’ на- 
блюдателя, который смотритъ на конецъ А вектора [А], то 
вправо отъ него будетъ простираться часть плоскости, въ точ- 
кахъ О которой пары вращеня Г, направлены въ сторону дви- 
женя часовой стр®лки м. слёдовательно, имВютъ положитель- 
ные моменты. Вльво отъ наблюдателя будетъ простираться та 
часть плоскости, въ точкахъ которой моменты вращешй отри- 
цательны. Перед собой тотъ же наблюдатель увидитъ точки, 
вЪ которыхъ система имфетъ сжале или, что все равно, отри- 
цсительное растяжене; позади него будуть точки, въ которыхъ 
растяженте системы положительно. 


Если О—точка плоскости системы, то элементы М, и `@, 
приведения будутъ для нея: 


) М=—Ва0, @=В.Та, 


тдз а—проекшя точки О на у,. Полученныя формулы показы- 
ваютъ что сжапие и вращете в5 какой-нибудь точкь О 
пропорциональны растяжешямь послъдней оть нулевых 
прямых. 


Пусть РТ». Им, -—нулевыя прямыя (черт. 24). Въ точкЪ 
О плоскости системы возставимъ перпендикуляръ и нанесемъ 
на него отъ точки О два отрзка ОТ, и ОР.. причемъ пер- 
вый есть моментъ оси С, равнодЪйствующей пары Г,. а длина 
втораго равна численной величинз момента М, равнодйствую- 
щей пары Р‚. На нашемъ чертеж точки Р, и Г, находятся 
еъ разныхъ сторонъ точки О. такъ какъ, по предыдущему. мо- 
менть 0, положителенъ, а моменть 2, отрицателень. Опуетимъ 
изъ О перпендикуляры Оа и Об ‘на, и в. Треугольники 
Г. 05 и Ра даютъ: | 





а ее ег > © чмо - Г Га \% < - 
= 2 * 2 м * - ‚`` ` 
Е & ь . » < - у ``. 
1 \ -. ^ 
РИ ‹ в 
В 
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на основанш формулъ (1). ЗамЪфчая, что Г, ебть кочецъ оей 
момента пары 7У.,. мы получаемъ теорему: 

Теорема ХУШ. Еели въ точкахъ плоскости системы по- 
втролиъ моменты осей соотвётетвующихъ этимъ ‘точкамъ равно- 
дЪйствующихь паръ вращенй, то концы моментовъ лежать въ 
плоскости. Эта плоскость пересВкаетъ плоскость системы по 
прямой нулевыхъ вращен1й и образуетъь съ ней утолъ, 20% ко- 
тораго равенъ длинф равнодЪЙствующаго вектора. 

Эта теорема справедлива и въ современной теор векто- 
ровъ *). Равнымъ образомтъ, точка Р.., соотв тетвующля различ- 

нымъ точкамь (). лежать на плоскости Р, образующей съ плос- 
костью системы тотъ же уголь и пересвкающей послзднюю по. 
прямой нулевыхъ сжатй. 


Примъчаще. Повернемъ плоскоеть Р, вокругъ прямой 
ГТ.Р., какъ оси вращеня, на прямой уголъ такъ, чтобы въ но- 
вомъ своемъ положени она сдфлалась параллельной плоскости 
У,. Наблюдателю, стоящему въ 0. прислонившись къ прямой 
ОТ,, будетъ казаться, что это вращене происходить въ 010- 
рону. противоположную движен!ю часовой стрЪлки. Легко про- 
взрить, что это всегда справедливо. еели только во возхъ слу- 


 Ччаяхъ наблюдатель находится въ указанномъ положении. 


СдЪланное замфчан!е приводить къ слфлующему простому 
”построенно нулевых прямыхъ и точки по даннымъ моментамъ 
_ осей паръ вращенйя, соотвфтетвующихь тремъ началамъ 0+, О,. 

(); и моменту растяженя въ какой-нибудь четвертой точкЪ Од. 


Въ точкахъ 01, О.. Оз строимъ данные моменты осей и 
чрезъ концы этихъ прямыхъ проведемъ плоскость С. которая 
перес$четъь плоскость спетемы по прямой У», нулевыхъ вра- 
шений. Въ О. возставляемъ къ плоскости системы периендику- 


*) Примъчаше. Эту тесрему и соотвЪтетвующую ей въ пространетвЪ 
я сообщилъ въ засвдан!и Математич. Отд. Нов. Общ, Естеств. въ прошломъ 
_ году. 
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ляръ О.Г. до вотрфчи съ @. Тотда, по предыдущей теорем, 
О.Г, есть моменть оби пары вращения, соотвзтствующей на- 
чалу 0.. Теперь по данному моменту растяженя въ О. стро- 
имъ, какъ на стр. 42. точку Га, чрезъ которую проводимъ 
плоскость Р’. параллельную @. ЗатВмъ повернемъ Р’ вокругъ 
().О., какъ оси вращеня, на прямой утолъ въ сторону ДВиЖе- 
ня часовой стрфлки для наблюдателя, стоящато въ 0.. при- 
слонившись къ прямой О.Г.. Въ этомъ новомъ положени плос- 
коеть Р’ пересВчемъ плоскость системы по прямой И’ нуле- 
выхъ растяженй. Точка пересфченя 7’ прямыхь У, и И» 
есть нулевая точка системы. 


Нетрудно было бы дать плоское поетроене. Но я ограни- 
чусь вышесказаннымъ, замЪтивъ лишь, что указанное построе- 
н1е можетъ замфнить то, которое дано Пеллемъ”) для случая, 
соотвфтствующаго разсматриваемому въ современной теорий век- 
торовъ. 


Какъ и въ послЪдней, по моментамъ осей паръ вращенй 
плоской системы въ трехъ ел точкахъ можно судить о томъ, 
эквивалентна ли система вектору. пар% вращенйя или парз рас- 
тяженя. Если вс№ три момента различны, то система эквива- 
лентна одному вектору. начало котораго въ центральной точк?. 
Если вс три момента одинаковы и не равны нулю, то нуле- 
выя Прямыя и точка лежать въ безконечности. Система въ 
этомъ случаз эквивалента или совокупности пары вращеня и 
пары растяжен1я, или, по теорем 1Х, парз Пуансо. Если при 
томъ растяжене системы въ какой нибудь точкз равно нулю. 
то нара Пуансо переходить въ пару вращеня. Наконецъ, если 
вов три момента равны нулю, то система эквивалентна парз 
растяженя. Если притомъ раетяжене системы въ какой нибудь 
точЕЗ равно нулю, то система эквивалентна нулю. 


*) Зее. ТВеоге 4ег Веуесипо ип@ ег КтАЙе. Т. Г. ($. 41, 42) 
ср. также Моаз. ГевтрасВ 4ег 54а (5. 68). 
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Намъ остается теперь дать аналитическую теортю плоской 
системы векторовъ. 

Пусть (черт. 25) Ох. Оу— система прямоугольныхъ коор- 
динатъ въ плоскости системы (С. Если [АВ] одинъ изъ век- 
торовъ послВдней, х.у— координаты его начала, [АС] и [А] — 

слагающте его по осямъ, то (Глава Г, Опр. П) 


1) [4В-А0]--[АЛ. 


Пусть а— проекшя точки А на ось 7. Переневемъ [АС 
въ ©. Тогда 


АС]--е0-+ (АС, 


по примфчанио къ теорем8 У, Приложимъ теперь въ О по оси 
+ два равныхъ и прямо противоположныхъ вектора [ОС] и 
[0С""], общая длина которыхъ равна длин вектора [АС]. По 
елфдетю Ш Главы Ц, 


[@0'== [С - [0С"]-Н[0б""=[06"]-=((аС'.04)). 


Пару вращентя ((*0’.Ох)) мы ечитаемъ отрицательной на 
слЪлующемъ основами. Предетавимъ себЪ наблюдателя по той 
сторонф плоскости системы, съ которой уголъ ХОТ, воставляе- 
мый положительными частями осей координатъ, кажется ему 
обращеннымъ въ сторону движения часовой стр®лки. Пары вра- 
щеня, имЪюшИя ту же сторону вращеня, будемъ считать по- 
ложительными. остальныя отрицательными. 


Изъ. предыдущаго вытекаетъ: 
2) [АСб=ОС"-- (АС. 4)—((аС',0%). 


Если В—проэкщя точки А на 06ь т, Въ которую перенесемъ 
векторъ [.4/)], то, какъ и выше, 


[АБ]-5ВР]-+ (45,84) 


А Се. о 
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если [ОП"] — векторъ, геометрически равный вектору [41]. 
Итакъ | 


3) МЫ]-ор"]-+(АБЗА)-((8Р',09)). 
Изъ 1), 2) п 3) слвдуеть: 
[АВ]-Е[АС]-Н[АР] = [00"]-+[ОР"]-+ (АС, 4) (АР, ВА)- 
+ ВР’, 08))—((аС’, Оз). 
Положинъ : АС=Х, АР=У. Тогда в. 
4) [АВ=ых-ЫИ-(Х) + (Ру) (У))—((Ху)), | 


причемъ, если А— длина вектора [АБ], а—уголъ послфдняго 
съ о6Бю 2, то 


и 
5) А?= 2-7 уа=-у. 

По теоремь ТУ, ели 2, — моменть пары р,. эквивалентной 
совокупности двухъ паръ (Х2) п (7.4), то 


Точно также, по теоремВ ХШ, ебли 9, — моментъ пары ®. 
эквивалентной совокупности паръ ((7,5)) и—((Х.)), = 


1) ч=27—ух. 


Итак АВ -Н р -Н. 


Если мы поступимъь точно также со всякямъ векторомъ 
[АВ] впетемы (С. то мы приведемъ послфднюю къ ел дующему 
виду, , | 
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а) СЕЗАВ-ЕЯЖ-- 3-Е ров. 


Олвдовательно, вмсто С мы получили слвдующихъь 4 
системы: 1. систему векторовъ [Х], имфющихъ начало въ О 
й лежащихь на оси д; 4. систему векторовъ [У], имВющихъ 
то же начало и лежащихъ на оси У; 3, систему паръ растяже- 
ШИ р, й 4. систему паръ вращенй в. 

Первая изъ этихъ системъ, по слЗдетвшю ГУМ Главы П. 
эквивалентна одному вектору. Начало его въ О. онъ лежитъ 
на оби 2. а длина ето 4 опредЗляется по формул: 


ах 


Точно также вторая система эквивалентна одному вектору. на- 
чало которато въ О; этотъ векторъ лежитъ на оси у, а длина 
его Б дается формулой: 


9 В=>%У. 


Третья система эквивалентна, по теорему ТУ. парЪ растя- 
жешя Г. для момента которой ЛМ, мы имЪемъ: 


5) М=Ут =У(Хе-- Ту). 


Наконецъ. четвертая система, по теорем$ ХШ, эквивалентна 
одной парз вращеюя Г,. моментъ которой С, есть: 


:). @,=У(27—уХ). 


Замбчая, что векторы [А] и [6] имВютъ общее начало въ О. 
мы заключаемъ, что ихЪ совокупность эквивалентна одному век- 
тооу [А], длина котораго А и уголь @ съ осью 2 а 
‚ляются формух ами 


= 2-Е В?: Ша 


> 


` 
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Начало вектора [А] въ начал О координатъ: Итакъ 
СЕ -+Р, И, 


Величины [А], Ру и Г, суть элементы приведеня системы къ 
точк$ О. Чтобы получить элементы приведен1я для другой точ- 
ки О’, которой координаты суть 41, У, достаточно въ формулы 
«), В)....=) внести, вмзето х, у, величины (#—41), (У— 91). 


Тогда эти формулы примутъ слздуюпий видъ: 


` А’-УХ, В'-ХУ, М‚=У( Ха+Гу)- ах Х-у,УГ-М,-Аз,-Ву, 
А) | Е 
С „=У(У—уХ)— я, ХУГ+ у, ХХ=О,— Ва. -+Ау,, 


7! . 
82 — А'2- В’; 19а’ = ь 
если А’, В В, а. М,. С, — величины, аналотичныя пре- 
ДыДуЩимЪ. | 
Формулы А) рётаютъ вс вопросы относительно системы С. 
Первыя и полдня дв изъ нихъ показываютъ, что дли- 
на и направлене равнодЪИствующаго вектора — не зависятъ 
отъ положеня точки О’. что намъ уже извЪетно. (Третья и 
четвертая формулы служатъ, очевидно. аналитическимъ доказа- 


`тельствомъ теоремы ХУП этой главы. Полагая: М,=@’,,=0, 


мы находимъ уравнен!я нулевыхъ прямыхъ: 
а) Ах - Бу =М,; В —Ау=С.. 


Эти прямыя. какъ видно изъ ихъ уравненй, взаимно пер- 
пендикулярны, чЪмъ доказывается ХУП теорема. Координаты 
1, И У, центральной точки И’ должны ‘удовлетворять уравне- 
намъ а); слёдовательно, 


АМ,-+В@, — ВМ-Аб, 


р = ды № ав о 
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Прямыя а), какъ Известно, пересВкалются, если опредли- 
тель ихъ уравнеюй отличенъ отъ нуля, т. е., если (42-2) 
не нуль. Но эта величина, какъ показываютъ формулы С), есть 
квадратъ А? длины равнодЪйствующаго вектора. СлЪдовательно, 
центральная точка всегда существуетъ, если длина равнодЪИ- 
отвующато вектора отлична отъ нуля. 


Разстояня 0 и 6’ нулевыхъ прямыхъ отъ начала коорди- 
динатъ будутъ, какъ видно изъ уравнешй а): 


Примемъ за оси координатъ нулевыя прлмыя, причемь 
осью х пусть будетъ прямая нулевыхъ растяженй, а овью у— 
прямая нулевыхъ вращевй. Предположимъ. кромЪ того, что на 
положительной части осй у лежитъ равнодЪйствующий векторъ, 
начало котораго въ центральной точкЪ, служащей теперь на- 
чаломъ координатъ. Тогда формулы 4) приведен1я системы къ 
любой точкв О’ будуть: 


Яя 2—0: В ==, М,=— Ах, @,=В. 


такъ какъ величины М й С. вЪ данномъ случав равны нулю. 
Формулы эти намъ впослвдетви пригодятся. 

Положимъ, что система С состойтъ изъ векторовъ парал- 
лельныхъ и направленныхъ въ одну иту же сторону. Если а— 
уголъ, образуемый направленемъ векторовъ [Р] системы съ 
осью 2. то формулы (а, Ви С) даютъ: | 


А—=>Х==> Реза ==сза>Р, В=УУ=ХУРзпа=зпаХР 
М‚-(Хе+Ту)=сзаХ Ре+зпах Ру: (#У-уХ)=зпаХ Рр- сзаХ Ру 


А { 
В — 4? = (ХР)?; Ча=т= 9. Е 


Т, Х1 Запис, Мат, Отд. | | А 


ея. дон. звйлиеь в. 
СлЪдовательно. уравненя нулевыхъ прямыхъ и точки будутъ: 
(хлсза -- уззта)ХР== сза> Ре--зпаХРу; (х15та-—усва)Р= 

| — пах Ра—сза» Ру , 


Ра УРу 
ПОЗЕ %— ур. 
Такъ какъ векторы, по продположеню. направлены въ одну и 
туже сторону, то ХР не равна нулю. Полученныя формулы до- 
казываютъ слЗдующую теорему: 

Теорема ХТХ. Плоская система параллельныхъ и направ- 
ленныхъ въ одну сторону векторовъ. всегда эквивалентна одному 
вектору. начало котораго въ центральной точкЪ. Если каждый 
векторъ системы повернуть вокругъ его начала въ опредЗлен- 
ную сторону на уголъ вращентя. одинаковый для всЪхЪ векто- 
ровъ, то центральная точка не мЪняетъ своего мЪета, а равяо- 
дЪйствующй векторъ повернется въ ту же сторону и на тотъ. 
же уголъ. | 

Это слЪдуеть изъ того, что величины %, и 9, не зави- 
сятъ отъ угла о. 

Эта теорема заключаеть въ себ соотвЪтетвующую тео- 
рему изъ современной теори векторовъ ”). | 
| Мы вилЪли, что, если В не равно нулю, то система эк- 
вивалентна одному вектору. Но 


од 2 2. 
В=] АВ: 
слфдовательно. если хоть одна изъ величинъ А или ВБ не 


равна нулю. то система эквивалентна одному вектору. Положимъ 
теперь: 


*) Ср. БеЪей. 10е. с. 5. 36. 
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А=В=0. 
Формулы А) даютъ въ этомь случаЪ: 


М и= И И НО 


05 


`т. е., растяжентя и вращенля системы во вехъ ея точкахъ 


одинаковы. Система эквивалентна въ данномъ случа парв Пу- 
ансо, по теорем ТХ. Наконецъ, если и М, =. =0. то система 
эквивалентна нулю. " 


ГЛАВА УШ. 


Эквивалентность плоской системы двумъ пересфкающимся 
| векторамъ. 


Въ этой главЪ мы всегда будемъ предполагать, что цен- 
тральная точка существуетъ. 
Пуеть [В] —равнодйствующий векторъ (черт. 26), Ид,. 


И -—прямыя нулевыхъ вращенй и растяжении, МА’— прямая 


плоскости системы. пересвкающаяся съ послВдними въ точкахъ 
а й 6. Переневемъ равнодЪйствующий векторъ въ а. Тогда по 
прим чанию къ теорем У’, 


% 


1). [ИА]=5аВ' (УВ, а). 


Въ а разложимъ |[аА’| на два взаймно-перпендикулярныхъ век- 
тора [ас] и [аа]. изъ которыхъ первый лежитъ на прямой ММ. 
Тогда, но опредЪленю, 


2) а -Нае [ай 


"Теперь `векторъ [ас] перенесемъ въ 0. По той же теоремВ \’, 


3) ас] 6с | - [ае.а. 
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СлЪдовательно. въ еилу 1). 2) и 3) 
НВ - а - о 1-Е (ас, ар )—(ИВ, Та). . 
Но подобные нЕ аб’ и фай’ даютъ: 
ие ва 
а Та’ 
откуда . аВ'. Та=аб.В'а пли Т7В. И’а== аб.ас, 


\ 
такъ какъ В’4=ас, аВ' = В. 


СлВдовательно, моменты паръ (ас, аб) и — (\УА,И’а) отлича- 
ются только знаками; отсюда мы заключаемъ: 


(ав,аб)—( ИВ, И’а)==о, 
а а). [ТВ]=Наа]-Н[6'.. 


Назовемъ сопряженными под прямымь лом или прямо- 
узольно-сопряженными два взаимно-перпендикулярныхъ вектора 
[а4] и [6с'|, совокупность которыхъ эквивалентна плоской систем$. 
Мы получили слЗдующую теорему. 

Теорема ХХ. Налтравленля двухъ векторовъ, сопряжен- 
ныхъ подъ пряиымъ угломъ, пересзкаются на прямой нулевыхъ 
вращенй. Каждый изъ векторовъ есть проекщя на ето направ- 
лен!е равнодЪйствующаго вектора. Еелй начало одного изъ 
векторовъ лежитъ на прямой нулевыхъ вращенти, то начало 
другаго лежитъ на прямой нулевыхъ сжат!й. 

Слльдстве. Отсюда, по извЪетной теорем”). вытекаеть: _ 
осли направленте одного изъ векторовъ постоянно проходит 
чрезъ точку Л, то направлене другато обертываетъ параболу. 





*) Ср. Займоп-Е1еег. Ата] уИзеве Сеотейче 4ег Кесе]зе ие 1887. 
ТЬ. Г. $. 388. | 
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° фокусъ которой въ А. а касательная къ вершин совпадаетъ 


съ прямой нулевыхъ вращенй, 

Пуеть [И’А] — равнодЪйетвующий векторъ (черт. 27), МУ, 
и \\» —нулевыя прямыя, а0—какая нибудь прямая плоскости 
системы. Какъ и выше. перенесемъ [ИА] въ а, разложимъ его 
по прямымъ аб и перпендикулярной къ ней ч4 на два вектора 
[а4] и [ас]. ЗатЪмъ перенесемъ [ас] въ точку 6. Тогда, по 
предыдущему, 

С=ГИ == + [6с. 


Пусть А—точка прямой аб. е и 9—проекщи этой точки 
на прямыя у, И №. Неренебемъ [06'] въ А. Тотда 


[2с']==[Ав"|—(6е'.6 А); 
слЪдовательно, 1 С=а—@е'.54)- Ас". 


Но совокупность вектора [а@] и пары сжамя — (66'0А) 
эквивалентна, по слЪд. теор. У. вектору [а4]. перенесенному 
ВЪ точку © его прямой, причемъ имфетъ мЪето равенство; 


2) в'.5А—ад.аа. 


Вию О-о. 


Если прямая аб будетъ вращаться вокругъ А. т0, какъ 
мы видфли уже, прямая аа будетъ обертывать нЪкоторую па- 


раболу. Каждому положеншю прямой ха будетъ соотвЪтетвовать 


особая точка ея о, которая служить началомъ вектора. сопря- 
женнаго подъ прямымъ угломъ ©ъ векторомъ, имЪющимъ на- 
чало въ А. Найдемъ геометрическое мЪето точекъ я. соотвЪт- 
отвующихъ А. и 

Подобные треугольники а4А’ и 06А даютъ: 


4А' еА 


а! — БА. ИЛИ Е’. 6А=еА. ай". 


д > 6% ь мл ь о ох и о 2% иг ие. * 
. ь м ь. м с... к 5: ы ;- 4 < а ‚ се * ©. 
` ( 7. г к : \ А м, . 
. РУ 
# ыы * ‹ 


я Д. Н. ЗЕЙЛИГЕРЪ. 1 
Но ПД Е-00— 00. 
слЪдовахельно. 


е'.6А==аВ'.вА=ай. аа (въ силу 2). 


Опустимъ изъ а пернендикуляръ а/ на м. Изъ подойя тре- 
угольниковъ а’ и а/х вытекаетъ: 
а ай’ 


О — 5 — р . 
и. ИЛИ @4. аа а". а} 


Сравнивая это равенство съ только что полученным, нахо- 
ДИМЪ: 

Ва 
Отсюда легко вывести. что прямая ©Й’, соединяющая м съ 


центральной точкой, перпендикулярна къ прямой ИА. Въ са 
момъ дЪлЪ, подобные треугольникй 4/% и а9А даютъ: 


а} а9 


Но изъ полученнато равенства 3) вытекаетъ, очевидно: 
5) 49=У\, 
слЪдовательно, въ сйлу 3) и 4). 


А, 
ТУ 94. 


Отсюда мы заключаемъ. что прямоугольные треугольники А\У9 
и “\/ подобны и / 9А\М одного равенъ / а\\/ другато. Но 
улы /9А\У и /9\А дополняютъ другъ друга до прямаго; 
слЪдовательно, | 


БАЙ. СЛ о ы И 
У у + Ё - 
“> |. 


м 
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А НО. В р 


Мы получили такимъ образомъ теорему: 


Теорема. ХХТ. Если одинъ изъ двухъ векторовъ. сопря- 
женныхъ подъ прямымъ угломъ. вращается вокругъ своего на- 
чала А. то начало а другаго вектора описываетъ прямую а, 
проходящую чрезъ нулевую точку \У. Прямая х перпендику- 
лярна къ прямой, соединяющей точку А съ \\. 

Сльдстве. Если А лежитъ. на одной изъ нулевыхъ пря- 
мыхъ. то прямая х совпадаетъ ©ъ другой нулевой прямой. Мы 
получили, слЪдовательно. теорему ХХ. 

Примъчане. Мы могли бы доказать теорему ХХТ, поль- 
зуясь теоремой УП. Въ самомъ дЪлВ. такъ какъ равнодЪй- 
ствуюцщЙ векторъ |7А] эквивалентенъ совокупноети векторовъ 
[Ас"] и |4], то по теорем УП точки У, А. а и а лежать 
на одной окружности. Но уголъ / Аах прямой. елЪдовательно> 
и уголь / АЙ также прямой. Ч. Е. 1. 

Положимъ. что векторъ |Ас’”’] перем$щаетея по плоскости 
системы параллельно самому себ. причемъ его начало описы- 
ваетъ нЪкоторую кривую А. По теорем ХХ. векторъ [Ас”] 
при этомъ услови остается геометрически себЪ равнымъ. По 
той же теоремЪ, векторъ [а4’] будетъ также перем$щаться па- 
раллельво самому се0%, оставаясь геометрически себ равнымъ 
Отноеительно кривой о, которую при этомъ описываетъь начало 
а втораго вектора не трудно доказать слЪдующую теорему: 

Теорема ХХИ. Кривая а подобна кривой А подъ пря- 
мымъ угломЪ. | 

Доказательство. Пусть (черт. 28) \Ув, и У» — нуле- 
выя прямыя. А. я и а— начала векторовъ и точка пересЪченя 
ихъ направленй съ в,. Точки \У, А. аиа лежать на одной 


го 
окружности, слЗдовательно. 


/ ТАа= Д. Там. 
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Кром того. уголь /я\УА равенъ прямому, откуда 
а\\ = \\ 4.49 ( 7а«.). 


Такъ какъ уголь / \УМаа, по предположен!ю. не мЪняется, то 
теорема доказана. | 

Примпчане. Центръ подоб1я кривыхъ А и а. какъ видно 
изъ предыдущаго. совпадаетъ съ нулевой точкой У\. 

Мы раземотрзли лишь простЪйше случаи, въ которыхъ 
связь между перпендикулярно-сопряженными векторами мотла 
быть найдена элементарным путемъ. Въ первомъ случа на- 
чало одного изъ векторовъ оставалось неизмФннымъ; во вто- 
ромъ-—неизмвнными оставались направленя, а ©ъ ними и длина 
каждато изъ вокторовъ. Самый ‘общий случай, когда вмфот% съ 
началомъ мФняется направлене, а еъ нимъ и длина каждаго 
изъ векторовъ, я не буду разсматривать. такъ какъ это приво- 
диТЪ КЪ Довольно сложнымъ результатамъ. Остается вывести 
формулы, связывающия прямоутольно-вопряженные векторы. Мы 
воспользуемся результатами предыдущихъ изелфдованй. 

Примемъ за оси координатъ нулевыя прямыя. Пусть (2,9). 
($ 7)-——(черт. 29) координаты началъ векторовъ, ах — углы, 
образованные ихъ направлемями ©ъ осью Х, г ир — длины 
векторовъ. Углы а и а будемъ считать положительными, при- 
чемъ условимея отечитывать эти утлы вЪ ту же сторону. въ 
какую должна повернуться на прямой уголъ положительная 
часть оси 1 для того. чтобы придти въ совпадене съ поло- 
жительной частью оси у. По опредзлентю. 


1) а—я=90°. 
По теоремв ХХ. 


2) т=Аез(а—90)=Азта, р=с$(90—а)= Азта, 


дв А—длина равнодЪйствующаго вектора. Такъ какъ. по тео- 
рем ХХГ праямыя. соединяющ!я начала векторовъ 6еъ нача- 


Вы "+ 2 о д. М 


РР ” 


№ 
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ломъ координатъ, образуютъ между собой прямой уголъ, то 


3) ау. 


Остается выразить аналитически. что направленя векторовъ 
пересЪкаютея на оси у. Уравненя прямыхъ, на которыхъ ле- 
жать векторы, суть: 

У—у У—1 

п, — М — 100 

и 9 ыы 9 
Координата У общей точки а ветрЪчи этихъ прямыхъ съ осью 
у получится изъ ихъ уравнен!, полагая въ нихъ: Х=о. Шри- 
равнивая другъ другу полученныя два выраженя У, находимъ: 


4) у _на=чу— Яды. 


Формулы 1). 2). 3) и 4) суть искомыя. 

Займемся теперь изученемъ двухъ векторовъ. также эквя- 
валентныхъ плоской системВ. но не перпендикулярныхь другъ 
къ другу. Такихъ два вектора мы также будемъ называть со- 
пряженными. Пусть [АБ], [аЗ] (черт. 30) два сопряженныхъ 
вектора. Изъ теоремы УП вытекаетъ, что направленя АБ п 


‘а8 должны пересзкаться на прямой нулевыхъ вращенй. КромЪ 


того, если О эта точка, то четыре точки А, а, О и У\ ле- 
жать на одной окружности. Отсюда мы заключаемъ, что 


“) /АТа= / (АВ, 98). 


Кром того, если Ах, АР — пернендикуляры, опущенные изъ 


А на в, и направлев1е вектора [28], АЯ — прямая, образую- 
щая ©ъ в, уголъ, равный /(АВ.08)=/ АОБ, то изъ подо- 
б1л треугольниковъ АЗО п АРД, 


АО 40 
слЪдуетъ: Е т Д ВАР=ИХдО, 
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Откуда /940= / РАВ; 


слздовательно. треугольники ЧАО и РАБ подобны, имЪя по 
равному углу. заключенному между пропоршональными 0т0ро- 
нами. А это даетъ намъ: 


В 


Полученное равенство вмЪстз съ а) доказываетъ слЗдующую 
теорему: 

Теорема ХХИТ. Если направлене одного изъ двухъ 
векторовъ, сопряженных подъ угломъ т, проходить чрезъ 
точку А, то направлен1е другаго обертываетъ параболу. фокусъ 
которой въ АД. а касательная Ро къ вершин проходить чрезъ 
основане Г перпендикуляра. опущеннато изъ А на прямую ну- 
левыхъ вращен, причемь / АРУ равенъ т. Если при этомъ 
начало одного изъ векторовъ въ А, то начало другато опиеы- 
ваетъ прямую, проходящую чрезъ нулевую точку й образующую 
уголъ 7% 6ъ прямой. соединяющей А съ нулевой точкой. 

Эта теорема заключаетъь въ себЪ теоремы ХХ и ХХ1. 

Въ заключен1е раземотримъ сопряженные векторы. изъ 
которыхъ одинъ имфетъ неизиЪнныя начало и длину. | 

Пусть (черт. 31) ТА равнодЪйствующиЙ векторъ, АЫ— 
любая точка системы. | 

Приложимъ въ А два равныхъ и прямо противополож- 
ныхъ вектора [АВ] и [АВ']. По слЪдотвшю ТУ Главы П,. 


ПУД--ГУ]- [АВ] -[АВ}. 


Предположимъ, что прямая 2.’ не параллельна Д.. 
О точка пересфченя этихъ двухъ прямыхъ. Векторы [А] и 
[4Б'|] можно сложить, пользуявь теоремой УП. Для этото про-. 
ведемъ окружность ОАДИ’ и разд®лимъ дугу ИА въ & такЪ, 
чтобы 


А А Е Ра М, УХ 
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Аа ы ИВ 
ИИ 


Точка х ость начало вектора [28], который эквивалентенъ со- 
вокунности |72]-[АБ"], а длина аз есть геометрическая 
сумма длинъ векторовъ [А] и [АВ']. Итакъ 


ГУА-- [48-598 
слфдовательно, ПУВ]= [8] --[АВ]. 


Положинъ теперь, что | АБ]. не мЪняя своей длины, вращается 
вокругъ своего начала 4. Формула В) даетъ намъ теорему: 

Теорема ХХТ’. ели изъ двухъ сопряженныхь вокто- 
ровъ одинъ вращается вокругъ своето начала, не мЪилл своей 
длины, то начало друтаго опивываетъ окружность. 

Въ заключене дадимъ формулы для аналитическаго р?- 
шен1я вопросъ объ эквивалентности системы двумъ перескаю- 
щимеся векторамъ. Примемъ за оси координатъ нулевыя пря- 
мыя, причемъ предположимъ. что равнодЪИствующай векторъ 
 лежить на положительной части оси у (черт. 56). Пусть 
(2.4), Ел) — координаты началъ двухъ сопряженныхъ векто- 
ровъ, а и я— углы. образованные ихъ направлемями съ обью 
ф. причемъ эти углы опредзляютея. какъ на стр. 56. Если 
(Х,=), (У,Н) — слатающуе векторовъ, длины которыхъ равны 
ги о, то 





1) А—75а) У==т5па; ==. „Н==овпо. 


Приведемъ систему двухъ векторовъ кЪ началу коорди- 
натъ. Для этого воспользуемся формулами предыдущей главы. 
Сохраняя тЪже обозначения, получимъ; 


А=Х-Е, В=У+Н, М.=Хе+- Уу-+ 8+ НУ, 


2 


а,=#7—ух--Ы—яия, В*=4*-- В; т=Щ 
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гдз А. В, Вит — смагающе по осямъ, длина и уголъ ©ъ 
осью равнод®йствующаго вектора. ЗамЪчая, что въ разематривае- 
момъ бслучаз 


И И, 
находимъ слфдующую систему уравненй: 
2) Х+==о, У+Н=В, Ха Ту Е-+-Ну=о., «У—у Х+ЕН-чЕм=о, 


которая съ системой уравнемй 1) содержитъ всю теор1ю на- 
стоящей главы. Мы не будемъ разбирать полученныя формулы, 
такъ какъ это привело-бы набъ вторично къ предыдущимъ ре- 
зультатамъ, 


ГЛАВА ТХ. 
Сложене векторовъ въ пространствф, 


Пуеть (черт, 33) С— система векторовъ [АВ], лежащихъ 
въ пространств. и О—какая нибудь точка. Опустимъ изъ О 
перпендикуляръ О@ на прямую вектора [АБ]. Если мы пере- 
несемъ [АВ] въ а. то, по прямфчанию къ теорем У’, 


[АВ]-= [96] (АВ,аА). 


Приложимь теперь въ О два равныхъ по длинё и прямо 
противоположныхъ вектора ОБ” и [ОБ"”"], параллельных и 
равныхъ по длинз вектору [аб] или [АБ]. Тотда, по слЪд- 
стыю ТУ Главы ЦП, 


[ОВ - [ОВ 50, 


слздовательно. 


[46] ==[а6]-+[ОВ']-+ [ОВ"]==((аб.оа))-[ОВ'|. 


А И ИС ИЖЕ В Е: 
т В \ Зи =° № ы ге {- г . - а’ ы 
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Итакъ АВ] =[ОВ + ((а6.оа))-+(АВьа/). 


Такимъ образомъ, вмфсто вектора [АБ], мы получили век- 
торъ [ОБ’'], пару растяжешя (АВ.а А) и пару вращения ((а6.0а)). 
_Повторяя 10 же построене для каждато вёктора системы С, 
мы приведемъ поелёднюю къ елвдующимь тремъ системамъ: 
1, системВ векторовъ [ОБ’], имЪющихъ общее начало въ 0, 
2. вистемв паръ растяжентя или ежая (АБ.аА) и 3, систем 
парз вращентя ((а0.Оа),).. 


Итакъ С==х[ОВ']| + (АВ, а4)-- ((а5,0а)). 


Первая система >]ОВ"] эквивалентна одному вектору [ОА] (Гла- 
ва П, елфд. УГ); [ОЙ] есть геометрическая сумма векторовъ 
[ОВ']. Вторая система >(АБ,аА) эквйвалентна одной парЪ 
сжаля или растяженя Р,. моментъ которой М.. по теоремЪ ТУ, 
равенъ: | 


1) М =>АВ.аА. 


_Наконецъ система >((а5.0Б")) эквивалентна парз вращеня 
Т.- моментъ оси которой @,., Ио теоремв ХУ, есть геометри- 
ческая сумма моментовъ осей паръ ((а6.0@)). предполатая, что 
начала этихъ прямыхъ въ (0. Мы получили, слфдовательно, 


С-= О -+Р,-, 


Векторъ [ОД], пару вжатя или растяженя Г, и пару враще- 
шя Г, я назову равнодъйствующими системы С, а опредфле- 
н1е этихъ величинъ для точки О я назову приведенемь системы 
для (0). какъ начала приведеня. Величины [ОА], Г, и Г, суть 
элементы приведеня. Лля другаго начала О’ мы точно также 
получимт : 


6--[0'В-- РЕ, 


? Р4 »_ р "а РР, в бони сое. МА М И а № Ру 3% 
О” ЗАСТОЯ а А, лба СС ОТ 
м ` р < ь ое НЫ | 
` . ! . ь а +} 


№. . 
ь 2 


69 ДН. ЗЕЙЛИГЕРЪ = — 69 


Разсмотримъ, какъ измфняются элементы приведеня при цере- 
ходЪ отъ одного начала къ другому. Что касается равнод$й- 
ствующато вектора, то онъ, очевидно, м?Ъняетъ только начало, 
оставаясь геометрически тзуъ же. Направленя равнодЪйтвую- 
щихъ векторовъ, соотвётетвующихъ различнымъ началамъ при- 
веден1я образуютъ, слЪдовательно, систему параллельныхь пря- 
мыхъ (и). Если намъ извЪетны элементы приведеня, еоотвЪт- 
ствующе точкф О, лежащей на прямой , то не трудно найти 
элементы приведеня для точки О’, лежащей на (№. 

Пусть (черт. 34) [ОА], Р, и Г, — элементы приведенйя 
для точки (0, лежащей на и. Опустимъ изъ точки О’. лежа- 
щей на м’, перпендикуляръ О’а на р п переневемъ [ОА] въ а. 
Тогда еж 


[08 == [а -—(ОВ.06). 


Затфиъ въ О’ приложимъ по прямой в’ два вектора [О’А’”] и 
[0'’В’], длины которыхъ равны ОА. Тогда | 


[46 ]==1О’В" | ((ав,аО’)); 
слЪдовательно. 


ОРТ, =0'8 1+ Р—(ОВ,0а) + Г, (ав. а0,)). 


Пары №, и—(ОА,0а) эквивалентны одной парз Р‚. пары Г, 
и ((а6,а0’)) эквивалентны одной У». СлЪдовательно, 


“) Р-Р, —(08,0а), Р-ЕТ, + ((ав,а0), 


причемъ, если М, и С’,,— моменты паръ Р, и @ А—дли- 
на равнодЪИствующаго вектора, то 


“) М„=М,—В.0а, 


& @,, оеть геометрическая сумма момента и момента пары 
((аб,а0’)). Назовемъ пары Гу, п Г., воотвВтетвенно растя- 


= 


^ } № “ и ТУ САР О, =” ых ь м а. * 9 
ле ИЯ Вы ЩЕ и" вия ” 
Я ом ое р ЕЛА у 4 

БЕ “”. р ‹ р 
| — ` 
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жешемь или сокатлемь и врайценлемь системы, а моменты этихъ 
паръ моментами растяженя или сжатя и вращеня въ О’. Фор. 
мулы &) даютъ намъ елфдующую теорему: 

Теорема ХХТ. Точки О’, въ которыхъ растяжемя или 
ожатя системы одинаковы, лежатъ на плоскости у. Плоскости у, 
которымъ соотвЪтетвуютъ фазличныя значени моментовъ растя- 
женя или сжайя М. параллельны между собой. Точки О’, 
въ которыхъ вращен!я системы одинаковы, лежать на прямой ци. 
Прямыя |», которымъ соотвЪтотвуютъ различныя значеня мо- 
_ментовъ вращеня @., параллельны между собой. Система плос- 
кости у перпендикулярна къ систем прямыхъ и. Плоскоети у 
я назову ллоскостями одинаковых» растяженй или сжатий. 
прямыя № будуть называться прямыми одинаковыхь вращении. 

Формула я’) показываетъ, что, если А не равно нулю, то 
на прямой {. всегда есть такая точка Ц, въ которой раетяже- 
не системы равно нулю. Точка ( называется нулевой точкой 
прямой №; опредЪляется она изъ уравнен!я: 


о=М,— 8.00. 


На основании первой части теоеремы ХХУ мы заключаемъ. 
Тесрема ХХТТ. Между плоскостями у одинаковыхъ рас- 
тяженй есть одна У, въ точкахъ которой растяженте системы 
равно нулю. Плоскость у, есть геометрическое мЪето нулевыхъ 
точекъ (7 прямыхъь м и всегда существуетъ, если длина А 
равнодЪЙствующато вектора не равна нулю. | 
° Примпчане. Плоскость у, я назову пулевой плоскостью 
системы, Пусть (черт. 35) И—нулевая точка прямой и, [0(Ё]\, 
Г, элементы приведеня, соотвЪтетвующле точкЪ (7. Разложимъ 
моментъ оси + и пары Г, на два взаимно-периендикулярныхъь 
‘момента Ч и (,. изъ которыхъ первый направленъ по и. За- 
тфмъ въ (/ возетавимъ перпендикуляръ (5 Ц къ плоскости 
угла а. заключеннаго между прямой м и направленемь момен- 
та 0. Тогда прямая № будетъь перпендикулярна къ плоскости 


`-дй Фе о. А 2 * * ыы К, ^^ ЗИ "ву < ия о 5 о 33 АН -. | кАк = ть, 5* ул, р г 
- ее > ; 2. и р Ве \. м 
Е * < 24 и 
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(0, 0. (4,), откуда, по теоремамъ ХХГУ и ХХУ. вытекаетъ, 
что плоскоеть (( И. С,) есть нулевая плоскость. Точка 
дфлитъ прямую (0 О на двЪ части, лежаш]я вправо и влЪво 
отъ наблюдателя. глазъ котораго въ конц С, момента С, и 
который смотритъ на конецъ А равнодЪЙствующаго вектора 
1/7]. Опредвлимъ во второй части прямой ( О такую точку 
(/ для которой 


Е, 
1) И=т› 


и приведемъ систему къ точкЪ (’.. Такъ какъ О’. по преды- 
дущему., лежитъ на нулевой плоскоетй. то 


Ри, =0. 


Для опредЪлен1я двухъ другяхъ элементовъ приведеня прило- 
ЖИМЪ ВЪ (Л, по прямой и. проходящей чрезъ эту точку два 
вектора [18] и [0,Ё’]. етороны которыхъ противоположны, а 
общая длина равна длинз равнодЪзйствующато вектора [ОА]. 
Тогда 

[= -+((ОВ, 06О)). 


Пусть Ги ТГ’ пары вращеня. моменты осей которыхъ суть: . 
О@ и 0ОС'. По теорем ХУ, 


== Г-+ 7: ) 
олЪдовательно. 


СОВР. Н- УЧИ" + (ОВ, 0,0). 


Занфтимъ, что моментъь пары И’ есть (,. а моментъ пары 
(((В.0.0)) равенъ (ИВ.ЩА, т. е., равенъ въ вилу формулы 
1) @,. причемъ моменты осей этихъ паръ параллельны и им-_ 
ютъ прямо противоположныя стороны. Отсюда мы заключаемъ: 


ИСО, 00 ))-=о, 
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слЪдовательно, 


С-В] У. 


Примъчаще. Такъ какъ моментъ оси @ пары ТГ есть 
катеть треугольника, типотенузой котораго служить моментъ 
оси @, пары Г, то величина @ меньше (+, 

Полученный результатъ можно такъ формулировать: 

Теорема ХХТП. Между прямыми |. одинаковыхъ враще- 
НШ есть одна и, въ точкахъ которой вращенте системы наи- 
меньшее, причемъ равнодЪйствующий моментъ оси пары враще- 
ня, соотвЪтотвующей какой нибудь точкЪ прямой №, лежитъ 
на прямой ,. | 

Прямую 4 я назову центральной осью системы. ея ну- 
левую точку (И, — чентиральной точкой, а равнодЪйствующие 
векторы [И.А] и пару Г’ — ‘мавнымь векторомъ и главной 
парой. 

Изъ предыдущато вытекаетъ слздующая теорема: 

Теорема ХХУШ. Если геометрическая сумма векторовъ 
системы С, лежащей въ’ пространствЪ. не равна нулю, то вис- 
тема эквивалентна главному вектору, начало котораго въ цент- 
ральной точкф, и главной парз вращеня. моментъ оси которой 
параллеленъ направлен1ю главнаго вектора. 

Этотъ моментъ есть проекшя на центральную ось момента 
осй какой-нибудь равнодВйствующей пары Г.. 

Слльдстие. Моменты осей равнодйствующихъь паръ вра- 
щен!я, соотвфтетвующихь различным началамъ приведеня, 
_ имЪютъ одинаковыя проекщи на центральную ось. 

Примъчане. Центральная ось и точка единственны. Въ 
самомъ дЪлЪ, если бы мы предположили существовате двухъ 
центральныхъ осей и. слЪдовательно, двухъ пентральныхЪъ то- 
чекъ Ир и (О, то мы имфли бы:. 


[ЕТ = ОВ] И, 


ТФ. Х! Запис. Мат, Отд, з 


`чф т А За д / ь-. 142 и ча 


-- - в... В9 =: 
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Здвеь векторы [0(.А] и [0.,В] отличаются только началами, 
причемъ прямая СКО’, ‘перпендикулярна къ общему направле- 
ню векторовъ. Отсюда мы заключаемъ: 


[В = „8-Е А, 0‹О,)) ) 
слздовательно . 
Ри, + (О.В, Ок)) Е Тш,, 


что невозможно, такъ какъ моменты осей паръ У, и И,,, по 
предположен1ю, параллельны, между тЪмъ какъ совокупность паръ 
Ти (((.В, 0.0.) эквивалентна, по теоремв ХУ, нзкото- 
рой парЪ. моментъ которой есть геометрическая сумма момен- 
товъ этихъ паръ. т.-е., образуеть нЪкоторый уголъ съ момен- 
томъ пары Г,. Этотъ уголъ не можеть равняться нулю или 
180° традусовъ, такъ какъ моментъ эви пары (((.А.0,)) 
перпендикуляренъ къ моменту оси пары Г, . Итакъ полученное 
уравнен1е устанавливаетъь эквивалентность двухъ паръ враще- 
ня, моменты осей которыхъ наклонны другЪ къ другу, что не- 
возможно. Но этотъ результатъь полученъ нами въ томъ пред- 
положенш, что существуютъ двЪ центральныя оси; слФдова- 
тельно, это предположене невЪрно. 


Теорема ХХХ. Прямая, соединяющая центральную точку 
системы съ нулевой точкой О какой нибудь прямой р. пер- 
пендикулярна ЕЪ моменту оси @, равнодзйствующей пары вра- 
щен1и Г,. Обратно. если въ (/ возставииъ перпендикуляръ къ 
плоскости (№.С,). то этоть перпендикуляръ пройдетъ чрезъ 
центральную точку системы. 

Это прямо вытекаетъ изъ построения центральной точки. 


Теорема ХХХ. Плоскость, проходящая чрезъ централь- 
ную ось и чрезъ прямую 4, перпендикулярна къ плоскобти, 
проходящей чрезъ м и чрезъ моментъ @, оси равнодЪйетвую- 
щей пары вращенйя, соотвЪтетвующей какой нибудь точкз О. 
прямой и. Обратно, если чрезъ № проведемъ плоскоеть М, пер- 
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пендикулярную къ плоскости, проходящей чрезъ № и чрезъ мо- 
ментъ @, вращеня въ точкЪ О прямой №, то плоскость М 
пройдетъ чрезъ центральную ось. 

Примпчаще. Эта теорема имфетъ место и въ совуремен- 
ной теорли векторовъ "”). Это замЪчан!е относится и къ теоре- 
мамъ ХХУГ и ХХУП, ебли изъ поелёдней исключить то, что 
товорится о центральной точкЗ. 

Пуеть (черт. 36) И’, [0%Ё] и (И б— центральная точка, 
тлавный векторъ и главный моментъ системы. По предыдущему. 
прямая ОА есть центральная 0съ, а плоскость, перпендику- 
лярная къ этой прямой въ (.. нулевая плоскость у. Плоскость 
% ДФлИиТЪ пространство на двЪ части. Въ точкахъ одной изъ 
нихЪ растяженя системы положительны, въ точкахъ другой — 
эти растяженя отрицательны. Главный векторъ лежитъ въ по- 
сл» дней части. 

Найдемъ элементы приведен1я для какой нябудь точки О. 
лежащей на прямой №. Пусть а — проекля точки О на цен- 
тральную 0сь. Если мы перенесемъ главный векторъ въ а. то 


[= ]-—( ЧА, а). 


Приложимъ затвиъ въ О по прямой № два вектора [ОД'], 


[ОВ]. равныхъ по длин главному вектору. Тогда 


[аб] —[ОВ' ]-+ ((аб,а0)); 


слЗдовательно. 


С-В - Тов, а) Г-((.а0)). 


Пусть Р, и Г, — пары растяжеюя и вращеня, соотвЪт- 
‘етвующия точкВ О, .М, и (’, — моменты этихъ паръ. Тотда, 
какъ видно изъ полученнаго уравнения, 


*) Ср. Зе\ей. 10е. с! 8. 45, 
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ВЕ (0.В,Оча), И -ЕТ--((аб,а0)), 


причемъ 
ыы В 
) М,=—В.0а, @=0?4 В?а0», дату. а0, 


гдЪ А-— длина равнодЪйствующато вектора & — уголъ момента 
оси @, съ направлемемъ равнодЪйствующаго вектора [О’А’]. 
Вторая и третья изъ формулъ В) получены изъ треугольника 
06,6. стороны которато 0б,, 6, @, и Об, суть моменты паръ. 
вращения Г, ((а6.40)) и Г,; уголь С, этого треугольника 
равенъ прямому по слфдетвшо изъ теоремы ХХУП. 

Первая изъ формулъ В) показываетъ, что сжапие или 
растяжене системы векторовз в5 какой нибудь точкъ 0 
пропорийюнально разстоянио точки 0 отз плоскости нуле-. 
выть сжатий. Изъ второй и третьей вытекаетъ: моменты осей 
парз вращеня, соотвьтствующихе сточкамз, одинаково от- 
стоящимь от центральной оси; имюютьз одинаковую длину 
и образуют одинаковые умы а сз центральной осью. Уюль 
х равень нулю для точек послъдней прямой а дая безко- 
нечно-удаленныхь начала приведения. 

Этй теоремы имЪютъ мЪето и въ современной теор1и век- 
торовъ^). | 

Проведемъ чрезъ О прямую ОК параллельно @, 0, и 0т- 
ложимъ на ней отрфзокъ ОК, равный @,@,. Четырехугольникъ 
06,6, К ееть параллелограмиъ. плоскость котораго, по теорем 
ХХГХ. периендикулярна къ нлоскости (м, м). Замфчая, что 
ОК=@.б, есть моменть пары ((а6.а0))., мы заключаемъ, что 
прямая ОК перпендикулярна къ той же плоскости (и,). ЕромЪ 
того, прямая «О перпендикулярна къ прямымъь ди ц,. Отсюда 
мы заключаемъ, что каждая изъ этихъ прямыхъ перпендику- 
лярна къ плоскости треугольника аОК. Слфдовательно. углы 


*) Ср. Зепе!. 10с. с. 5. 46, 
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а, Ои К поблфдняго суть линейные углы двугранныхъ угловъ, 
заключеннымь между плоскостями (152), (№4Кбо) и (Кам). 
Отсюда, въ силу теоремы ХХГХ, вытекаетъ, что уголъ О ра- 
венъ прямому; для угловъ аи А мы имФемъ поэтому: 


ОК Оа 
т - 98 ==. 


Но ОК ==. @, есть моментъ пары вращения ((а6,40))., длина 
слатающей аб которой есть А. СлЪдовательно. 


ОК=0Оа.В, 
откуда 
1 
И ЕД: [ К=—. 
94 ь р 


что даетъ намъ слфдующую теорему: 


Теорема ХХХ1. Плоскость, проходящая чрезъ централь- 
ную 06ь и чрезъ какую нибудь точку О. образуеть постоян- 
ный уголъ а 6ъ плоскостью, проходящую чрезъ центральную 
ось и чрезъ конецъ момента оси пары вращеня, соотв тетвую- 
щей началу 0. Тантенеъ угла « равенъ длинф главнаго век- 
тора. 

Эта теорема имЪфетъ мЪфето и въ современной теорти век- 
торовъ; но я нигдз не вотрЪчалъ ея формулировки. Теорема 
ХУШ седьмой главы есть, очевидно, частный случай доказан- 
ной теоремы. 

займемся теперь побстроемемъ центральной осй и точки. 

Положимъ, что намъ даны геометрически моменты враще- 
ня системы въ трехъ точкахъ 4, Ви С—А@.. В@,. С@си 
‘моментъ растяженя М, въ четвертой точкЪ /). ЗамЪчая, что 
проекши прямыхъ Аб... Вб» и Сс на центральную ось долж- 
ны быть равны, по слЪд. теоремы ХХУПТ. мы построимъ цен- 
тральную 0сь слфдующимъ образомъ. Чрезъ какую нибудь точку 
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Р пространства проведемъ прямыя Ра, Ро и Рс, геометрически 
равныя прямымъ Аб,. В@, и С@с; пернендикуляръ РО на 
плоскость треугольника ас будетъ, очевидно, параллеленъ цен- 


`тральной оси. Теперь чрезъ А и.Б проведемъ прямыя Ааи БВ. 


параллельныя РФ. Плоскости, проходяийя чрезь Аа и БВ и 

перпендикулярныя соотвЪтственно къ плоскостямъ (А@,, Да) й 
(В@,. ВВ), пересЪкутся, по теоремё ХХХ, ино центральной оси 
(Спав!ев). Длина главнаго вектора опредфлится по о тео- 


рем. а ето сторона одинакова во етороной прямой РО. Нако- 
непъ для построеня центральной точки опустимъ изъ 1) пер- 


пепдикуляръ 726 на центральную 06ъ. Центральная точка 
лежитъ на центральной оби .й растяжении р оть точки 6. рав- 


М» 
ном -> „Причень прямая 50, направлена въ одну сторону съ 


тлавнымЪъ векторомъ. если величина Л/, положительна, и въ 
противоположную сторону, если величина ЛМ, отрицательна. 


Разсмотримъ тв случаи, когда изъ элементовъ [А,|, Ри 
Г, приведеня для какого-нибудь начала О нЪкоторые равны 
нулю. Если Г, равно нулю, то точка О лежитъь въ нулевой 
плоскости ий есть нулевая точка проходящей чрезъ нее прямой 
и одинаковых вращенй, направлеше которой совпадаетъ съ 
направленемъ вектора А’. Если, кромЪ того, моментъ оси @, 
пары Г, параллеленъ [А,|, то точка О есть центральная точка, 
[А] й @, — главный векторъ и главный моментъ. ели мо- 
ментъ С, образуетъ съ [А,| утолъ, отличный отъ нуля, но не 
равный прямому, то центральная точка и главный моментъ опре- 
дЪляются, какъ на стр. 64. Если жъ этотъ уголъ равенъ пря- 
мому, то главный моментъ равенъ нулю. а система эквивалентна 
главному вектору, начало котораго (центральная точка) опре- 


дфляется, какъ въ предыдущемъь случаз. При этомъ моментъ. 


вращеюя системы въ какой нибудь точкЪ перпендикуляренъ къ 
соотвЗтетвующему равнодЪИствующему вектору и пропорщона- 
ленъ разстолню этой точки отъ центральной оси, Это прямо 


‘эро м ФТ АС ТОНА * 
ы к ут а, 4 “\: 
. 4 . 
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вытекаетъ изъ формулъ В) стр. 68, въ которыхъ нужно поло- 
Жить: 19%=00, слЪдовательно, (=0о и Ч, =2.а0. гдз а— 
проекц1я точки О на центральную объ. 

Если элементь Г, приведеня эквивалентенъ нулю. то ра- 
венъ нулю и главный моментъ. Мы имземъ, слфдовательно, 
только что разобранный случай. Точка О лежитъ на централь- 
ной оси, а система эквивалентна вектору [А,|, перенесенному 
въ такую точку О своей прямой, ‘для которой: 


[В-Р,- В. 


Точка Ц есть центральная точка. 


Если элементъ [А’| эквивалентенъ нулю, то, по теоеремЪ 
ГХ. система эквивалентна парз Пуансо. Въ этомъ случа вра- 
щене и сжат!е системы во всзхъ точкахъ пространства оди- 
наковы. р 


Наконецъ. если вс три элемента приведеня эквивалентны 


нулю, то система эквивалентна нулю. 


о Итакъ для системы векторовъ. лежащихъ въ пространствЪ, 
возможны слфдующ!е случай: 1. она можетъ быть эквивалентна 


нулю; 2. она можеть быть эквивалентна пар Пуансо и’въЪ 


частномъ случаЪ парв вращеня или растяженя; 3, она мо- 
жетъ быть эквивалентна тлавному вектору, приложенному къ 
центральной точкЪ; наконец, въ самомъ общемъ случаЪ. сис- 
тема эквивалентна главной парЪ вращеня и тлавному вектору. 
начало котораго въ центральной точкВ. причемъ плоскость тлав- 
ной пары перпендикулярна къ направленю тлавнато вектора. 

Дадимъ теперь аналитическую теор1ю проетранетвенной 
системы векторовъ. Пусть (черт. 37) Ох, Оу, Оё — система 
прямоугольныхъ координалъ, [АВ |-—какой-нибудь векторъ системы. 
Опуетимъ изъ О периендикуляръ Оа на прямую АВ и пере-. 
несемъ [АВ] въ а. Тогда, по примВчаюи къ теорем У”, 


[АВ]=Н[а ]--(АВ.аА). 
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Приложимъ въ О два равныхъ и прямо противополож- 
ныхъ вектору [ОВ’] и [0ОБ"], параллельныхь и равныхъ по 
длинз вектору [а6]. ЗамЗчая. что 


[0В'-Н[ОВ"==о, 


и что векторы [46] п [ОВ"] образуютъ пару вращен1я, нахо- 
ДИМЪ: 


[40 ==ОВ'- ((а5.0а)}; 
слЪдовательно , | | 


=) [АВ]--[ОВ'--(АВ,аА)-+((а6,0)). 


Повторяя тоже разложене для каждаго вектора системы С. мы 
‘получимъ: 


8) С==;[0В'-;(АВ.аА)-((а6.Оа)). 


Первая система ЗОВ’ векторовъ, имБющихъ общее на- 
чало въ (0. эквивалентна, по слёдетыю УТ Главы П. одному 
вектору [А,|, который опредЪляется по правилу многоугольника. 
-Пусть Х, У, Й — проекщи на оби координатъ какого-нибудь 
вектора [О0Б’] или геометрически равнаго ему вектора [АВ], 
длина котораго 7, а углы 6©ъ осями— о, В 1; А. В, С—проек- 
щи на оби вектора [А‚|, длина котораго равна А. а углы съ 
осями— а. би с. Тогда, какъ мы видЪли, 


— ыы —. 


1) Хх у й р Б С а 


Этими формулами вполнз опредВляется векторъ [А |. | 
Система паръ (АВ, аА), по теоремЪ Т\ третьей Главы, 
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эквивалентна одной парЪ сжатя или растлжен1я. моментъ которой 
М, есть алгебрическая сумма моментовъ т паръ (АВ,а4), т. в., 


М, =Ут. 
Но, по опредленю, | 
—=АВ.аА; 


остается, слфдовательно, найти величину прямой «А. Пусть 
т, У, < — координаты начала А вектора [48]. ЗамЪчая, что 
уравнене плоскости, проходящей чрезъ начало координатъ и 
перпендикулярной къ [АБ], есть: 


дсза-{ усзВ-- 265] =0 
находимъ: 


аА=еза- усзВ-{ 2051, 
слЪдовательно, 


т=АВ.аА =7(хеза-- усзВ- гс) = Ха - Ту-{ 22, 
въ силу формуль 1). Итакъ 
2) М. =5(Хж-- Ру 22). 


Въ силу твхъ же формулъ можно величин® // придать слЗ- 
дуюций видъ: 


2') М, = Утрсз(тр), 


тдз о—разетояюе начала А вектора [АВ] отъ начала коор- 
динатъ. Послзднюю формулу можно было получить сразу. за- 
мзтивъ, ч10 а@А есть проекшя лини р на направлене АР. 
Займемся теперь приведентемъ третьей системы У((а6.Оа)). 
На основавший результатовъ У Главы, эта система эквивалентна 
одной парв вращешя У.,. моментъ оси которой С’, есть геоме- 
трическая сумма моментовъ оси 9 паръ ((а5.Оа)). Пуеть ^, 
и, У углы 6@ъ осями прямой 9. ЗамЪчая, что прямая 9 пер- 


пендикулярна въ плоскости (р.”). находимъ: 
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28) -- усзь- 265=0. 


Хез\- Усзь- 2с$у=0. 
откуда 
СВАИ Ср О О 
92—27 2Х2й аУ-уХ 4’ 
ДВ 
еР-уху- ей) 


—=(2?-у?-=?) (Х?- У?-- 22) —(Хж-- Ту-- 22)? 
или, что все равно, 
ре” — рис" (уг) == раа5т (в... 
СлЪдовательно, 
а=тзт(6.")=.Оа. 
т. е.. 4 ебть моменть 9 оби пары вращеня ((а6.04))). Изъ 


предыдущихъь формулъ получаемъ. внося въ нихъ вмЗето 4 ве- 
личину 4. 


968 =уй— 7; 963и=:ХЬ-—4Й; 95у=47— УХ. 


Но 96$^, 965, 963» суть проекцш на осяхъ момента 9. СлФдо- 
довательно. если /[. М. М№— проекили на осяхъ равнодЪйствую- 
) а 
щато момента С. [ т. п-—утлы послёднаго съ осями, то по 
А ) 
формуламъ сложешя \У Главы 


51 ст _ ст _ 1. о 
3) а 

Е=У(уй—27); М=У(:Х—<7); М=У(х7-—УХ). 
На основан!и всего предыдущато для системы векторовъ С по-. 
лучаемъ : 


о С-В Ре Г.; 
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причемъ величины [А,|, Ру и Г, вполнз опредЪляются фор- 
мулами 1) 2) из). 

Для того, чтобы найти элементы приведеня [А, |, Руи Г, 
для другато начала О’, координаты которой суть 2, У, 2, 
достаточно въ эти формулы внести, вмзсто величинъ х. У. 2, 
разноети (2—4,), (У—9,), (2—2,) соотвЪтетвенно. Отъ этой 
замзны формулы 1) не измВняютея, такъ какъ въ нихъ вели- 
чины 2, 9. 2 не входятъ. Сл довательно. еели А’, ВБ’, С’ — 
проекщи на осяхъ вектора [„/|, длина которато равна А’, то 


1) АА’ В=В’, 0=0', ВЕК, 


что подтверждаетъ сказанное на стр. 6%. 
Формула 2) примотъ слВдующ видъ: 


2). М,=М,—Азж,—Ву,— Са. 


Такъ какъ А, Ви С отъ координатъ 2. у,. 2, точки 
0’ не зависятъ, то мы заключаемъ, что геометрическое мЪсто 
точекъ О’, въ которыхъь сжае или растяжене системы оди- 
наково, есть плоскость. 

Уравнен1е 2)' этой послфдней содержитъ произвольный 
параметрь М, въ вид постояннато члена. СлЪдовательно, 
плоскости, соотвтетвующия различнымъ значенямъ параметра 
° параллельны между собой. Кром тото, эти плоскости. очевидно. 
перпендикулярны къ общему направленю равнодЪЙствующихъ 
 векторовъ. Это слЪдуетъ изъ того, что плоекость, проведенная 
чрезъ начало координатъ перпендикулярно къ этому направле- 
ню, представляетея уравненемъ: 


Аз-- ПУ С =. 


т, е., параллельна плоскостямъ 2’). Наконецъ, если А. В, С 
_ не нули, то, полатая: 
М „=, 
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находимъ: 


2") А-В О =М; 


© 


это—уравнен!е нулевой плоскости. Разетоян!е 6 нулевой плос- 
кости отъ начала координатъ ость: 


(7) 
| 


= 


Мы получили такимъ образомъ теоремы ХХУ и ХХУГ этой 
главы. 


Внесемъ наконець въ формулы 3) разноети (2—4,), 


(У— 91), (2—21), виБсто 2, У. 2. 
Тотда эти формулы перейдутъ въ сл$дующя: 


ле | 
г М М бы 


/=Г—Су.-+ Ва, М=МЬ—Аз-О. М=М—Ва-Е Ау,, 


гдз Г, т’, п'— углы 6ъ осями момента С’» 1, М', №— его 
проекции на оси координатъ. Изъ этихъ формулъ мы выводимъ 
прежде всего: 


9) А’ ВМС М-АРЬВМОМ 
или, что все равно, 
Ол 69 (буры) ЕВС ОВ 
или. такъ какъ А’ равно А. 
=) @%» сз (@».В’) =, в (6,.В)=0) 


т. е., проекция момента на направлене равнодЪйствующато век- 
тора есть величина постоянная. что мы уже знали. 


Найдемъ центральную ось, которая, какъ мы видЪли 


жа —— 


а 
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ЧИ 
к 


(т. ХХУГ), есть геометрическое мЪето точекъ, въ которыхъ 
’ вращенте системы наименьшее. Изъ формулъ 3”) слЪдуетъ: 


4) вы=1- МЗ (бу Ва) 
+(и— А+ Са, )?4+(№М— Ва Ау, )?. 


Для шшиишю’а необходимо, чтобы 


21 

’ Дифференцируя на С’, по 2,. мы получаемъ: 
2 (6-(?)—А(Ву С )=В№М-—СМ 

6) 1?—А(Аж Ву. 0 )=ВМ—СМ, 


такЪъ какъЪ 
А?-{ В (= В?. 


Точно также получимъ: 


) Ву. —В(Ах, | Ву. --0.)=СГ—АМ 
Е? —0(Аж + Ву.-С)=АМЫ— В, ®). 


| Два изъ уравненй С) и т) представляютъ центральную ось. 

Одно изъ этихъ уравнен1й есть слдетве двухъ другихъ. Что- 
бы Уубфдитьея въ этомъ, помножимъ эти уравнейя соотвЪт- 
ственно на А, В, С и еложимъ результалы. Мы получимъ та- 
кимъ образомъ: 








| 
Е (^*— 4*— В?— С°?) (Аз. Ву + С, )=о, 
| | 


& это—тожество, такъ какъ первый множитель равенъ нулю. 





*) Примьчаще. Эти уравнен!я получены Шеллемъ инымъ путемъ. 
Ср. Бепей, 10е. е1%, 5. 53. 





78 | а: | 18° 
Докажемъ теперь, что удовлетворяется услове: — 1 
ФО‘, ”>0. 

Положимъ для удобства письма: 
@ „=У . 


Тотда условте, о которомъ идетъ рзчь, сведетея, какъ извЪетно, 
къ слъдующимъ тремъ условямъ“): 


427 4; 4} _( а? 
Е —(:..) ео 


ЕО 


ау а а ви 
( ге) 














—_ = 


4х? ауаг @х4у ахаг 


Изъ формулы 4) мы получаемъ: 








а? а ы 
ее 3-9, = — (3-4 дз, в — 424 В? 
фу Фу 4 
В О 


Подставляя эти значемя въ лЪвыя части условй В), поел 
простыхъ передЪлокъ приведемъ ихъ къ виду: | 


‚ В Со, СВ, 
причемъ ЛЪвая часть третьяго услов1я обратится ВЪ НУЛЬ. 
*) Л получилъ эти уелов!я, елвдуя пути. указанному Бегге$. Ср. Бег- _ 


геф. 11ертгрись Чег 91. по@ шт. Е: Уоп А, Нагпаек. _ 1884. [ Вава, 
5. 216—211. 


ИеофоЕи ть 7 
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Мы видимъ, что вс условя соблюдаются. 

Уравнешямъ С) и 17) центральной оси можно придать 0о- 
лЪе простой видъ. Пусть $, у и с— координаты точки встрЪчи 
этой прямой съ плоскостью: 


Ах-- Ву Оз =. 
Тогда, какъ видно изъ уравнешй центральной оси, 
В—ВМ—СМ, В=СЬ-—АМ, ВХ =АМ—ВГ; 
лВдовательно, уравнен!я оси будутъ: 


а 


4 — Е: 


ИВ 


ъ 





`Найдемъ наименьший моменть С’, и углы его съ осями. 


Изъ уравнентй С) и т) мы выводимъ: 


[—бу,- Ва, _МЬ— Ад - Ст, _ М—Ва, + Ау, С, 

А Те В в (0. и 
Отсюда, въ силу формулъ 3’). мы заключаемъ. что наименьший 
моменть параллеленъ равнодЪИствующему вектору; слЪдователь- 


° Но, онъ равенъ своей проекци на направлене поелВдняго. Но 


эта проекпля есть (7, опредзляемая формулами 5) и =). Итакъ 


СЬ о-Ае-+ВМ-ОМ 
Я 72 ‚ 
Опредфлимъ координаты х,. У, 2, центральной точки (). За- 
мзчая что (Л лежитъ въ нулевой плоскости 2)’ и на цен- 
тральной оеи, мы получаемъ: 


Ус 


| А Бу += М, 
х) Пт =АМ,-- ВМ—СМ, Ву =ВМ,-- СГ-АМ, В —= 
—=СМ,-- АМ— БГ. 
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Умножая эти формулы на 2, У, И 2 и сложивъ полученные 
результаты. найдемъ: 


Во — М4 (ВМ-СМ)х, + (СГ- АМ (АМ-—ВГ),, 


тдз о—разстояне нулевой точки отъ начала координатъ. Встав- 
ляя въ эту формулу значеня х) величинъ 2, У, 2,. находимъ 


пор м4 (ВА СМ) (С 


№): (АМ-—ВГ,}? 
Д? 


Но. какъ нетрудно провфрить, 
(ВМ—СМ)?*--(С.Г-АМ)+(АМ—ВГ)= 
=(А2-- В3--С?) (12-- М-- №)—(АГНВМ+СМ)?. 
СлЪдовательно, въ силу формулъ 1), 3) и 3), 
[20= М. 9—2. 


Посредствомъ этой формулы очень просто опредФляется разетоя- 
н!е нулевой точки отъ начала координатъ. 


Унножая формулы х) на Г, М, № и складывая, получимъ; 
В?( 1%, -- Му + № )=М(АГ-+ВИ-СМ). 


Пользуясь формулой 3). мы придадимъ полученной зависимости 
слздующйЙ видъ: 


\) АО, сз. (9,6) = М8. 


Разберемъ теперь аналитически различные случаи экви- 
валентности системы, раземотрзнные нами инымъ путемъ на 


етр. 710—171. 








————— 


—=——————————————ы—ыыыы——ыЫы—дДВЫы——_——— 
х 
м ,й ы 
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1. Система эквивалентна нулю. Изъ формулъ 1’), 2’) 
и 3') вытекаетъ, что для этого необходимо и достаточно, чтобы 


В: И 0. И =о. 
0. о. 


т. е., необходимо существоване семи условй.. 


2. Система эквивалентна паръ Пуансо. Пля этого до- 
статочно, чтобы 


Если, кром№ того, еще 
0 


т 


то система эквивалентна парв вращеня (Г, М, №). 


2. Система эквивалентна одному вектору. Для этото 
достаточно, чтобы С’ равнялось нулю, т. е., въ силу формулы 9), 
чтобы 

АГ ВМ-СХ=о, 


Это услове перпендикулярности момента (С, къ вектору А. 
Формула ^) показываетъ, что въ этомъ случа моментъ (7, пер- 
пендикуляренъ и къ линш р. соединяющей начало координатъ 
еъ центральной точкой. _ 


4. Система эквивалентна совокупности злавнаю век- 
тора В и злавнаю момента С. 

Положимъ, что векторы системы параллельны, причемь 
стороны ихЪф одинаковы. ЗаЙмемея приведентемъ системы въ 
этомъ частномъ случаЪ. Пусть ©, В, 1 — углы, образуемые съ 
осями координатъ общимъ направленемъ векторовъ. Р— длина 
какого-нибудь вектора. Тогда. 


Т, Х! Запис. Мат, Отд, 6 
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А-=еза Ру ВЕРЫ Р: О-о оР) ВЕБ: 
1=еХРу—сз8УРа; МЕсзаХРе—о8 4; Ра; М-=сз8УРе—сзаУ Ру; 
М. = сза>.Ра-| сз8>Ру-| с51>.Р 

414+ ВМ4-СМ=о. 


Формулы $) и х) примутъ слБлующий видъ: 


Я ==0. 
а РИ. 
К АЕ Сыр: 


_ЗамЪчая, что координаты” 2., У. 2, нулевой точки не 
зависятъ отъ направлентя векторовъ Г. мы получаемъ сл$дую- 
щую теорему: 

‚ Теорема ХХХТ. Совокупность векторовъ Р, параллель- 
ныхЪ и направленныхъ въ одну и ту же сторону, веетда экви- 
валентна одному вектору А, начало котораго въ центральной 
точкз. Ллина вектора В есть вунма длинь векторовъ Р, онъ 
иметь общее съ послЪдними направлен1е и сторону. Если 
векторы Р повернуть вокругъ ихъ началъ на равные углы т, 
плоскости которыхъ параллельны, то векторъ А повернется во- 
кругъ своего начала на тотъ же утолъ въ плоскости, парал- 
лельной предыдущимъ. 

Въ заключене этой главы выведемъ формулы для того 
случая, когда начало координатъ въ центральной точкЪ, а 06 2 
совпадаетъ ‘съ направленемъ главнаго. вектора и направлена 
въ туже сторону. Эти формулы намъ будутъ впослздетв1и очень 
полезны. 


Ы 


Въ данномъ случа$ мы имфемъ: 


Е М — 
НЕ №—=(, ПЕ, 


Уре? ЧЕН 


бы поль к баны. Ш а 














‘ 
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слфдовалельно, формулы 1"), 2’) и 3’) прамутъь слёдующй 
ВИДЪ: 


и о == А А, 
о 
р М,=— Аз, [= --Ау,, Ш = А., № 5-6. 


Пусть $:, 7, ©, координаты конца момента С’, начало кото- 
рато въ (0. Для &,, 1, и. С, мы имфемъ слвдуюния формулы: 


+ Ву, 
ЕЕ › 


-А + 
"1 =. Аа , й = тд? › 


г 
> 


‚=1,—Ау, 2 





а = 2-Е С, = $—(. 


ГЛАВА Х. 


Вращеня системы векторовъ С въ точкахъ опредфлен- 
_ ныхъь геометрическихь мфстъ. 
‹ 

Пусть Р——какая нибудь точка пространства (черт. 38). 
[РЁ], Ра — равнодЪйствующие векторъ и мементъ вращеня, 
соотвтетвующие точкз РГ. какъ началу приведешя. Прямая 
РВ, какъ мы видЪли, есть прямая одинаковыхъ вращен!й; она 
параллельна центральной оси. Прямую РО я назову осью Точки 
Г, плоскость, перпендикулярную къ оси въ ея цчентрь Р. по- 
лярной плоскостью послЪлняго, который въ свою очередь на- 

зывается полюсом плоскости (Р)*). 


*) 5еВеП. 10ое, с16. 5. 62. 
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Такимъ образомъ всякой точкз Р пространства соотвЪт- 
ствуетъ ось р и полярная плоскость (Р). причемъ для первой 
эта точка служить центромъ, а для второй — полюсомъ. Раз- 
смотримъ. въ какой зависимости отЪ положеня точки Р нахо- 
дятся эти геометрические образы. | 

Назовемъ для краткости какую-нибудь прямую № одинако- 
выхъ вращен!й д1аметромъ. По теорем ХХУ. оси точекъ пря- 
мой „ параллельны между собой, что даетъ теорему: 

Теорема ХХХП. Полярныя плоскости (Р) точекъ какого- 
нибудь д1аметра № параллельны между с00ой. 

Прямая | есть даметръ, сопряженный съ системой па- 
раллельныхъ плоскостей (Р). 

Пуеть а—уголъ между прямой 1 й осью какой-нибудь ея 
точки Р. Тогда уголъ между полярной плоскостью (Р) послЗд- 
ней и прямой в» будетъ: 90—9, Уголъ р равенъ нулю для 
точекъ центральной оси ий 90° для безконечно-удаленныхъ то- 
чекъ. Откуда мы заключаемъ: 

Теорема ХХХЛШ. Нолярныя плоскости безконечно-удален- 
ныхъ точекъ параллельны центральной оси. Полярныя плоскости 
точекъ. центральной оси перпендикулярны къ послЪдней. 

Отсюда и изъ теоремы ХХХЛ вытекаетъ: центральная 
ось есть единственный д1аметръ, который перпендикуляренъ къ 
сопраженнымь съ нимъ параллельным плоскостямъ. Мы мо- 
жемъ сказать также. что центральная 0сь служить осью для 
возхъ своихъ точекъ. 

Пусть РО — какая-нибудь прямая (черт. 39), [РЕ]. Три 
Г,—элементы. приведен1я для точки ГР. Шо опредЪлен!ю. 


„ С==РЕ-У,-ЕРЬь. 


Найдемъ элементы приведения, соотвЪтетвующ!е точкз @. Для 
этого опустимъ перпендикуляръ (29 на РА и перенесемъ [РА] 
въ точку 4. По примЪчаню къ теорем У’, 


а 


 еквсаетих 


И редки паев рака лбьоепрещинн гей и. 
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3) [Ре -— (РВВ. 


Затвиъ въ (4 приложимъ два прямо-противоположныхъ вектора 
[ЧЁ] и [9А"]. равныхъ по длинЪ и параллельныхь вектору 
[РЕ]. По сл детвтю ТУ Главы П. 


В -+[ОВ" 50, 


слВдовательно. 
о [97-59-98 ]--9 А" =59]-+ (97.48), 


такъ какъ векторы [47] и |(9А"] составляютъ, очевидно. пару 
вращешя. На основан ©). В) ит), 


8) С-ЫЧЕ ЕТ» (4".49)) НР» 


Совокупность паръ вращении Г, и ((9”,99))) эквивалентна од- 
ной пар вращеня Г.,, моментъь которой ФС, есть геометри- 
ческая сумма моментовъ Р@ и ЧС, первыхъ двухъ. Точно 
также совокупность паръ сжат или растяжении Р» и—(РА.Р4) 
эквивалентна одной парЪ Ро. Итакъ 





(РВ.Ра). 


:) С-ОВ-+ И -Рь 


Построимъ моментъ ОС, пары Го. Для этого проведемъ чрезъ 
(} прямую @С.. геометрически равную прямой РС, и построимъ 
на 44; и 00, параллелограмиъ (0, @, @,. Ллатональ (@, 
послфдияго есть искомый моменть пары Г.. (Теорема ХШ). 
ЗамтимЪъ, что РО перпендикулярна къ (44... — 
Предположимъ теперь. что уголь @Р@ — прямой. Тогда 


ДРб:=9 И 


и въ силу сдЪланнато зам чаня прямая РО есть периендику- 
ляръ къ плоскости @, ()(.. откуда 


СРЧб, =90°, 
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что даетъ намъ теорему: 


‚Теорема ХХАТУ. Прямая. пернендикулярная къ оси одной 
своей точки, перпендикулярна къ осямъ всЪхъ своихъ точекъ. 
Это основная теорема настоящей главы. 


Слюдстте. ЗамЪчал, что РО лежитъ въ полярной плос- 
кости точки Р. мы заключаемъ: чрезъ каждую точку Р про- 
ходить безчисленное множество прямыхъ, перпендикулярныхЪ къ 
осямъ свойхъ точекъ. Эти прямыя лежатъ въ полярной плос- 
кости точки Ри образуютъ, слдовательно, пучекъ лучей пер- 


ваго порядка. 


Пусть (Р)—какая-нибудь плобкоеть, 4, В—двЪ ея точки, 
АР. ВР— прямыя пересфченй съ (Р) полярныхъ плоскостей 
(А) и..(6). Прямыя АР и БР, перлендикулярныя КЪ осямъ 
точекъ А и В, перпендикулярны, по только что доказанлой 
теорем. къ оси общей ихъ точки Р. Откуда мы заключаемъ, 
что Р есть полюсъ плоскости (Р). Соединимъ Р еъ третьей 
точкой С плоскости Р. Прямая РС. проходя чрезъ Р. перпен- 
дикулярна къ осямъ всЪхъ своихъ точекъ, слфдовательно. и къ 
оси точки (С. 

Мы получили такимъ образомъ теоремы: | 

Теорема ХХХТ. Веялкая плоскость (Р) есть полярная 
плоскость нфкоторой своей точки Р. 

Сльдетве. На всякой плоскости (Р) лежитъ пучекъ лу- 
чей, изъ которыхъ каждый перпендикуляренъ къ осямъ воЪъхъ 
своихъ точекъ. 

Теорема ХХХТ! Нолярныя плоскости точекъ плоскости 
(Р) проходятъ чрезъ полюсъ поел дней. | 

Обратная теорема. Полюсы плоскостей, проходящихъ 


чрезъ точку Р. лежатъ въ полярной плоскости точки Р. 


Доказательство. Пусть (Ч), (В)... — плоскости, прохо- 
даш1е чрезъ Р. Такъ какъ Р лежитъ въ каждой изъ нихъ, 
то (Р) проходить чрезъ.полюсы Ч. Д,.. послЪднихъ. (4. Е. 1), 


> ан ола фа А бис 


ЧИЩЕ ИГР 





# 


87 ` МЕХАНИКА ЦОДОБНО-ИЗМЪНЯЕМОЙ СИСТЕМЫ. 87 


° Положимъ. что плоскость (Р) параллельна центральной 
оси. Въ этомъ случа (Р) проходитъ чрезъ безконечно-удален- 
ную точку послздней. ЗамЗчая. что полярныя плоскости точекъ 
центральной оси перпендикулярны къ послдней, мы заключаемъ, 
что безконечно-удаленная точка оси есть полюсъ безконечно-уда- 
ленной плоскости. Итакъ, въ силу обратной теоремы ХХХУГ 
получаемъ: - 

Теорема ХХХТП. Полюбсъ плоскости, параллельной цен- 
тральной оси, лежитъ въ бозконечноети. 

Это — обратная теорема ХХХГУ. 

Пусть О— какая-нибудь прямая. А и Б— двЪ ея точки. 

Полюсъ (@ плоекости ((@). проходящей чрезъ Г). лежитъ, 
по обратной теорем ХХХУТ, въ полярныхъ плоскостяхъ (А) 
и (В) точекъь Ап В, такъ какъ (Ч). по предположеню, про- 
ходитъ. чрезъ эти точки. СлЪфдовательно, еели (4) вращается 
вокругъь Г), то @ опивываетъ прямую А, по которой пересВка- 
ются плоскоети (4) и (В). Итакъ 

Теорема ХХХУШ. Полюсы плоскостей, проходящихъ 
чрезъ прямую Г). лежатъ на прямой А. 

Прямыя 0) и А называются сопряженными полярами. 

Олъдстте Т. Прямая Г) есть пересЪчен1е полярныхъ 
плоскостей точекъ вопряженной съ /) поляры А. 

Сльдстве Ш. Прямая Г) есть геометрическое мЪсто по- 
любовъ плоскостей, проходящихъ чрезъ А. 

Отсюда вытекаетъ: | 

С.иьдстве Ш. Полярныя плоскости точекъ прямой /[) 
пересекаются по сопряженной съ /) полярой А. 

Мы видимЪъ, что сопряженныя цоляры играютъ совершенно 
одинаковую роль по отношеню другъ къ другу. 

_ Теорема ХХХПХ. Прямая, перпендикулярная къ осяиъЪ 
своихъ точекъ. сопряжена самой себЪ.. 

Доказательство. Пусть [)— прямая, перпендикулярная къ 
осямъ своихъ точекъ, ди 6—двЪ ея точки. Точка а ееть полюсъ 
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плоскости (а). которая въ данномъ случаЪ проходитъ чрезъ /). 
Плоскость (5) также проходить чрезъ /). Но’ (а) и (5) пере- 
сВкаются по прямой А, сопряженной съ Г), слздовалельно, р 
и А совпадаютъ. 9. Е. /[). 

Теорема ХГ. Прямая, ветрЪчающая дв сопряженныхъ 
поляры, пернендикулярна къ осямъ свойхъ точекъ. — 

Доказалтельство. Пусть 0), А —сопряженныя поляры, А— 
точка первой прямой, В — точка второй. По теорем ХХХУШ, 
плоскость, проходящая чрезъ /) и Б, есть полярная плоскость 
точки 6. Но АВ лежитъ въ этой плоскости, слФдовательно, 
теорема доказана. (Ср. теор. ХХХГУ, слздетве). 

Теорема Х[1. Прямая, встрчающая одну йзъ сопряжен- 
ныхЪ прямыхъ и перпендикулярная къ обсямъ сволхъ точектъ, 
встрЪзчаетъ вторую прамую. 

Доказательство. Пусть Ри А — сопряженныя поляры, 
А— прямая. перпендикулярная къ осямъ своихъ точекъ и встрЪ- 
чающая /) въ точкВ а. Проведемъ полярную плоекоеть (а) 
поел дней. По предположентю. (а) проходитъ чрезъ д, но А 
проходитъ также чрезъ А, слЗдовательно, А и А лежать въ 
одной плоскости. Ч. В. Ш. 

Теорема ХТЛТ. Центральная ось пересЪкаетъь подъ пря- 
мымъ угломъ прямую, по которой измФряется кратчайшее раз- 
стоян1е двухЪ сопряженныхъ поляръ. 

Доказательство. Пусть ) и А — сопряженныя поляры, 
Х— центральная ось. Проведемъ чрезъ /) плоскость (4). пара- 
лельную А. Полюсъ плоскости (@) лежитъ. по предыдущему, 
на прямой А, но онъ долженъ лежать на (4). слЪдовательно, 
онъ каходится въ безконечности. Откуда, пользуясь теоремой 


ХХХШ. мы заключаемъ, что прямая Х параллельна плоскости. 


(4). Точно также мы докажемъ, что Х параллельна плоскости 
(5), проведенной чрезъ А параллельно /). Отеюда, замзчая, 
что прямая, по которой измфряется кратчайшее разстояне пря- 
мыхъ /) и А, перпендикулярна &ъ параллельнымъ плоскостямъ 


СО чаев ось ао а Забавы озимые ит 
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(4) п (5), мы заключаемъ, что эта прямая перпендикулярна 
къ ЛД. СлЪдовательно, чрезъ нее можно провести плоскость, 
перпендикулярную къ Х. Полюбъ этой плоскости съ одной 
стороны долженъ лежать на Х, по теорем ХХХШ, съ дру- 
гой—этотъ полюсъ долженъ лежать на кратчайшемъ разетоя- 
‚ ни, такъ какъ эта прямая сопряжена самой себ, въ силу 
теоремь ХХХ [Х ий ХГ. Отеюда вытекаетъ справедливость 
теоремы. ) 

Пуеть ). А и ХЫ—двЪ сопряженныхъ поляры и централь- 
ная ось (черт. 40), абс — обийй перпендикуляръ къ этимъ 
тремъ прямымъ. ПримЪняя къ этому случаю формулы (8) пре- 
’дыдущей главы, находимъ- для угловъ я, составляемыхъ съ Х 
осями точекъ а и с слдующя выраженя: 


ие ад. — с. 


тдЪ Ви @— главные векторъ и моментъ системы векторовъ. 
Замфчая, что ось точки а перпендикулярна къ А, а 06ь точки 
_С—кЪ 1), мы заключаемъ : 


а=соКА,Х), 49 =соКО.Х), 


слЗдовательно. 


Ва = г со( А.Х), и соК П).Х), 
откуда 
) аб _&9(0,Х) 
0% (АХ) ” 


что даетъ намъ теорему: 


Теорема ХИ. Точка ветрзчи центральной осй съ пря- 
мой, по которой измфряется кратчайшее разетоянте двухъ со- 
пряженныхъ поляръ, дЪлитъ эту прямую въ отношенти танген- 
совъ угловъ, образуемыхъ полярами съ центральной осью. 


® 
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Теорема ХТ. Произведен1е изъ кратчайтаго разетоянл 
отъ пэнтральной оси прямой Г) на #95 угла 6ъ осью. образуе- 
маго сопряженной полярой А. есть величина постоянная, раз- 
ная отношен® главнаго момента къ главному вектору. 

Пусть Х — центральная 06ь. АБ — прямая, перпендику- 
лярная къ осямъ своихъ точекъ (черт. 41). ОА — кратчайтее 
разстояне между прямыми Х и АРБ. Если и— уголъ съ Х оси 
точки А. то въ ‘еилу тЪхъ же фориулъ (В) предыдущей главы 


д 
ЕО 
те С 


Но прямая ОА пернендикулярна къ оби своей точки О; слЪло- 
вательно, она периендикулярна и кЪ оси точки А. Отсюда мы 
заключаемъ, что 06ь точки А перпендикулярна къ плоскости 
СНБ. тео 


а=соК АБ,Х), 
откуда - | : 


3) 0449(АВ.Х)= 
что даетъ теорему. 


И виа ХТ. Произведене изъ кратчайшато разстоян1я 
центральной оси отъ какого-нибудь луча на 4/5 угла съ осью. 
образуемато тЪмъ-же лучемъ, есть величина постоянная, равная 
отношентю главнаго момента къ главному вектору. 

Слюдстве 1. Лучи, одинаково отстояние отъ центральной 
оси. образуютъ одинаковые углы съ послЪфдней. 

Слъдстие Ш. Лучи, пересзкаюние ось, къ ней перпен- 
дикулярны. 

Слъдетне Ш и -удаленные лучи параллельны 
оси. 

Доказанная теорема есть слЪдетве предыдущей. Въ са- 
момъ дФлЪ, лучъ, какъ мы видЪли, сопряженъ еъ самымъ с0- 


® 


| 
| 
| 
: 
| 
: 
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бою. ЗамЪняя, олФдовательно, въ формул 1) А на /), полу- 
чимъ соотношенте (3). 

Блатодаря доказанной теоремЪ, оказывается. что лучи рас- 
предфлены въ пространств слфдующимъ образом. Предета- 
вимъ веб» систему прямыхъ круглыхъ цилиндровъ, имфющихъ 
общей осью центральную ось. Начертимъ на какомъ нибудь 
пилиндр$. рад1усъ обновашя котораго 7, систему обыкновен- 
ныхъ винтовыхь лин, равныхъ и параллельных между собой, 
уголъ а которыхъ съ производящими удовлетворялъ бы с00тно- 
шен!ю: 





10а — 


® 


В 


Тогла касательныя къ этимъ винтовымъ лиюмямъ суть лучи, 
отетояще отъ пентральной оси на разстоянш, равномъ х. Мы 
видимъ. что свойства сопряженных поляръ и лучей зависять 


: Е [в 
лишь отъ отношен1я В’ которое называется параметромъ вом- 


плекса сопряженныхъ поляръ и комплекса лучей. 

Пуеть (Р)—какая-нибудь плоскость, Р—ея полюсъ, Ра— 
овь точки Р. Поляра А прямой Р@ лежитъ въ (Р). Ифрове- 
демъ чрезъ Рб@ какую-нибудь плоскость (4), которая переез- 
четъь сопряженную поляру А въ О. Ось точки @ нормальнл къ. 
(4); но плоскость (@). проходя чрезъ пернендикуляръ Р@ къ 
ЕР), перпендикулярна къ послздней. Отсюдл мы заключаемъ, 
что 065 точки @ прямой А лежитъ въ (Р). Если (Ч) перпен- 
дикулярна къ А въ 0. то ось точки 9, очевидно, совпадаетъ 
съ А. Мы получили такимъ образомъ елздующуя теоремы: 


Теорема ХПГ. Оси точекъ прямой А, сопряженной съ 
осью полюса Р плоскости (Р), лежать въ (Л). 

Прямая А называется характеристикой плоскости (Р). 

_ Сльдстве. Оси точекъ характеристики плоскости (Р) 
обертываютъь параболу, фокусъ которой въ Р, а касательной 
къ вершинз служитъ -характеристика. 


“ у 


99 а Д. Н. ЗЕЙЛИГЕРЪ. 92 


Это прямо слЪдуетъ изъ того. что оби точекъ 9 харажте- 
ристики перпендикулярны въ прямымъ РА. 

Теорема ХГУП. Еели Р@ есть ось своей точки Р. то 
сопряженная съ Р@ поляра А есть также ось своей точки д. 
Ирямыя Ра и А перпендикулярны другъ къ другу. прямая Рд 
есть ихъ кратчайшее разстоянте, 

Слъдстве. Прямая Р@ есть характеристйка плоскости 
СР. з 

Пусть 4 и 6—точки встрзчи съ плоскоетью (Р) сопря- 
женныхъ поляръ Г и А. Прямая 40 есть лучъ комплекса по 
теорем ХА; но 45 лежитъ въ (ГР), слЪдовательно, 48 прохо- 
дитъ чрезъ полюсъ Р плоскости (Р). (Теор. ХХХУ, сл$д.). 
Итакъ 

Теорема ХГУШ. Точки 4 и 0, въ которыхъ сопряжен- 
ныя поляры Г) и А ветрЪчаютъ плоскость (Р). лежалъ на од- 
ной прямой съ полюсомъ Р послЪдней. 

Пусть опять 2 и А — сопряженныя поляры, а — точка 
встрёчи ихъ проекщй на плоскость (Р). Точка а ееть овноване 
перпендикуляра къ (Р), встрьчающахго 0 и А. По теорем ХГ, 
этотъ перпендикуляръ есть лучъ комплекса. Отсюда мы заклю- 
чаемъ, что ось точки а лежитъ въ (Р). Итакъ 


Теорема ХХ. Проекши двухъ сопряженныхъ поляръ_ 
на плоскость (Р) пересзкаются ва характеристик$ послЗдней. 

Слъдстве Т. ЗамЪ чая. что поляра, сопряженная ©ъ цен- 
тральной осью, ебть безконечно-удаленная прямая, мы заклю- 
чаемЪ: характеристика плоскости (Р) параллельна проекци на 
(Р) центральной оси. 

Отсюда вытекаетъ: 

Слъдстие Ш. Характеристики параллельныхъ плоскостей 
параллельны между 60бой. 

Положимъ. что намъ даны двз пары сопряженныхъ по- 
ляъ Ди А, р’ и А'. По этимъ даннымъ требуется опред- 
лить центральную 06ь и параметръь комплекса, полюсъ и харак- 
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теристику данной плоскости (Р), полярную плоскость точки Р 
и наконецъ поляру. сопряженную съ данной прямой /)". 

] Опредълене центральной оси и параметра ком- 
плекса. 

Для рфштенмя этого вопроса построимъ прямыя 7% и п, 
по которымъ измЪряются кратчайшия разотояня сопряженныхъ 
поляръ Л и Л, П'и А’ соотв тственно. Такъ какъ централь- 
ная ось вотрзчаетъ прямыя 2% и п подъ прямыми углами, то 
по ней измфряется кратчайшее разстолюе этихъ прямыхъ, чвуъ 
центральная ось вполнф опредЪлена. 

Величину параметра мы найдемъ, пользуясь теоремой ХУ. 

П. Опредълеще полюса и тарактеристики плоскости Р. 

Пусть Чи 5. @’иб’ точки, въ которыхъ прямыя Ди А, 
О’ и А' ветрЪчаютъ соотвФтотвенно плоскость (Р). Полюсъ Р 
поелфдней есть точка ветрчи прямыхъ 40, @'0' (теор. ХЬУТ. 
Пля опредзления характеристики спироектируемъ данныя прямыя 
на (Р). 

Пусть а — точка пересченя проекцй прямыхъ Г) и А, 
точка встрзчи проекшй прямыхъ Г)’ и А’. Прямая аб есть 
характеристика плоскости (Г). (Теорема ХШХ). 

Ш. Опредълене полярной плоскости точки Р. Прове- 
демъ чрезь Р дв прямыхъ РЯ й РА. изъ которыхъ первыя 
встрЪчаеть прямыя / и А. вторая — 0’ й А’. Каждая изъ 
проведенныхъ прямыхъ есть лучъ комплекса (теор. ХТ), слЪдо- 
вательно, Р есть полюсъ плоскости ФРА. 


1/. Опредъленме поляры. вопряженной сё прямой 1", 
Чрезъь /)”' проведемъ двЪ плоскости (7%) и (п) и построит, 
какъ выше, ихъ полюсы т й 7. Прямая тя есть искомая. 

Займемся теперь боле подробнымъ изелВдованемъ вра- 
‘щен системы въ точкахъ плоскости (Р). 

Пусть Р— полюбсъ поелдней (черт. 42), [РЁ], Гьи Рь— 
элементы приведеня системы къ точкЪ Р. Найдемъ элементы 
приведения, соотв тетвуюнуе какой-нибудь точк® 1 плоскости (Р). 
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Пусть РА — прямая, по которой плоскость, проходящая 
чрезъ [РЯ] и ось Р@ точки Р, пересЪкается съ (Р). Разло- 
жимъ [РА] но РА и Р@. Если [РА], [РВ|-—слатающе век- 
тора [РА], я —уголь @РА, то, замЪчая, что утолъ АГ пря- 
мой. находимъ: 


ПРА ло БОЕВОЕ. 


Въ М приложимъ два вектора [4А']. [МА"], [МВ и МБ", 
изъ которыхъ первые два равны по длинф и параллельны век- 
тору [РА], а вторые два — вектору [РВ]. Введенные векторы 
не изиЪняютъ системы С векторовъ, такъ какъ они попарно 
эквивалентны нулю. Итакъ 


а) С-ЫРЕ-У,-РЬ- 
[РА] -+ [РВ] 7-м А -[мА"-+[мв-[мВ"). 


Но векторы [РЁ] и [МВ"] составляютъ, очевидно, пару вра- 
щения Т,. моментъ которой МО’, равенъ: 


2) Мб,=РВ.РМ, 


причемъ прямая Л/С', перпендикулярна къ плоскости (РВ.МБ"). 
Но эта плоскость, проходя чрезъ нормаль РО къ (Р), нер- 
пендикулярна къ (Р); слФдовательно, 1/(С, лежитъ въ (Р) и 
перпендикулярна къ прямой РМ. 

ДалЪе векторы [РА] и | МА"] составляютъ пару Пуансо, 
которая, по теорем ТХ, эквивалентна совокупности двухъ паръ: 
пары вращеня У, и пары сжатя или растяженя Р’, причемт, 
еели МС, и р— моменты этихъ паръ, и —проекщя точки М 
на РА, то 


ч 


3) МО. —=Мт.РА. р=Рт.РА: 


кромВ того, прямая МС, перпендикулярна къ (Р). При этомъ 
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замЪтимъ, что параллельные моменты Р@ и М, будутъ на- 
правлены въ одну и ту же сторону, если точка М лежитъ 
вправо отъ наблюдателя. глазъ котораго въ Р`и который смо- 
тритъ на конецъ А вектора [РА]. Если же точка М находится 
влЪво отъ этого наблюдателя, то моменты Ра и МС, направ- 
лены въ противоположныя стороны, Условимся считать лин!ю 
Мт положительной въ первомъ случа, отрицательной — во 
второмъ, 

При такомъ условш формула (3) будетъ всегда сиравед- 
лива. На основанш всего вышесказаннато, формула (&) приметъ 
слВдуюциЙ видъ: 


8) СЕУИ +7, -Р.+Р-Е[МА-Ы МА". 


Пары Гри Г,. имВющия параллельные моменты, эквивалентны, 
по теорем ХШ, одной парз Гз. моментъ которой М@, дается 
формулой: 


Мб. =Ра-+ Мб. , 
или, въ силу первой изъ формуль 3), 


4) Ма, =РА- Мт.РА. 


7 


Пары У, и Г.. моменты которыхъ перпендикулярны другъ къ 
другу. эквивалентны, по теорем ХУ, нарЪ Г», моментъ кото- 
рой МС. есть длагональ прямоугольника, построеннаго на 0, 
ий М6... какъ на сторонахъ. СлЪфдовательно, если х’— уголъ 


между М9: и МО, то 


‚ Ма. _ РВ.РМ 
17% — Мб. Ро Мт РА’ 





5) М6:= М6? Мб’; 


въ силу 2) и 4). Далфе пары сжатя или растяжешя Рь и 
Р’ эквивалентны, по теорем ТУ. одной парз Р„. а перпенди- 
кулярные. другъ къ другу векторы [МА’ и [МБ'], имюще 
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общее начало. эквивалентны одному вектору [М8], равному 
длатонали прямоугольника, построеннаго на первыхъ двухъ, 
какъ на сторонахъ. Векторъ [МД], очевидно, отличается отъ 
[РЁ] только началомъ. Итакъ 


(= [МА] на Ри Ри, 


Ра 


причемъ пара вращеня Г» вполнз опредфляетея формулами 
2), 3), 4) я 5). 

ИзелЪдоване вофхъ этихъ формулъь мы обтавимъ въ 
сторон%, такъ какъ это насъ привело бы вторично къ резуль- 
татамъ, найденным раньше. Займемся лить второй изъ фор- 
мулъ 5). 

Полагая : 

6) РА-Е Мт.РА=о, 


откуда 
2 


1 
ИО 


находимъ геометрическое мЪ$ето точекъ. оси которыхъ лежатъ 
на плоскости (Р). Это— прямая, параллельная РА и лежащая 
влфво отъ наблюдателя, глазъ котораго въ Ри который емот- 
ритъ на конецъ 4 вектора [ГА]. Уравнеше 6) представляетъ, 
слдовательно, характеристику плоскости (Р). 

Обозначимъ разстояне характериетяки оть прямой РА 
чрезъ р. ЗамФняя въ 6) 1.» чрезъ р и исключая РС между 
6) и второй изъ формулъ 5), находимъ: 


И ее. 
а Мт—р Мт—р’ 
въ силу формулъ 1). 
Замфчая. что (№Мтр—р) есть разетояме точки М отЪ 
характеристики, мы получаемъ теорему: 


ЗАИР Зи ЩИ, ЧР РРЛЩЬА ` 


” 
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Теорема [. Точки М. оби которыхъ одинаково  НАБЛОННЫ 
къ плоскости (Р). лежать на коничеекомъ офченш, фокуеъ ко- 
торато въ полюсЪ плоскости (Р), а директрисой служить ха- 
рактеристика послздней. 


Коническая сЪченя. представляемыя уравнешемнъ 7), бу- 
дутъ эллипеами или гинерболами, смотря тому, будетъ-ли: 


да’ 14% > 1. 


гдВ я— уголъ центральной оси съ нормалью къ Е 


Эллинеы отъ гиперболъ отдфляютол параболой, параметръ 
о’ которой удовлетворяетъ условтю: 


0’ а= т. 


Характеристику нужно разематривать, какъ предзльную 
типерболу, параметръ которой я’ равенъ ^. Полюсъ ееть пре- 
двльный эллииеъ.. параметръ котораго а’ равенъ нулю. 


Будемъ проводить чрезъ Г прямыя Рл, В», параллельныя 
осямъ точекъ М М’ одного изъ коническихъ сЪчевй, пара- 
метръ котораго есть и’. Прямыя Ра будуть производящими 
 прямаго круглаго конуса, ось котораго совнадаетъ съ Ра, а 
уголъ при вершин® равенъ 2’. Пусть РЬ— поляра вопряжен- 
ная прямой ЛИЛ’. Такъ какъ Ре лежитъ въ полярныхъ плос- 
костяхъ точекъ Л и ЛГ. то плоскость и Ри’ перпендикулярна 
съ РУ. Въ предЪлВ РЗ есть поляра, сопряженная касательной 
въ М къ коническому сЪченю а’, и Г— периендикуляръ къ 
касательной плоскости къ предыдущему конусу. Но ве таве 
периендикуляры, какъ извфетно, суть производяния дополии- 
тельнато конуса, имфющаго ту же ось, а уголъ при вершин$ 
равенъ (180— 24). | 

— Мы получили такимъ образомъ теорему: 

Теорема ГП. Еели прямая РФ есть производящая прямато 

круглаго конуса, вершина которато въ Р, а 06ь вовпадлеть съ 


Т., Х1 Запис, Мат, Отд. Я 


7 
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осью точки Р. то поляра, сопряженвая съ Ро, есть касатель- 
ная КЪ коническому сЪчен1ю, лежащему въ полярной плоскости 
(Р) точки Р. Фокусъ коническаго сЪчешя совпадаеть съ Р., а 
директрисой елужитъ характеристика плоскости (Р). Это из- 
вфетная теорема Кгапке”). Она была доказана авторомъ ана- 
литически ^^). | 

Пуеть Р5, Р5’— двЪ смежныхъ производящихъ вышеупо- 
мянутаго дополнительнаго конуса, Л/4. М’ — сопряженныя съ 
ними, смежныя касательныя къ коническому сЪчент а’. Илос- 
кость ЮРО', проходя чрезъ Рб и Ро’, имЪфетъь свой полюбъ 
на прямыхъ МО и М'(). Слёдовательно. точка вотрЪчи (} емеж- 
ныхЪ кабсательныхъ къ кривой я’ есть полюбсъ плоскости ЭРО’. 
Переходя къ предфлу, мы получаемъ теорему: 

Теорема [11. Точки коническато сЪченя, фокусъ кото- 
рато въ Р. а директрисой служитъ характеристика плоскости 
(Р), суть полюеы плоскостей. обертывающихъ прямой круглый 
конусъ, вершина которато въ Г. а 06ь свовпадаетъ съ осью 
точки Р. | 

Этимъ я закончу изслвдоваюя настоящей тлавы. эамфчу 
лишь, что всф доказанныя здЗеь предложеня имъютъ мЪето и 
въ современной теор1и векторовъ. Новыми я считаю предложе- 
мя Ди [11. 


ГЛАВА ХГ. 
0 сопряженныхъ векторахъ. 


Два вектора, совокупноеть которыхъ эквивалентна данной 
системЪ векторовъ, я назову сопряженными, ихъ начала со- 
пряженными точками. 


/ 
*) Егапке. БИхатозрег1е4е 4ег Ма ет. К]аззе ег Аса4. ег \\1з- 
зепзеВ. У” 1еп. 1882. Ва. 84. П АБ. Б. 585. 
**) Ср. также. Занчевекй. Теор1я. винтовъ и приложен!я ея къ меха- 
никЪ. Одесса, 1889 г., стр. 20—22. 


р РО 


д 4-2 


ви 
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Пусть (черт. 43) [АВ] и [СБ]—два вектора, сопряжен- 
ныхъ систем векторовъ (С. При этомъ допуетимъ, что цен- 
тральная точка О системы С’ существуетъ. Если [А]— главный 
векторъ, Г— главная пара вращенйя системы, то, по предио- 


° ложеню, 


)) (В+ 7--АВ-Н[СР. 


Для того, чтобы это уравнен1е имфло мЪето, необходимо и до- 
статочно, чтобы система (С. приведенная къ какой-нибудь точк% 
М, дала тВ-же элементы приведешя, какъ и совокупность век- 
торовъ [АВ] и [СП], приведенная къ той-же точкз 1/. Возь- 
мемъ точку / на прямой вектора [С.Л]. Опуетимъ изъ М пер- 
пендикуляръ. Лт на [АВ] и перенесемъ [АВ] въ т. вц век- 


` торъ [СБ] въ М. Тогда 


8 МЫ-Нь-—(АВ,Ат), 


по примВчаню къ теорем У. 

Теперь приложимъ въ Л/ два прямо-противоположныхъ 
вектора [МВ] и [МБ"]. равныхъ по длин и параллельныхъ 
вектору [42]. Шо слЗдетвю ТУ Главы Ц, 


[мВ] -[МВ”-5о, 
слЪдовательно , 


5) [б--и--МВ мВ" -=[М В+ (тт М), 


такъ какъ векторы [776] и [1МБ"], очевидно, составляютъ пару 
вращения. Въ силу 8). 1) и 0) находимъ: 


=) [ВСЕМ В" НМА (тт М))-(АВ,Ат)-(С0,СМ). 


Совокупность векторовъ [МВ] и [М4], пмзющихъ общее на- 
чало, эквивалентна одному вектору [МА], совпадающему съ 
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длатональю параллелограмма, построеннато на [МБ"] и [М4]. 
какъ на сторонахъ. ‘Точно также совокупность паръ сжатя— 
(АВ.Ат) и—(СО.СМ) эквивалентна одной парз сжатя Ц. 
Итакъ 1 


9 М-НСУ-Еи--(@тьтМ))-+Пь, 


гдв [МВ], ((тб,тГ)) и—Ри, элементы приведешя совокуп- 
ности векторовъ [АВ] и [СО] къ точкз М, причемъь моментъ 
ри пары—Ш» опредЗляется по формулЪ: 


1) р,=—АВ.Ат— С.С. 


Пусть [В „|, Ги й Ри — элементы приведеня системы О’ къ 
той же точкв ЛИ. Уравнеме а) влечет за собой слвдующя 
эквивалентноети : 


[В,|=5МА], Г,==((тбтМ)), Ри==Пу. 


Замфчая, что [А„| отличается отъ [А,| только началомъ, мы 
на основани вышесказаннаго получаемъ: 


Теорема ГИ. Геометрическая сумма длинъ двухъ 60- 
пряженныхъ векторовъ равна длинф главнато вектора. 

Иначе говоря.” каждый изъ сопряженныхъ векторовъ есть 
слатающая главнаго вектора по своему направлентю. 

Доказанную теорему можно еще такъ формулировать: Если 
чрезъ какую-нибудь точку проведемъ прямыя, равныя по длин и 
параллельныя сопряженнымъ векторамъ, то Магональ параллело- 
грамма, построеннаго на этихъ прямыхъ, равна по длинВ и парал- 
лельна главному вектору системы. 

Моментъ оси пары вращеня ((70,тМ)), ечевидно, пер- 
пендикуляренъ къ плоскости АВ; но, по предложен!ю. эта 
пара эквивалентна Г». Отеюда мы заключаемъ, что Л есть по- 
любъ плоскости АВЛМ. Но Л есть пройзвольная точка прямой 
Ср; слЪдовательно, мы получили теорему; | 


би ЦО басен 


сле 
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Теорема ГУ. Прямая. на которыхъ лежатъ сопряженные 
векторы, суть сопряженныя поляры комплекса поляръ, опредз- 
ляемато системой векторовъ С. 

Пальше мы докажемъ теоремы. обратныя только что до- 
казаннымъ. ЗамЪтимЪъ здЪсь, что теорема ЛУ опредзляетъ пря- 
мыя, на которыхъ лежать сопряженные векторы, теорема ЫШ 
опредзляетъь ихъ длины и стороны. Что же касаетея ихъ на- 
чалъ, то для ихъ опредвленя намъ нужно заняться изелфдо- 
ванемъ формулы т). 

ЗамЪтимъ прежде веего, что, еелй 2,—разстяженя точки 
М отъ нулевой плоскости системы С, Л, моментъ пары Ри, 
то 


,=— 2, й 


по формул С) ТХ Главы. 


Но, по предположению, Е 


РУ-ЕИЯ 5 
слЪдовательно , 
7) АВ.Ат--СЬ.ОМ=ВА, 


тдв ДВ длина главнаго вектора системы. 
Еслибъ мы взяли точку 1/ на прямой АБ, то такимъ же 
образомъ получили-бъ: 


1") АВ.АМ-+СР.Ст== Ва, 


тд т проекия точки ЛИ на СЛ), но величины 2,— въ фор- 
мулахъ 1’) из’) различны. 

Полатая въ первой изъ найденныхъ формулъ. что ЛД сов- 
падаеть съ О. а во второй—, что ЛМ совпадаетъь съ А, на- 
„ходимъ: | 
фе 1) АВ.Ас=В2,, СО.Оба=Ва, , 


тдВ точки спа — проевци С на АВ и А на СЛ воотвЪт- 
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мч 


евенно. 2, И 2.—разетоящя началь А и О отъ нулевой плос- 
кости. Но, если Г) и А— сопряженныя поллры, на которыхъ 
-лежатъ векторы, то 

Ас=АСе$(АС.О), Са=АСс5(АС.А), 


/ 


слздовательно. полученныя формулы примутъ слВдующй видъ: 


2) АВ.АС.е(АСЛР)=В:,, СО.АСс(АСА)= Ва, 
откуда , 
АВез(АС,О) 2, 
СРез(АСА) д,’ 


что даетъ намъ теорему. 


Теорема ГТ. Проекщи сопряженныхъь векторовъ на пря- 
мую, соединяющихъ ихъ начала, обратно пропорцтональны раз- 
столюямъ послфднихъ отъ нулевой плоскоети, 


Полатая въ первой изъ формулъ 1): 


находимъ : 
0. 


что доказываетъ слздующую теорему: 


Теорема Г.Т1. Если начало одного изъ сопряженныхъ 
векторовъ въ нулевой плоскости. то начало другаго есть оено- 
ван!е перпендикуляра, опущеннаго на второй векторъ изъ начала .- 
первато. 

Полученные до сихъ результаты указываютъ на тЪ усло- 
в1я, которымъ должны удовлетворять начала, направленя и 
‚длины двухъ сопряженныхъ векторовъ. Займемея теперь ихъ. 
построен1емъ *). 


*) Ср. беВей. 106. с1%. 5. 61. 
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Пусть (черт. 44) ХЫ— центральная 065, О — центральная 
точка, [ОВ], Оа— главные векторъ и моментъ вращентя систе- 
мы векторовъ С. Проведемъ подъ произвольнымъь угломъ @ 
прямую ОМ и разложимъ [ОА] и ОС по ОМ и перпендику- 
лярному` направленю ОМ на слагающя: г и р, Чи 1. Тогда 


1) т'=Азпа, р=Дезо, 9=Озпа, 1т=0сза. 


Къь плоскоети утла а возставимъ въ О перпендикуляръ ОД и 
опредзлимъ на немъ точку А такъ, чтобы | 


2) ".ОА = [1 


причемъ точка А находится влфво отъ наблюдателя, глазъ ко- 
тораго въ конц момента 1 и который смотритъ на конецъ 
вектора |7]. Приложимъ тенерь въ А два прямо-противополож- 
ныхъ вектора [АВ] и [АВ’], равныхъ по длинз и параллель- 
ныхъ вектору [7]. ЗамЪчая, что 


[АВ]-ЕАВ о, 


["=Е--[А В] -Н[А ВА В+ (",04)), 


такъ какъ векторы [7] и [АБ'] составляютъ, очевидно, пару 
вращен!я. Моментъ пары ((7.0.4)) равенъ г.ОА или, въ силу 
3), 1. Кром того, знаки этихъ моментовъ различны, откуда 
мы заключаемъ, что совокупность вектора [7] и слатающей нары, 
моментъ которой есть 7. эквивалентны вектору [АБ], т. е., век- 
тору [”], неренесенному параллельно самому себ въ 4. 

Точно также мы найдемъ, что совокупноеть вектора [0] п 
пары, моменть которой есть 9, эквивалентна вектору [0], пере- 
несенному параллельно самому 066% въ точку С, которая на- 
ходится на продолженш прямой ОА й опредфляется формулой: 


НАхолимЪ: 


3) ОА=Я. 
р 
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Точка С находится влво отъ наблюдателя. глазъ кото- 
раго въ концЪ момента 9 и который смотритъ на конецъ век- 
тора [0]. ы 

Итакъ, вместо главныхъ вектора и пары, мы получили 
два вектора [АВ] п [СР]; длины которыхъ и и р, и началъ 
А п С опредвляютея найденными выше формулами. 

Изъ этихъ формулъ мы выводимъ: 


4) ОА=Т Ас 
г 


5 53 


С 
49а, ОС= а 319, 


откуда 
ое а 

5 а, (= — И ё 

) 04.0 (*) и АС 2-созес2а 


Вторая изъ этихъ формулъ показываетъ, что найменьшее 
и а 
значен1е длины АС’ есть 2. 


Замфтимъ, что прямая АС. будучи перпендикулярна къ 
центральной оси въ центральной точкЪ. лежитъ въ нулевой 
плоскости системы. Кром того, сравнене формутъ (8) ТХ гла- 
вы и формулъ 5) показываеть, что АБ есть .06ь точки А, 
Ср — овь точки (0. Такъ какъ АВ и СШ суть вопряженныя 
поляры, по теорем8 ТЛУ, и взаимно-пернендикулярны, то мы 
заключаемъ, что (1) есть характеристика полярной плоскости 
точки 4, а АВ— характеристика полярной плоскости точки С. 

На обнованш всего вышесказаннато, | 


«) (=... 


Перенесемъ [”›„|] въ какую нибудь он я ето прямой. 
По примЗчанию къ теорем У’. 


[иа НЕ] (,Аа), 


слЪдовательно, 
С=Е[м.-Н[о.-— (т, Аа). 





Г А 
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Но, по теорем У’, 
[Г (г, А «)== [6 |, 


тд 1— точка, лежащая на СЛ) позади вектора [0.], причемъ 


ый 4.404, 





въ силу формулъ 1). СлЪдовалельно, формула ©) перейдетъ въ 
слздующую: 
В б=и-Н в. 


Формула а) даетъ теорему: 


Теорема ГУТ. Система векторовъ. главный вокторъ кото- 
рой не нуль, всегда эквивалентна совокупности двухъ взаимно- 
_ перцендикулярныхь векторовъ, кратчаймее разстоян1е которыхъ 
вотр®чаетъ центральную ось въ центральной точкф и дЪФлится 
послЪдней на отрЪзки, произведене которыхъ есть постоянная 


С $ 
величина, равная квадрату нараметра р системы. Каждый изъ 


векторовъ есть проекщя главнато вектора на свое направленте. 
Если начало одного изъ векторовъ въ нулевой плоскости, то 
начало другаго также лежитъ въ послЪдней. Въ этомъ случаЪ 
прямая.’ по которой измфряется кратчайшее разотоянте векто - 
рувъ, проходитъ чрезъ ихъ начала, а каждый изъ векторов 
есть ось своего начала. 


Изъ первой части этой теоремы вытекаютъ слздующихъ 
ДВЪ; р. 

Теорема ГУП. Если начало одного изъ двухъ векторовъ, 
сопряженных подъ прямымъ утгломъ, описываетъ прямую, ле- 
жашую въ нулевой плоскости, то начало другаго вектора опи- 
сываетъ окружность, лежащую въ нулевой плоскости и прохо- 


дящую чрезъ центральную точку. Обратно, если начало одного 
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изъ векторовъ описываетъ вышеупомянутую окружнобть, то на- 
чало другого описываетъ прямую. 
Если а— разстоян1е центральной точки ‘отъ прямой, 4— 


дтаметръ окружности, то 
2 
«=(") . 
В 


Теорема ГУШ. Если начало вектора [АВ] описываетъ 
окружность. лежащую въ нулевой плоскости и не проходящую 
чрезъ центральную точку. то начало вектора [СГ] также опи- 
сываетъ окружность, лежащую въ нулевой плоскости. = 

Доказательство этихъ двухъ теоремъ читатель найдетъ 
въ приложений къ этой главЪ. 

Формула В) визетв съ 6) даетъ теорему: 

Теорема [МХ. На двухъ взаимно-перпендикулярныхт, со- 
пряженныхъ полярахъ, кратчайшее разетоян1е которыхъ вотр?- 
чаетъ центральную 0вь въ центральной точкЪ. лежить безчис- 
ленное множество паръ сопряженныхъ векторовъ. Прямыя, про- 
ходяия чрезъ начала сЛагающихъ этихъ паръ, лежать на ги- 
перболическомъ параболоид?. 

Доказательство. Пусть СА—кратчайшее разстояне двухъ 
векторовъ [”] и [0,, ай |—ихъ начала (черт. 44). Уголъ 
АСТ. по предположеню. равенъ прямому. Построимъ прямо- 
угольникъ АСа’ и проведемъ ао’. Изъ равенства ли Си 
Аа’ заключаемъ. въ вилу формулы 6):. 


Аа' = Аа.1да. 
Но уголъ «Ая’ также прямой, слЪдовательно, 
/ Ава’ =. 


Отсюда нетрудно замЪтить, что плоскость та’ параллель- 
на плоскости, проходящей чрезъ АС и наклонной къ централь- 

















“4 
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ной оси подъ угломъ въ (90°— а). Но прямая 1х лежитъ въ 
плоскости 1о’и. СлЪдовательно, эта прямая постоянно встр*- 
чаеть двЪ скрещиваюцщияся прямыя Аа и Су, причемъ она 
остается параллельной нелзиённой плоскоети. @. Е. О. 

Пуеть О—центральная точка, [В] и [4] — главные век- 
торъ и моментъ системы (черт. 45). Елементы приведеня для 
какой-нибудь точки 22 центральной оси будуть [т] тС и 
пара сжат!я или растяженя Р,. При этомъ [т] есть главный 
векторъ перенесенный въ точку 7%, 


1) па=а, Р,„=В.0т. 


Проведемъ чрезъ 7 прямую т подъ угломъ а къ цен- 
тральной оси и разложимъ векторъ [тЁ] и моменть С’ въ 
плоскости утла х по паправленио прямой ти и пернендику- 
лярному 25, Если г и р— елатающе вектора [т], 9 и 1— 
слатающ!е момента 770’, то 


2) т=Азпа, р=Асза, 9=@зта, |=(с89. 


Какъ и выше, найдемъ. что совокунность вектора ["] и 


_пары. моментъ которой веть 1, эквивалентна вектору [7], пере- 
°несенному параллельно самому 60% въ точку 4, лежащую на 
перпендикулярв въ 7% къ плоскости угла © влЪво отъ наблю- 


дателя. глазъ котораго въ концф момента 1 й который смотритъ 
на конецъ вектора [7]. Длина прямой т.А опредфляется фор- 
мулой : Ге. 
3) тА—т— сою. 
г 


Точно также совокупность вектора [о] и пары, моментъ 
которой равенъ 9, эквивалентна вектору [0], перенесенному па- 
раллельно самому еб въ точку С, лежащую на томъ же пер- 
пендикуляр» 724 влфво отъ наблюдателя, глазъ котораго въ 
коп» момента 9 и который смотритъ на кочецъ вектора [6]. 
Точка С опредзляетея формулой: 
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4) тС чВДЫА 
) о 


ы а 
з 


Такимъ образомъ векторы [7] и [5]. перенесенные парал- 
лельно самимъ себЪ въ точки А и С соотвЪтетвенно. эквива- 
лентны еовокупности олементовь [т] и т приведевя сис- 
тены С’ для точки т. Слфдовательно. 


С [и [ре] -ЕР.,. 


_Но, по теорем \, совокупность вектора [с] и пары Р» 
эквивалентна вектору [6], перенесенному по своей прямой въ 
точку ©; причемъ 


” 


РЕ 40 
о] ба 
р 53“ 
въ силу формулъь 1) и 2). 
Точка « въ данномъ случаЪ лежитъ впереди вектора [ос], 
тавъ какъ Г, есть пара раетяжен1я. Итакъ 


= -Н [о]. 


ТакимЪъ .образомъ мы получили два взаимно-перпендику- 
лярныхЪ вектора, совокунность которыхъ эквивалентна систем$. 
Векторы [7] и [0-|. по опредлен!ю, сопряжены подъ прямымъ 
угломъ. 

Прежде всего, какъ и выше, зам$тимЪъ. что векторъ [гл | 
‚ направленъ по оси точки А, а векторъ [0»] лежать на харак- 
теристикЪ полярной плоскости точки А. 

Далфе нетрудно показать, что начало вектора [0] лежитъ 
въ нулевой плоскости. Въ самомъ дфлЪ, проведемъ чрезъ С 
прямую СВ, равную и параллельную тО. Прямыя ВО и От 
также равны и параллельны; но (7% перпендикулярна къ тО, 
слЪдовательно, и БО пернендикулярна къ т0. й къ параллель- 
ной ей (В. Отсюда мы заключаемъ, что точка В лежитъ въ 


—. 
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нулевой плоскости. Соединимъ теперь В съ о. Уголь ВБСа ра- 
венъ а, такъ какъ стороны этихъ угловъ параллельны. Отеюда 
и изъ формулы 5) вытекаетъ, что уголь СВа равенъ прямому. 
Но СВ есть перпендикуляръ въ В къ нулевой плоскости; елЪдо- 
вательно. точка ях лежитъ въ послвдней. 

Вее. сказанное до сихъ поръ. даетъ намъ слздующую 
теорему : | 

Теорема Г.Х. Если одинъ изъ двухъ векторовъ [”.] и 
[о..], сопряженныхь подъ прямымъ угломъ, служить осью своего 
начала Д, то другой лежитъ на характеристик полярной плос- 
кости (4). Начало втораго вектора въ нулевой плоскости. 

Обратимся снова къ черт. 45. Прямая Ст по построе- 
нию перпендикулярна къ плоскости угла и. Но плоскости угловъ 
хи ВСа параллельны, такъ какъ ихъ стороны параллельны; сл}- 
довательно, Ст и параллельная ей прямая БО АР 
лярны къ плоскости ВСа, откуда 


ОР 9 0%, 


что даетъ намъ теорему: 


Теорема [.Х1. Если изъ двухъ векторовъ, сопряженныхъ 
подъ прямынъ угломъ, тотъ, который служить о6ью своего на- 
чала, перемфщается параллельно самому себЪ, причемъ начало 
его остается на параллели м къ центральной оси, то начало 
вторато вектора описываеть прямую, лежащую въ нулевой плос- 
кости и перпендикулярную къ линш, проходящей чрезъ цен- 
тральную точку и нулевую точку прямой ‘р 


Это слЪдуетъ изъ того, что 
а 
ВО=От=— ща. . 
ет ^ 


Разсмотримъ треутольникь ОБа, уголъ которато при 2, 
по предыдущему, равенъ прямому. 
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Мы имЗемъ: 


ВО 
Но 


(Т 
ВО—Ст=. 9; 


кромВ того, прямоугольный треутольникъ Са, уголъ котораго 
при С равенъ я, даетъ: 


Ва=СЬча= тОща, 
ТакЪ какъ 
СВ==то. 


=“ 


о Внося эти значеня въ 6), находимъ: 





С 

(ао) == 

_Отеюда слЪдуетъ, что для всВхъ приведен!й системы къ 
двумъ взаимно-перпендикулярнымъ векторамъ, кратчайшее раз- 
стоян1е которыхъ встр$чаетъ центральную ось въ одной и той 
же точкВ ой, треугольникъ БО остается ©еб% подобнымъ. 
Точки С, соотвЪтетвующйя этимъ различнымъ приведенямъ, 
опишутъь н$которую кривую (С) въ плоскости, параллельной 
нулевой плоскости. Очевидно, что такую-же точно кривую опи- 
шетъ точка В въ нулевой плоскости; слЪдовательно, въ силу 
только что сдфланнато замЪчан!я, точка я опишетъ въ нулевой 
плоскости крувую, подобную кривой (С) подъ угломъ, соЁв 





котораго равенъ ‚ ©ъ центромъ подобя въ центральной 


(6 
Вито 
точкВ О. Отношене подоб1я равно 5 ВоО). 

Положимъ, что начало А вектора [”,| описываеть прямую, 
лежащую въ плоскости, перпендикулярной къ центральной оси. 
Каждому положеншо точки А будетъ соотвЪтотвовать 0бобая 
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точка С, причемъ АС вотрчаетъ центральную 0бь въ и такъ, 


что 
(@: 2 
тис (6) 


какъ это слфдуетъ изъ формулъ 3) и 4). Отсюда мы заклю- 
чаемъ. что геометрическое мЪсто точекъ С есть окружность 
круга, проходящая чрезъ 7"). У 

На основан1и вышесказаннаго получаемъ: 

Теорема [ХИ. Если изъ двухъ векторовъ, сопряженныхъ 
подъ прямымъ угломъ, тотъ, который служитъ осью своего на- 
чала, описываетъ своймъ началомъ прямую перпендикулярную 
къ центральной оси, то начало другото описываетъь окружность, 
лежащую въ нулевой плоскости и проходящую чрезъ централь- 
ную точку. 

Точно также мы докажемъ слдующую теорему: 

Теорема ГХЛШ. Еели изъ двухъ векторовъ, сопряжен- 
ныхъ подъ прямымъ утломъ, тотъ, который служить осью сво- 
его начала, описываетъ своимъ началомъ окружность, плоскость 
которой перпендикулярна къ центральной оси, то начало другого 
вектора также описываетъь окружность, лежащую въ нулевой 
плоскости. 

Теоремы ПУТ, ЦУП и ГУШ суть слдетвя” доказан- 
ныхЪъ теоремъ””). / Е | 

Перейдемъ теперь къ вопросу о сопряженныхъ векторахъ, 
уголъ между которыми не равенъ прямому. 

Пусть (Р) какая-нибудь плоскость, Р—ея полюсъ, АВ— 
характеристика (черт. 46). Въ силу теоремы ПХ система С 
эквивалентна двумъ векторамъ [РФ] и [ФГ], изъ которыхъ одинъ 


—— 


*) См. Приложене къ настоящей главз. 

**) РазумФется, я могъ бы доказать раньше поелвдн!я теоремы, что 
_избавило-бъ меня отъ необходимости доказывать первыя. Но, къ сожалён!ю, 
часть Этого листа была уже набрана, когда я это зам тилу. 


а 
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направленъ по ови точки Р и, блЗдовательно. нормаленъ къ 
(Р). а другой лежитъ на ЭТ, причемъ точка © принадлежитъ 
нулевой плоскости. Проведемъ чрезъ Р прямую РЁ подъ угломъ 
« къ РЯ и пусть РМ — прямая, по которой плоскость РО 
пересЪкается съ (Р). Разложимъ векторъ [РФ] по прямымъ 
РГ, и РЧ. Евли [РЁ] и [РМ] —елатающие, то : 


0.) ре, РМ=РОюа. 
(9 


такъ какъ уголь ЧРИ, по предположеню. равенъ прямому. 
Намъ дано. что 


с-=[Р9]-+- [57]. 
[Р4-ЕРЫ-[РМ], ' 
9 С-РИ-НТ РМ}, 


Но 


СлЪдовательно. 


Векторы [57] и [РМ] лежать въ (Р) и вообще не рав- 
` ны и не параллельны. СлЗдовательно. ихъ можно сложить, 
пользуясь теоремой УП. Пусть О точка ветрЪчи прямыхъ 57 
и РМ. Проведемъ окружность чрезъ точки Р.О й © и разд®. 
лимъ дугу ОР въ тОЧЕВ к ТакЪъ, чтобы | 
РО ЕО 

Й +5 РИ РОной 
въ силу формулъ а). На нашемъ чертежь п лежитъ между Р 
и ©, такъ какъ векторы [©7Т] и [РМ] направлены въ одну п 
ту же сторону отъ точки О. Векторъ [^^], лежа на Оп и 
равный геометрической сумм векторовъ [РМ] и [5], перене- 
сенныхъ въ О, эквивалентенъ совокупности послзднихЪ двухъ. 
СлЪдовательно, формула В) приметъ слЪдуюпий видъ: 


С--РА--[®, 


т, е., векторы [РЁ] и [п^] вопряжены другъ еъ другомъ. 








} 


а” а) № Г 7 >В > Е" а ше 1% сам. № у а ны ыы о | У“ ЗФ УР? ИВР. 32а & ^^ 1 
С НИЕ РЕ. О ТУ 


©. 


— ` 
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Замфчая, что уголь РОГ, равенъ прямому. мы получаемъ 
теорему: 

Теорема [ХЛГ. Евли одинъ изъ двухъ вопряженныхъ 
векторовъ вращается вокрутъ своего начала СР. то конецъ его 
описываетъ плоскость. параллельную полярной плоскости точки Р 

Теорема [,ХТ. Если одинъ изъ двухъ сопряженныхъ век- 
торовъ вращается вокругъ своего начала Р въ плоскоети (1). 
то другой векторъ вращается въ полярной плоскости (Р) точюи 
Р вокругъ точки О, въ которой (1) вотрЪчаетъ характеристику 
плоскости (Р). Начало послЪдняго вектора описываетъ окруж- 
ность плоскости (Р), проходящую чрезъ Р.О и 5, тд 5— 
нулевая точка вышеупомянутой характеристики. 

Положимъ. что (РГ/) опивываетъ прямой, круглый конусъ, 
вершина которато въ Р. а осью служить прямая РЦ. Такъ 
какъ въ этомъ случаз утолъ а остается постояннымъ. т0, въ 
ейлу формулы %), точка к опибсываетъ окружность, центръ ко- 
торой лежить на прямой ЭР. Замвтимъ, что 


/ РкО= / РЗО, 


т. е.. неизмВняетея. Каждому положению вектора [РГ] соотвЪт- 
ствуетъ 060бое положенте угла / РО. на сторон <О котораго 
лежитъ векторъ, сопряженный съ |Р/]. Но. какъ извЪетно. 
если неизмЪнный уголъ РаО движется въ своей плоскости такъ, 
что вершина его п описываетъ окружность, а одна сторона тР 
проходить чрезъ одну и ту же точку Р, то другая сторона от 
описываетъ коническое сЪфченте, фокусъ которато находится въ Р. 
Вее выше сказанное даетъ намъ снова теорему Франке съ со- 
отвЪтотвующимъ дополненемъ: *). | 

Теорема Франке. Если одинъ изъ двухъ сопряженных 
векторовъ есть производящая прямаго, круглато конуса, вертина 


*) Ср. теорему №И предыдущей главы. 
Т. Хх! Зап. Мат. Отд, 8 
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котораго въ Р. а 06ь совпадаетъ съ осью точки Р, то начало 
другаго вектора описываетъ окружность въ полярной плоскости 
(Р) точки Р, а направлене ето обертываетъ въ той же плоскости 


коническое сЪзчеше. фокусъ которато находится въ Р. 


Примъчане. Какъ я замфтилъ уже раньше, доказатель- 
ства второй части этого предложеня. данныя Франке. а послв 


него И. Занчевекимъ въ указанныхъ работахъ, аналитическаго. 


характера. Доказательства этихъ авторовъ не отличаются одно 
отъ другато и и знакометва съ дифференшальнымъ 
исчислен1емъ. 


Мы видЪли, что. если одинъ изъ сопряженныхъ векторовъ 
вращается вокругъ своего начала Р. то конецъ его описываетъ 


плоскоеть, параллельную полярной плоскости (Р) точки Р. 0т-. 


сюда мы заключаемъ, что прямая. лежащая въ (Р) и проходя- 
щая чрезъ Р. не можетъ быть принята за направленте одного 
изъ двухЪ вопряженныхъ векторовЪ. тавъ какъ длина его долж- 
на была-0ъ равняться безконечности. Но прямая, о которой 
идетъ рЪчь, есть, по теорем ХТ лучъ комплекса; слздо- 
вательно, на лучь комплекса не можеть лежать одинъ изь 


двух5 сопряженных векторов. 


Такимъ образомъ изъ всевозможныхъ направлен, кото- 
рыя могутъ имфть сопряженные векторы. исключаются направ 
леня лучей комплекса. Мы видЪли, что лучи эти еуть каса- 
тельныя къ винтовымъ лишямъ, лежащимъ на прямыхъ, вруг- 
лыхЪ пилиндрахъ, общею осью которыхъ елужитъ центральная 
ось. Но этой причин совокупность главнаго вектора [А’], на- 
чало котораго въ центральной точкВ О. ий главнаго момента С 
я назову чентрированнымь винтомз въ отлише отъ винта, 


введеннато въ науку Балемъ”). въ которомъ чении» винта 


не играетъ никакой роли. 





*) ВаП. В. Тве Твеогу оЁ Эстеууз. ОЮоЪПа. 1876. р. Г. 





В БЫ оф ный 
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На этомъ я закончу первый выпускъ настоящато сочине- 
шя; содержанте втораго составить теортя винтовъ. 


Одесса, ЧА ло Января 1890 4. 


УБАЗАШЯ ЛИТЕРАТУРЫ. 


При составлени этого выпуска я руководствовалея сл\- 
дующими сочинешями: 


Зспей. Т/леоте 4ег Решедиту чт аег Ктаре. 2 и 
Герд. 1879. ВБ. 1. 


Читатель безъ труда замфтитъ, что въ первыхъ гла- 
вахЪ этого выпуска я слЪдовалъ за Шеллемъ шатъ за 
шатомъ, обобщая его выводы помощью введеннато мною 
поняття о парЪ сжая или растяжен1я, Вообще я очень 
многимъ обязанъ этому автору о чемъ я уже имфлъ слу- 
чай говорить въ введени. 


Занчевскй. | Теорля випиповз и приложеня ея кз меганикъ 
(Эдесса. 1889 %. 


Въ этомъ сочинени собраны главные результаты со- 
временной теорти векторовъ. Изложене автора аналити- 
ческое. 


ЕгапКе. с ОФе” деотенузсле ЕлдепзераЛет сот Ктайе ип 
Доанопззуяетет аа Геготаитд ти Глтлет-сопиехет. 
уигипдзбетасМе Че’ Машет. ЁКаззе 4е’ Аса4епие 4ет 
И’1ззетзсл. Иет. 1881. Б4. [ХХХГУ. П АБ. р. 585. 


ее 


#< — 


А. 9 ЕВА В, мо КУСА | и А чье ость, м у 9. ТЕ АРАР РЯ ь 
| ЗА ОР И р | 
й х, ы у ый уы? В { 
` ‚ ” ) а: . Ре А И А. ` 
>? Хх р # * 1 
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Мори$. Гелубисй аег бай. Сезаттейе Тетфе, В. Ш. 
[.е10519. 1986. 
Въ этомъ сочинеми впервые развита теорля комплекса 
сопряженныхъ поляръ. лучей комплекса. полярныхъ плоб- 
костей и ихъ полюсовъ, | 


СПаз1ез. 1) № зил 163 ртортаез дбпетщез аш зузюте ав 
аеих сотрз зепаез етёт’вих, еЁ рфасёз Фипте татаёте 
диесотдие 4атз Гезрасе. БиЦент 4е5 здептсез тай. р. 
Еётиззас. 1830. №5. 

2) Ргорте; двотечщиез т@анеез аи тоизетет 
тдттет рен Фит сотрз зойще. Сотриез теп4иез. 
Т. ХИ1. 1843. 


Мапппет. Еве зит (е дерасететё Фипте Ддите 4е Готте 
ииичаЙе. Лоитпай 4е Ресйе Родесрлицие, са. 43. 
Пря составлени Х главы я отчаети олЪдовалъ по пути, 
указанному этимъ авторомъ. 


Зспмет$. Рйетотеще. ойет Ше бинте У(&Х-УТ) де 
Ктайет чт Чет Еепе ипа \зХ-у7- И) ве Кта]- 
(еп 1лт Паите. СтеЦе’; Лоитп. БВ. ХХХИШ, 

Въ этомъ мемуар  изелЪдованы свойства функшя 
У(#Х-Ру7’- 27). связанныя ©ъ перемщенемъ начала коорди- 
натъ 1. у, 2. Х, У, @ — слатающйя силъ, дЪйствующия на 
точки (2. у, 2). Результаты автора слфдующия: 

1) Точки, въ которыхъ функшя У(2Х-+у7У+2й) пиветъ 
одинаковое значене и. лежатъ на плоскости у. 

2) Плоскости у, соотв тетвуюния различнымъ а. парал- 
лельны между с600й. 


Обозначимъ для краткости: 
Те 
3) Если 
АЗ- В+ 0 о, 










МИ 
А р. 
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то между плоскостями у найдется одна %. м которой 
« равенъ нулю. 

Функшя У(#Х-РУ’-2И) итраетъ извЪетную роль въ 
астатикЪ твердаго тЪла, указывая своимъ знакомъ на прочность 
равновзе1я послЪдняго. Ходъ ея былъ, впрочемъ, изелвдованъ 
_Швейнсомъ независимо отъ теорй астатикз. Мы можемъ при- 
бавить къ изелёдованямъ автора. что функиля, о которой идетъ 
рфчь, есть моментъ введенной нами пары сжамя или растяже- 


н1я—третьяго элемента, къ которому приводится система век- 
торовъ въ пространств$. 





5 |] 
у АКА Бе Е. № а 7 ры 
г Я; Ее У А . мы ИА 
ВИН т, ВЫ 4 < а | 7 м Аг де У фе 
ВИ” и Вх а В, и й < и РР. М г ув $ 


М ети 6 -т° чз РА А. К” К: А Е НА ИК > Вы й к ыдг” с и 
Их ЕР ИР ея Ор ОИ о 
ч. НИХ -', . С м = уч Ук ГА 
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Т Приложеше (къ [Х главь). _ 


Другой выводъ уравненй центральной оси. 


Возьнемъ формулу (4) ТХ главы: 
А) д,=Г-- М-Н М". 
Умножимъ 00% части на 


В = А ВС”, 


найдемъ :; 
В, =( А’ В-- 0") (Ш М-Н М) = 
=( А’ - ВМ + СМ) (А'М' — В' М) (В'М—С' М) 
+ (С’—А'№'}?. 

Но по формул 0) и 1’) той же главы 
А' [+ В'М!'+С'№М=АТ--ВМ+ СМ, В'=Д, А'-А, В'=В, С'=0; 
слЪдовательно. 

А’) В, = (АЕ ВМС) (АМ'— В)? 

(ВМ—С М’? (Си— АМ). 


ЛЪвая часть этого уравнемя обращается въ минимумъ 
виЪфеть съ перемфнной величиной С’,,, табъ какъ иножитель А 





МИР 


= 








, ок ИЯ КЕ у ` и. | РЕ НА 
# и а я Ау Су чьей АА 4% й 
у“ < ь ф . и А а {3 “РФ т» С бань ПВЬХ й М.Р Пе 
ко р их о 7$ Жо А * < И А, ‘ # 
. а > Ч р ] т я < . } ь 
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ееть величина постоянная. Правая часть ебть сумма 4-хЪ ква- 
дратовъ, изъ которыхъ первый не зависить отъ перемфнныхЪ 
[/, М', №. Для минимума, очевидно. необходимо и достаточно. 
чтобы имфли мЪето слздующйя уравнейя: 


АМ'—В1/=о, ВМ-—ОМ'=0, О АМ. 


Это — уравнешя центральной оси. Достаточно внести въ 
нихъ значеня 8”) величинъ [’, М’ и М. чтобы убфдиться въ 
ихъ тожествЪз съ уравнечями С) и т) [Х главы. 


Замътимъ еще, что, если С’— наименьшее значен!е момента 
С'„, то формула (А’) даетъ: 


_ АРЕВМ+ОМ 
ео. 


С 


Мы получили такимъ образомъ формулу (5). 


Выводъ. предложенный здсь. гораздо проще помфщеннато 
въ текст». Я жалЪю лишь о томъ, что онъ былъ найденъ мною 
‚ позже послЪднаяго. Въ сочинени Сомова”) уравнения централь- 
ной оси получаются двумя способами. Первый изъ нихъ эле- 
ментаренъ. но всетаки сложнзе предложеннато здЪсь. ЁКромз 
того, нужно еще доказывать, что величина С’ найменьтая. Вто- 
рой выводъ отличается отъ помфщеннаго въ текстВ только тъмъ, 
что не доказано требованте: 


4?С ‚>. 


Въ указанных сочинемяхъ Шелля и занчевекато урав- 
нешя. о которыхъ идетъ рЪчь. получаются изъ геометричеекихъ 
свойствъ центральной оси, а не изъ условя минимума. 





*) ботой-7л\уеб. Твеогейзеве Меспазмк. Ш Твей. З4айк. 8. 298. 


ее "М ы м УЗ ( уме ЭЛЬ: УР ЗА 7 РР с маи 
р ” . й "> 0% я С ве фОЛА “< мы Мег” у $ ео! ^ Ч м 


120 | Д. Н. ЗЕЙЛИГЕРЪ. 120 


НП Приложение (къ ХГ глав). 


Здесь мы докажемъ теоремы ГУП а ПУШ. Пуеть (черт. 
41) О— какая нибудь точка, СА — прямая, проходящая чрезъ 
О. причемъ 
1) 60.04 = ( т 
©: 


(1 
ГД р-=@ ебть постоянная величина, 'Гребуетея доказать, что. 


если точка А описываеть прямую ММ, то С опишетъ окруж- 
ность, проходящую чрезъ 0. | 

Для доказательства опустимъ изъ О пернендикулярь 04 
на ИМ и продолжимъ 90 до точки Ч такъ. чтобы 


3) 04.09=а^. 


Тогда, въ вилу формулъ 1) и 2). точки 4,9. Си@ ле- 
жатъ на одной окружности. Слздовательно, 


/900= (04А=90°, 


по предположеню. Отсюда мы заключаемъ, что точка С’ опи- 
вываетъ окружность, дЛаметръ которой есть (4. (4. Е. О. 

Обратная теорема’ очевидна. 

Докажемъ теперь, что. ели 4 описываетъь окружность, 
не проходящую чрезъ (). то С опишетъь также окружность, не 
проходящую чрезъ О. | 

Нусть (черт. 48) ОАБ— прямая, проходящая чрезъ центръ 
круга, описываемато точкой 4, А и В концы дламетра крута, 
А’и ВБ" — точки прямой ОАВ, связанныя съ А и В зависи- 
мостями вида 1): 


3) 04.0А'=0В.0В'=а?. 





| 
| 
| 
| 
| 








9 





м ос, акарЯ оо о а ОН ИВ 
№1 Г ват = ? ` ях ‚№ ГК" — > 
1 \ * у * > А \ 
` 


\ тт &.% И к 
у ‚ 
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Проведемъ теперь чрезъ О прямую, ветрфчающую кругъ 
точки А въ аи В, и пусть а’, В’ — точки проведенной иря- 
мой, для которыхъ 


4) (2.0 =08.08'=а?. 


Изъ формулъь 3) и 4) вытекаетъ, что точки Б,В, Би В’ 
лежать на одной окружности. СлЪдовательно, 


ДНУ АА 
Но четырехугольникъ АРаВ. впиванный въ кругъ, даетъ: 


8—1 0450, 
откуда вытекаетъ: 

Д В'В'0= / 4а0, 
т. е., прямыя 2'8’ и Аа параллельны. 


ДалЪфе, въ силу тзхъ же формуль 3) и 4), точки А, В, 
А’и В’ также лежатъ на одной окружности; слЪдовательно, 


И В'АВ'— Иов. 


Но точки а, В, Зи А лежатъ на окружности; слЪфдова- 
тельно . 


ДавА=аВА, 


откуда 
ИД В'А'В'= ДаВА, 


т. е., прямыя 4’3’ и «В параллельны. Отсюда на обнованщи 
предыдущато мы заключаемъ: 


ДА'В'=И АаВ, 






Дн _ЗБйЖигыРЪ. т г. 






такъ какъ ихъ стороны параллельны. Но уголь / АаВ равенъ 
прямому, такъ какъ АБ есть дламетръ круга АяБ. СлЪдова- 
тельно, уголь / А’В'Б” также равенъ прямому. Такимъ же об- 
разомъ мы докажемъ, что уголь А’'и’В" равенъ прямому. Итакъ 
точки а’и В’, соотвЪтотвующйя точкамъ а и В круга, описан- 
нато точкой А, лежать на окружности, маметрь которой есть 
о О.) 


”) Эти два доказательства были мной сообщены прохеесору Импера- 
торскаго Новоросе1йскаго Университета, Н. А. Умову, ‘еще въ ДекабрЪ 1886 г. 
Еще раньше аналогичныя доказательства твхъ же двухъ теоремъ были с0- 
общены г. Умову моимъ товарищемъ, г. Эпштейномъ. Къ сожалЪн1ю, дока- 
зательства, предложенныя посл днимъ, мнЪз были неизвЪстны тогда, какъ и 
теперь. ту 


‚ М’ < У 3% =” | с >” иво. ‘оз ГРоа с ь о. С р эта те .й <, 
К О Е Е АЕ К И О уме! 
их Ва уу. > НЯ м; ^^ : [ . | Зы “и, 
‚ 1 ч аа ов АСИ р ы 1 й ь ч < 

К. = и р 2" Ч у 


ВЕ Задачи НэЪ ТВОИ ‘еШЛОТЫ. 


М. П. Рудзкаю. 


(Пепх рго лез 4е 1а $1601е ша ета че 4е 1а сваеит). 


Раг М. Р. Виаэм. 





1 8. ИзвЪетно изъ математической теорти теплоты. выра-. 
ботанной главнымъ образомъ трудами Фурье. Пуассона ий Ламэ. 
что въ тЪлахъ изотропическихъ. подверженныхъ охлаждению или 
нагр®ван1ю. перемВнное состоянте температуры внутри т5ла под- 
чиняетсл закону, выражаемому слЗдующимъ дифференшальнымъ 
уравненемъ . 


© (4%, 4% 4%] 4 | 
НА я.” 
тд ь — обозначаетъ температуру. 
> » коэффицлентъ тепло-проводности. 
с. > > коэффицентъ теплоемкости, свойственной 


тзлу по отношению къ единиц объема. 


Если возьмемъ внутри тфла плоск элементъ-— —, по- 
ложене которато вполнЪф произвольно. то количество теплоты, 
которое проходитъ черезъ этотъ элементъ въ продолжене 0ез- 
конечно-малаго промежутка временя — 4#—будетъ: 

УВ 


ОЕ о а Ни Ё 
в | 


Фь С <> 
о производная функиля, выражающей температуру. взя- 





оби йх! , И А КАТ ЩИ я ИУ. а < 7 ИР 
й . ь ‚ / ге ВЫ 
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тая по нормали къ элементу поверхности-—® —. Направленте 
нормали считаютъ отъ болфе теплой къ болЪе холодной части 
тВла. Такъ какъ при такихъ обстоятельствахъ температура по- 
нижается въ сторону положительнаго направлентя нормали, то 
ея производная будетъ отрицательной величиной, а такъ какъ 


количество теплоты. проходящей черезъ элементъ —ш—. оче-_ 


- 
видно, ноложительно, то слЪдуетъ измфнить знакъ производный. 


Если тЪло теряетъ теплоту велфдетвте лученспусканя въ боле 
холодную среду, то для внЪшней ето поверхности, вывылающей 
лучи теплоты. принимается Ньютоновекй законъ лучеиспускан1я 
т. е., что напряженность тока теплоты пропорциональна разности 
температуры поверхности т$ла й окружающей среды. Математи- 
_ чески этотъ законъ выражается слфдующимъ образомъ: 





р о о ое. Е 


() 


гдЪ о, обозначаетъь температуру поверхности. 


хе > » среды. 

ао | > внзшнюю нормаль къ поверхнос- 
тй тзла. | 

›Й > > коэффишенть лучеиспусканя 


для даннаго тзла. 


Фурье. Ламэ. Остроградокй занимались задачами, относя- 
щимися къ тзламъ, состоящимъ изъ одного лить вещества; 
Пуасеонъ и такими. которыхъ термическая свойства на безко- 
нечно малыхъ разетояняхъ безконечно мало изм®няются. Въ по- 


олЪднее время Гертезэль“”) фазематривалъь распредЗленте тем-. 


пературы въ ледяной призм®. въ одномъ направлени продол- 
жающейся въ безконечность и тающей вслЪдотвье нагрЪваня 
основантя. | 


—- 





°) Негоезе] У1е4. Апп. томъ ХУ етр. 32. 








, У, 

“< са к 1 у. = ыр. А 
. у ` Е ы 

. 
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Въ настоящей работз предлагаются рзшеня двухъ задачъ, 
относящихся къ тфламъ твердымъ, состоящимъ изъ нЪеколь- 
кихЪ частей разнаго вещества. причемъ вещество всякой части 
принимается изотропическимъ. а поверхности, отдЪляющя одну 
часть тфла отъ другой, есть изотермическля поверхности. 

Первымъ условтемъ для отдфляющей поверхности являстея 
слздующее : | 


Е Я о То ом ар Фя Вх 


Ра 


т. е. температуры обойхъ веществъ должны быть одинаковы. 


А вторымъ : 


р и 


О М СЕ а 


|, кс = И 
‘АМ ЧМ 


т. е. что количество теплоты выходящей изъ одного вещества 
входитъ въ другое. Принимая для отдфляющей поверхности усло- 
вл. выраженныя {формулами Г\ и. У. а для внфшнихЪъ, высы- 
‘лающихЪъ лучи теплоты поверхностей упрощенное усломе ТП. 


‚мы можемъ сдЪлать нЪфкоторое обобщене теоремы Пуассона. 

Упрощенте условя ПП соетоитъ въ томъ, что температуру 
среды. въ которой тЪло охлаждается, принимаемъ постоянной и 
равной нулю т. е. называемъ температурой тЪла не его абсо- 
лютную температуру. а просто излишекъ надъ постоянной тем- 
пературой среды. 

Теорема Пуассона состоитъ въ слфлующемъ: Законъ пе- 
ремфннаго состояня температуры въ тлЪ, котораго термическля 
свойства на безконечно малыхъ разстояняхъ безконечно мало 
измВняютея, выражается слфдующимъ дифференщальнымъ урав- 
нентемъ, 


Аа и Е А Бе УЗО, ОА АА  Л А А $ Ио 27 
И ПИ ОИ АН 
1. х 2х ^ --®’ Ч к ; ь 


мм" УТ 
$ 


И ИО И И СИ о 
= й А ‹ \ уе иг '. ; АТА Г «бе а ВА ли у ИЕ 
6. ат и \ Я С Ц 
} ‹ ЖЕ * ВА 
\». к | 
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И Че ДВ 
а (+) (вл) 
4% о] ау аа ав 
ыы —Ю—ы^ =— — о | 
т 4х т у т 42 


гдВ с, К. №, Ё имЪютъ выше указанныя значения. Они пред- 
полатаютея функилями отъ 5. У. 2. но не отъ &#. 

Для внЪшней поверхности, согласно закону Нгютона. имфемъ 
условте 


ООН ооо. ит 


гдВ а, В, | есть углы внЪшней нормали къ сказанной поверх- 
ности съ осями координатъ. 


Если теперь положимъ частнымъ интеграломъ дифферен- 
цтальнато уравненя У. | 


МЫ | 
= Р)с | 


то функции ЛР удовлетворяютъ слЗдующему услов!ю: | 


\\ \ РР а И 


21. 


если 


® /® (> : 
гдф \\\ обозначает тройную интеграцию по всему объему. 


› с есть теплоемкость. отнесенная къ единиц объема, 


а 
аЁ=ах ау 42 


Теорема Пуассона заключается въ уравнении УГ. На подоб1е 
ея можно доказать. что въ случаЪ, когда для сложнаго тзла. 
состоящато изъ нЪеколькихъЪ частей йзотронйческаго вещества, 








Ус ола. ее "#.. ГС во 1 РГ 97 а Е А ИИ К ВА, ГА РИ Е й 
рту. КБ а а фи А: 1% , е.: 3 з «С сы и ГА я аа в’. ВЯ 
Мы ЕК , * 1.’ р Арх + 5 5 $ 


„= \ А у & ч | у | 
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имфется для одной матери н. п. А дифференщальное уравнен1е 


Чо Фот ис Чо 
д ат а?) Са 
Въ матери Б И 1х 
фо» О 4? и) = р 
Ча? ар Ия 


и если принять условя: ПТ з ГУ и \У. а чаетными инте- 
гралами уравненй положить 


—712 


Ре 


то если 


С \\\ а С \\\ Ро РОаЕ-...=0 
1 2 


® /® (9 
\\\ обозначаетъ тройную интегралйю по всему объему А ит. д. 
1 


энаки 1, 2,....взлты въ скобкл въ отличе отъ показа- 
телей степени. 


Я не привожу доказательства. тажъ какъ оно не представ- 
ляетъ ничего новаго. СлЪдуетъ только примзнить доказательство 
теоремы Пуассона”), чтобы сейчасъ оказалось. что на основани 


*) См. н, п. №. Мм: Нбвеге Апа!уз1з шт 4 АБВапа1. ВегНи 1866 
стр. 407. 
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условй: ПШ 13. 1 и У при сложеюи указанных выраженй 
получается формула Х. 

Р»шимъ сначала слЪдующую задачу. ДвЪ безконечно длйн-` 
ныя ий широкмя пластинки разнато вещества всюду тЪено 00- 
прикасаются на всей плоскости касаня. Предположимъ;: (1) 
что первоначальное распредЪлене температуры было функитей. 
отъ ОДНОГО ЛИШЬ ‚разстоянтя данной точки отъ отдзляющей по- 
верхноети, (2) что наша двойная пластинка (или стЪнка) охлаж- 
дается волЪдотвте лучеиспусканя на внфшнихъ плоскостяхъ, (3) 
что постоянная температура среды равна нулю градусовъ. 
Вещество 4 изотропическое, его термическля 
свойства выражаются коэффиплептами 


| Е — леплопроводности 
о с — теплоемкости 
[а и цисае"е 
. № — лучеиспусканя 





Для тоже изотропическато вещества Б. обо- 
значимъ тЪ-же коэффишенты тЪми-же бу- 
| квами. но со знакомъ ' 





Ось—5х—помфщена перпендикулярно къ отдфляющей плос- 
кости. Разстояне ея отъ внзшнихъ плоскостей на положитель- 
ной сторонз оей обозначимъ посредетвомъ...... е 

на отрицательной посредством ...... е, 

Готда въ предЪлахъ вещества А дифферениальное урав- 

вене 1 ($ 1) принимаетъ видъ: 


И. 
ны Нея о И [а. 
И 
Условте для поверхностя 
р =—е 
будетъ теперь 
ии 
——Ф==0 лс Па. 

















| 
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Въ предЪлахъ вещества Л имфетсл дифф. уравненте 
. 


для поверхности 


имзется условте | 
А — И 


41 [1 


такъ какъ волЪдетвте противуположнаго направлен1я тока те- 
плоты должно взять производную въ противуположномъ направ- 


_ лени. 
Для поверхности 
д —0 
Условя 1\ и \ изъ предлъидущато параграфа будутъ 
0—9: .... Пе ВАРНЫ М 
ИИ фе 
Е.А аа 
ата 
Притомъ въ моментъ 
{—0 
‚= (а) 
ы=/(—2) 
& въ моментъ 
[=00 
7—0 
| #1 —0о 
Функили 
(2) 
И 
Л(—2) 
9 


Т. Х! Зап, Мат, Отк, 





р Л я ААА + И О ПАСЕ ур, ВЕСТ 


р ук : т . А ит к ‚“. 
ще х 
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совершенно произвольны. но должны удовлетворять слВдующимъ 
тремъ ‘условтямъ: (1) для воъхъ значемй перемфнной-—1— въ 
предЪлахъ, занимаемыхъ веществами А и /5 онЪ должны имЪть 
только одно значенте. (2) должны быть непрерывны (3) въ точк® 


п —0 


онф долны быть равны. ибо, въ противномъ счучаз, условие 
ПТ не было-бы исполнено въ моментъ 


ый 


& потому не мотло-бы быть исполнено и въ ближайше мо- 
менты. 


Такъ какъ при данныхъ условяхъ температуры по обфимъ 
сторонамъ плоскости 
1—0 


не. мотутъ быть симметричными, то придадимъ частнымъ инте- 
граламъ уравнений: Та и [ видъ 


има 
т А т а - Вов х По. \а. 
#=—е | У 


и ай еек” ааа 


И —Ы (м № 
+] ты 
С 

“+ 


Подвергая эти выраженя вышеупомянутым усломямъ (Па, ПЪ, 
Ш я [У). получамъ уравненя: 


ЕЙ 


ТД 





и 
С1 


| 
| 
. 











и 
и 
== | Пе Вт те +4 те В сов" | =0 
| Г | ов р 


а 608 се р ми 454] — ( и „+ сте = —0 


или дълая 


М у в е=а 
р |х р 


Е Во е=В 
 ы р 


Кут _т 
а о -ЕА9т— в = 
Гр Г 


и 1 
т. т 
а 1086: И, 
Ил | || 
Ат) 
| 
Кут 
Мл 
получаемъ три уравненя 
А\—Су=о | 
Ая— ВВ==0 УТ 


Чтобы эти уравнен1я не противурЪ чили ру другу должно быть 


ом ВВ 0... ен «УИ 
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Это уравнен1е содержитъ только постоянныя и, пока неопред?- 
ленную, величину-—7—, Такъ какъ 7% является самостоятельно 
й въ вид аргумента тригонометрическихъ функщй, то это бу- 
детъ трансцендентное уравненте. служание для опредзленя ве- 
личины 7%. Подставляя —7т вмЪото --т мы увидимъ. что 
уравненте этимъ ничуть не измЪнлется, откуда выводимъ за- 
ключенте, что оно иметь положительные и отрицательные корни, 
равные по абсолютной величин. являюниеся по парно. Для 
предстоящато вопроса нужна только положительная серя кор- 
ней. Всякому корню соотвЪтотвуетъ другая нара частныхъ ин- 
теграловъ Уа и УЪ. 


Уравненю УП легко дать слВдующий видъ 


К  рутр—Розр _ ртр, Роз 


и бор Раш ма рибозр-- Ра 








ГД 
те 
р—=— 
ты 
77%е1 
| р: = ош 
В 
Г 
—=_—_ 6 
ПОСТОояЯННЫЯ 
. о 


1 


Но его можно тоже написать такъ 


о 


ямы 


у ит есть прямоугольныя координаты кривой, начерченной око- 
нечностью прямой постоянной длины Г, перпендикулярной къ 


`14> АР т сл Е „ЕВА, р’ г. Це“ ах < фач,* ‚2 ГА а. 

Е ОА РР А О Ее" 

2х > с ей: З * ы ‹ и ; я 
ПА. Пе О але ТАН ды . 
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оконечности радлуса вектора спирали Архимеда, которой урав- 
нен1е въ полярныхъ координатахъ будетъ 


тя. 
причемъ полярной осью будетъ ось х. 


На правой сторонЪ уравнешя имземъ отношен!е коорди- 
натъ другой подобный кривой, но спираль, входящая въ составъ 
этой кривой имфетъ полярное уравненте 


@1|^ 
р-р р 
вл 


Нужно замфтить, что прямыя постоянной длины Ри Р" 
поставлены на радлусь вектор спи- 
ралей такимъ образомъ, что ихъ на- 


правлене противуположно направле- 





ню движеня радтуса вектора спирали. 


Но отношене 


Я 
и 
равно тангенсу угла 
Р 
ры—атфат-— 
® с р 
А отношенте 
д 
1 


равно тангенсу угла 


аа 
Ра 


возрастающато въ противуположномъ направлени. 
СлВдовательно, если построимъ кривыя 
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ао дав( рати} 
| р 


№ 





и, по Аа (рами 
ма м | р: 
одну при помощи угла р. увеличивающагося въ одномъ направ- 
лени, а другую при помощи угла р:, увеличивающатося въ дру- 
гомъ направлени. то в» точкаль пересъченя этихз кривыть 
углы ® положительный И в! отрицательный соотв тетвуютъ 
корнямъ транбсцендентнаго уравненя УП. Легко вычислить 
эти корни замЪ чая. что въ точкахъ пересЪченля 


т = (6 -Н ми, =— №1 (- + ан — ) 
р 


е @1 р 

Кривую 
®, 

к ап о 

и 
легко построить слЗдующимъ образомъ. Сначала возьмемъ углы 
р мало другъ отъ друга отетоянле. Для всакаго угла построимъ 
радлусъ векторъ. длины равной дуг р. Потомъ на оконечнос- 
тяхъ рад1усовъ векторовъ возетавимъ перпендикуляры длины Р, 
обращенные въ сторону противуположную направлен1ю двяжен1я 
радлуеа вектора. Оконечности прямыхъ Р соединяемъ съ нача- 
ломъ координатъ. Эти послЗдн!я прямыя, или ихъ продолженя. 
отефкаютъ на прямыхъ, параллельныхъ оси у, проведенныхъ на 


разстоян1и и длины (н.п. на чертеж НК) равныя 
м 


| 
— фапёо 
и 
СлЪдуетъ только перенести эти отр$зки на другую систему 
координатъ, въ которой длины дугъ р собтавляютъ абециссы, 
& отр3Ъзки 
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К фапсо 
ы 
составляютъ ординаты. 





Возвращаясь къ уравнемямиъ УТ замЪтимъ, что 


о 
у 
я 
| В 
т. е. выраженя У получаютъ теперь видъ 
во т ат 
и=е А рт х + в03—х 
| Ур 
ры т а т 
и1==е д те Ч бов 
[ ме Е В | 
Отношение 
а -: 


`имфетъ другое значен!е для всякой новой пары рьшенй, но на- 
хожден!е этихъ постоянныхъ не представляеть никакой новой 
трудности. тавъ какъ 


у 
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для каждаго корня трансцендентнаго уравненя. 

Остается опредзлить коэффипленть .4. Съ этой цЪзлью упо- 
требимъ пр!емъ. подобный тому какимъ пользовался Фурье“). 
На основами теоремы Х изъ предъидущаго параграфа, которая 
здзсь принимаетъь видъ 


о Р.Р. [И Р.Р о 


о. 


если 


>> 
пот 


*) Апа11$. УагшефВ. аерегз. уоп Уешзе1а Веги 1889 стр 434. 


Примъчате. Способъ опредвлен1я коэфФищентовь А. слвдующий. 
Въ моментъ 

1—0 
Мы должны имЪть 


о: И А 
Л(—х)=АР'-А,Р/-+.......... 


Умножимъ первое равенство на сРгдх 

второе НА па с, Р; ‘ах 

Проинтегрируемъ въ первомъ равенств® 

вов члены по обфимъ сторонамъ отъ о дое 

во второмъ. еее ьньнь, отв е, дбо 

наконецъ сложимъ съ собою, оба равенства. На правой сторон велВд- 


ств!е уравнен1я 
е о 
ор -- а 
0 г 


"т 


Уничтожатся вс% члены кромЪ твхЪъ, въ которыхъ 


когда 


п—т 


и получится выражене \“Ш изъ 2 $5.— 
Въ общемъ случаз слЪдуетъ поетупать точно также. 


ты, в К. о НИ Е и А 
ее" & * * у ` < Г “’ у 
4 С ` 
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найдемъ 


90 


ие 7е)Раз- а ( —4)Рах 


ВИТ аж - с! ке: ат 








'Геперь, если только /(х) и /(—<) удовлетворяють условямъ, 
упомянутымъ въ началВ сего параграфа, то можно написать 
общее рзшене удовлетворяющее вефмъ условямъ задачи, 


Въ предЪлахъ вещества А 








тень ЕС 
У Ме мм. И =] 
, о В, мы мы 
Въ предЗлахъ вещества Б. Хх 
«я ПРЕ 
У о [вине зы ы 
=1 В, м: На 


гдз слЪдуетъ А; подставить изъ выраженя УП. Легко пов}- 
рить рЪшене ТХ. Все количество первоначальной теплоты. на- 
‘ходящейся въ пряномъ цилиндр, простирающемся отъ одной 
-внЪшней стзики къ другой и перлендикулярномъ КЪ нимъ, 
должно уйти изъ цилиндра во время его охлажденя. Это время, 
какъ извЪзетно, безконечно длинно. Такимъ образомъ получаемъ 
равенетво. 





© р р 

== чричнь \ О `Демее \ 1(—2)ах 
(ее) о а: ое’ ]9 

Подставляя значення этихъ выраженй., производя указанныя 

дЪйствля, найдемъ. что уравнен1е вЪрно для всякой труппы 

членовъ. содержащихъ ту-же постоянную —,—- отдЪльно. 


< 3. Возьмемъ теперь другой примЪръ. именно шаръ. со- 
отоящй изъ внутренняго ядра и внЪшней концентрической обо- 
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лочки. Опять предположимъ, что. въ начал процееса охлаж- 
дешя. температура была непрерывной функцией лишь отъ одного 
радлуса. что температура окружающей среды во все время про- 
цесса постоянно равна нулю, что лучеиспусканте происходить 
по закону Ньютона. При возхъ указанныхъ оботоятельствахъ, 
очевидно. во все продолжене процесса распредвленте темпера- 
туры будетъ функщлей отъ двухъ лишь перемвнныхъ : времени 
и радиуса. 
Получаемъ слздующ уравненя: 











для ядра 
Чт) _ (ит) ТВ 
т а ВЫ и 
для оболочки 
(ит) _ № Чт) ть 
я И >. 0. 
Обозначимъ перемВнный рад1усъ.. ...... ее 
Радлуеъь поверхности отдфляющей ядро отъ оболочки 
а о о о НЙ и ар, 
Радуеъ внзшней поверхности чрезъ............. А. 


Прутя поетоянныя имзютъ тоже значене, что въ предъ- 
идущемъ параграфЪ. 

Нужно удовлетворить слБдующимъ условямъ: 

1.. Температура самато центра ядра должна быть конечной 
величиной. 


2., Лучеиспускане на внЪзшней поверхности совершается 
по закону Ньютона т. е. 


Не Ни: =0 
ат 


длЯ 
р ‘= 


ее 










ел ‚бер ох Ё < Ач, > ФА ЗУ "ФТ, Ши Теча № ФА 

В НЫ К У РИ СС 
. У © , } АГ р. № бр 4 
1 г | . - “а, .` ` _ ^ 

р №, {> ей 7 ` р * -- А | в 

г \ х 


УР 
ба 
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3., Охлажден!е обфихъ частей шара идеть совмЪотно т. е. 
коэффиптенты т будуть одни и тв-же въ обоихъ рвштен1яхЪъ 
для ядра и оболочки. 

4. и б., Лля поверхпости, отдфляющей ядро отъ оболочки 
имвютея условя. 


ПЕЙ 
длЯ = 
ра СИ а 
47 т 
6.. Въ моментъ 
[—0 


рьшене должно выразить первоначальное распредфлене темпе- 
ратуры. 
Предполатаемъ частные интегралы вида 


—т2 
Ди 
7 ы 
для ядра, 
—т* — 1 


ур. С т, 
—— ет (7—0) + — ев0з-— (7—5) 
ий ы, их Ча 
для оболочки. 
Въ рЪшеши для ядра, чтобъ удовлетворить первому ус- 
лов!о, коэффицленть при косинусов сдфланъ равнымъ нулю. 
Выражая условя 2.. 5. и 06, находимъ, что 


= Авт 
| 


( ра 
и со (1 ии} 
КА ра и т Ь | 


\» д ще ах ` ‚ Р.-в № Г тр Аьь З. д я га "Ч а ут У 
] | р `\% ` 5 $ 
; $ .- 


\ 
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Наконенъ для опредЪленя постоянныхъ —и®— получается 
сложное трансцендентное уравнене, 


— т "—( =] 
60% 1 — = 
фи тб Ё $ 


ти (В—р)— ре 
И ад 


Пет в + -(.- ри (Л—в) 








Для опредзлен1я коэффиплентовъ А, употребляется теорема Х 
изъ 1. 8. которая здесь принимаетъ видъ 


°\ РР» -- |. Рот. ой У 
0 р 


если 
> 
пт 


Отсюда для коэффиплентовъь А получается формула 


с} В/(г)ат- АР), 2 


В ат 
с Рае \>”, м 
Общее рьшенте для ядра будетъ 
100 т 
уу о. УПа 
В т в: 


для оболочки 


А, —т и, 1 
"14: и ь р 08— и и Пьне-0+ 
(и 


- понт И: - УП 
1. 
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ЗамЪтимъ еще, что буквы К. сит. д. имВютъ тоже зна- 
чеше, что въ предъидущемь параграф, причемъ буквы безъ. 
значковъ относятоя къ ядру. со значкамл къ оболочк». 

Лфвая сторона трансцендентнато уравненя 1\ пиъетъ уже 
нфеколько иную форму, чъмъ въ предъидущемъ параграфЪ. но 
обиия замфчаня, высказанныя относительно прежняго уравнентя 
относятся и къ настоящему. И здЪеь тоже есть двЪ вери поло- 
жительныхь и отрицательныхь корней, имфющихъ одинаковыя 
обболютныя значеня. Употребляется только положительная сертя, 
соотвЪтствующая данному вопросу. 


Чтобы привести уравнене Т\’ къ болфе удобному виду, 
положимъ что 


т 
—6—&“ 
м. 
тие р 94, 
и А—р 
вы 
№ а 
НЙ == 
17 Ё и 


Тотда виЪсто уравнешя ГУ можно написать 


а а 
ВР одеа 


Ч] сова — ы( | Е .: 
и \. 1 ( 


Ч“ ь 
@.603— + Р.Ш 
п тп 





На правой сторон опять имфемъ такую-же самую кривую 
Бакъ въ предъидущемъ параграф». только здВеь ввели спираль. 


г 


0—4 
а не 
р=а 





И м их а 





# 
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На основани подобныхъ, какъ въ прежнемъ паратрафВ с00об- 
‚раженй можно трансцендентное уравненте паписать въ вид® 


` С и 
ще (1 —®) = фапс я асе ме - 
(1 К п “ } 


въ общемъ случа можно рЪшить это уравнене конетрукитей, 
провфряя ее помощью метода «Ка1!».—Въ предъидущемъ па- 
ратрафЪ былъ показанъ епособъ построеня кривой. составляю- 
щей правую сторону уравнемя ТУ 01°. ЛЪвая сторона есть 
ничто иное, какъ кривая, которой ординаты равны разностямъ 
между ординатами кривой 


у= 60154 


п равнобочной гиперболы. имвющей асимптотами оси координатъ, 
которой уравненте 


есть 


Пока 


вЪтви гиперболы заключаются въ 1-омъ и Ш-мъ квадрантахъ. 


Когда-же 
[1 


1——<о 
Ё 
вфтвй гиперболы лежатъ во П и [У квадрантахъ. 


Построеше кривыхъ для отрицательныхъ значений аргу- 
тента —и— | 


убъдитъ въ вЪрноети вышесказаннаго нами положен, что от- 
рицательные корни равны по абеолютному значению положитель- 











ав. о 8: НР: 4 Е ИЕ 
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нымъ. Если-бы данный таръ былъ весьма великъ н. п. такой 
величины. какъ земля, то для нЪеколькихъ первыхъ корней—а 
будетъ столь мало въ сравнени съ Р, что, почти безъ ошибки 
можно положить 


РТ 
атбфай — = 
а 


и употреблять сокращенное уравненте 


сора в“ (1—“) Ча УТ 
дих 


уе 
Величина агобат, для бозконечно большихъ значенй—и— 


ДФлаетсл безконечно малой такъ. что тотда можно-бы употребить 
уравненте 

1 а 

60% во ыы 

ИС 


Что 


&==0 


‘не есть корень нашего уравнентя, въ томъ легко убфдиться. -— 
Пля а==о уравнеше УПТ совершенно вЪрно. Подставляя вм*- 
сто котантенса ето значене вблизи нулевой точки; т. е. полагая 


1 
СОфеа=— 
5 НЯ 

1 

получимъ. послВ сокращеня на ы 


о 


что невозможно, такъ какъ об величины существенно положи- 
тельныя. 


че > 6+ р. ть о. еох в, МУ их 42 = Ча 
И а О и 
А. >, й у | у $1“ А к и к Жк. И У ря? { 


к 
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Чтобы дать понят!е о томъ. каковы будутъ корни уравне-. 
ня я приведу, что н. п. для шара съ ядромъ желЪзнымъ и 
мраморной оболочкой, когда радлуеъ ядра въ семнадцать разъ 
больше толщины оболочки, а притомъ радлусъ шара на столько 
великЪъ, что для опредфленля первато корня можно употребить 
сокращенное уравненте, то этотъ первый корень 


1==2.5 (около) 


Вообще первый корень всегда меньше п., второй меньше 
2т, но можеть случиться что на пространств отъ 9х до ($-Е1)к 
находятся два корня уравнен1я, если число п=" меньше 

и —р | 
единицы, то на воякомъ промежуткВ отъ жж до (+--1т) будетъ 
по изекольку корней. 








00ъ одном свойств олнотодиыхь Функций. 


А. С. Гуковскаюю. 


———— 


Если функшя У=/(7,.2.,......2,) перемВнныхЪ 
7,.2.,...,.1, Такова, что при всякомъ значени параметра ^ 
существуетъ равенство 


(1) Иа ть. ... 59.) _УОаь Аа... >) 
о У м .... 2)" 


тд 41. 2.,......0.21.2,,......Ш” предотавляютъ частныя 
значен1я соотвфтетвенныхъ перемзнныхъ, то у есть однородная 
функщя перемфнныхЪь 2,.2........л 


Умножая 00% части равенетва (1) на Да, №2...) 
и перемЪняя порядокъ частей, мы получимъ: 


Тод’ а"... а”) 


Кат, 2... 2.) 


©) Ом о мы аа 


Станемъ здесь разсматривать 2,,2,.......2 какъ по- 
стоянныя, & 21,2,.....,2, какъ перемнныя. Тогда дробь, 
стоящая въ правой части, обратитея въ н$»которую функцию 


Ф(^) одной \, п, отбрасывая значки, мы можемъ папиеать: 


А 


Т. ХГ Зап, Мат, Отд, 10 


сб аа а а 


52. 
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Обозначивъ 7, ==41, ^2.=а........ ЛХ.==4„. мы пПрида- 
димъ этому равенству видъ: 


(4) (а, +. ,)=$()). 9. 


Дифференцируемъ это равенство по ^; мы получимъ : 


рт 


4 
(5) Ува $ (0). у 


Придавая здЪсь \ значене ^=1 и обозначая 9’(1) 
чрезъ т. мы найдемъ равенство 


4 
(6) Хара = ту 


которое есть не что иное. какъ дифференцальное уравнене 
въ чаетныхъ производныхъ однородной функши порадка 7. 
Легко также найти дифференцтальное уравнене, опре- 
дЪляющее <(^). 
Продифференцируемъ равенетво (4) послфдовательно по 
ее ‚т. Мы найдемъ рядъ я равенетвъ: 


ау ау 
=). 
49 ы } ах 


4 4 
= (Х). — 
4 7) ах. 


ау 
ах | 





т ^— 4). 


п 
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Умножая эти равенства соотвЪтственно на 2,,2,.......5 
и складывая. мы найдемъ: 


п) 


(17) Пу Ф(^). У 


Раздфляя выше найденное равенетво (5) на только что 
полученное (7), мы получаемъ 








Е Фе Я 
Х Ф Х) р=т ау 
4х т? 
р=—1 Р 
или иначе 
р=п ау 
, 
(8) О. 
$0). у 


Перем$нныя, входящ1я въ одну часть этого равенства, не 
зависятъ отъ перемвнныхъ, входящихъ въ другую. Это воз- 
можно только въ томъ случа. когда каждая изъ частей сво- 
дитя къ одной и той же постоянной; иначе можно было бы 
измнять одну изъ частей равенства. оставляя другую 0езъ 
перемны. На основани этихъ соображений наше уравнен1е (8) 
разбиваетея на два 


рт 


я 4 





(9) 4х, АХ И 
р==1 
(10) О а. тд8 т=600$. 


Первое изъ этихъ равенствъ, уравнен!е (9), представляетъ 
результатъ, найденный выше (ур. 6). Второе же, (10), есть 


=” 
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дифференциальное уравненте, изъ котораго интегрировантемъ 
легко получить $(\)=Ё/”, гдф Ё есть постоянное. К можно 
опредзлить изъ уравненшя (3) давая \ значене \=1; оттуда 
видно. что 6==1 и. такимъ образомъ, 


(11) =, 


что доказываетъ теорему (ур. 3). 

Пользуяеь уравнен1емъ (3) можно иначе выразить изло- 
женную теорему: 

«Только однородныя функщи способны изм нятьея на по- 
стоянный множитель при умножени каждой изъ перемЪнныхъ 
на одно и то же постоянное». 


О а А ола лы ий 


Механика ПодоСнО-ИЗИ®НЯеМО СИСТеЖЫ. 


Д. Н. Зейлшера. 
Месваш1К ег АЪп11еВ-уегапдег] 1еБег бузфете. 


хоп О. бейщег. 


————= 


ВЫПУСКЪ ВТОРОЙ. 
ТЕОР!Я ВИНТОВЪ. 


——— 


ПРЕДИСЛОВТЕ. 


Настояиий выпуекъ посвященъ дальнфИшему развит!ю тео- 
рии векторовъ, обновашя которой были изложены въ преды- 
дущемъ выпуск. ЗдЪеь читатель найдетъ обобщенную теор1ю 
винтовъ Баля*). заключающую въ 0е6% дЪйствля падъ винтами, 
_ свойства комплексовъ, соотвЪтствующихъ различнымъ группам 
винтовъ. и наконецъ теоршю винтовыхъ координат. ПослЪ д 
отдЪлъ собтавляеть вфнецъ теори Баля. Введеюе винтовыхъ 
координатъь дало послЪднему возможность изложить вЪ изуми- 
тельно-изящной формз динамику весвободнаго твердаго тфла. 
Можно съ увзренностью сказать, что дальн®Ишее, болЪе глу- 
бокое проникновене въ эту, далеко еще не исчерпанную Ба- 
лемъ, область будетъ возможно лишь при усовершенствован 
употребленнато этимъ авторомъ орудия. 

Прогресеъ въ теори винтовыхъ координатъ, несомнЪино, 
долженъ отразиться на состояи нашихъ знанй въ ее 
движен!я твердаго тзла. Эта увЪренность руководила мною 





*) ВаП. ТЬе Тьеогу 0{ Эете\з. РаЪИа, 1876. 
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при составлени настоящато выпуска. Моя задача усложнилась 
необходимостью дополнить теорю Баля введенемъ центра 
винта. Но сложность результатовъ не много увеличилась отъ 
этого. Въ заключене скажу, что, какъ и раньше, я стара- 
тельно избЪгалъ употреблен1я аналитическихь премовъ. имфя_ 
въ виду наглядность изложеня. Въ сожалнию, это мнЪ не 
вездВ удалось. 
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ГЛАВА [. 
Опред Блен1 я. 


Въ первомъ выпускВ настоящато труда *) я назваль 
пентрированнымь винтомъ совокупность вектора [&] и пары 
вращен1я., моментъь оси которой ( параллеленъ А. Для крат- 
кости слово «центрированный» я буду опускать. 

Векторъ [В] и пара С суть ‘элементы винта, причем» 
[В] — винтовой векторз, @ — винтовая пара, моментъ оби 
которой есть виниовой моменте. Начало вектора [В] есть 
центурь винта, прямая, на которой лежитъ винтовой векторъ.— 


нес 
винтовая ось. Отношене 2 =Р есть параметрь винта. 


Величину р я буду изображать отрёзкомъ винтовой оби, 

начало котораго въ центрв винта, а направлен!е совпадаетъ 
въ направленемъ винтовато вектора, если Ё и С направлены 
въ одну и ту же сторону; въ противномъ случа, направлен!я 
отрёзка, изображающато величину р, и вектора [8] противо- 
положны. 

'Изъ сказаннато вытекаетъ, что винтовой параметръ изо- 
бражается также векторомъ [р.|. лежащимъ на винтовой оси а 
и имющимъ общее начало съ винтовымъ векторомъ. Для крат- 
кости векторъ [р.] я также буду называть параметром винта. 


Изъ опредзленя —— слЪдуетъ: 


Ч=орВ. 





*) Мех. под. изм. системы, Д. Н. Зейлигера. Одесса 1890 г. Вып. Т., 
стр. 114. Свылки на первый выпускъ будутъ сопровождаться буквой В. Г. 
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т. е. величина винтовато момента равна произведеню изъ вин- 
товато параметра на длину винтоваго вектора. Направленте 
момента (’ опредфляется, на основаши предыдущато, направле- 
шями векторовъ [А] и [р.]. Въ посльдетвьи намъ постоянно 
придется м$нять длину винтоваго вектора. оставляя нейзмЪн- 
нымъ винтовой параметръ [р.|. Поэтому условимся считать 
длину А винтоваго вектора положительной, если направлентя 
[@] и [р.] одинаковы, — отрицательной въ противномъ случа». 

При этомъ условий совокупность (А’.]») вполнЪ изобра- 
зитъ винтЪъ, центръ котораго въ О. осью служитъ прямая а. 
В — длина винтоваго вектора, р— длина винтоваго параметра. 


Прибавимъ. что плоскость, перпендикулярная къ винто- 
вой оси въ центр, называется мулевой плоскостью винта. 


Если р=о, а В не равно нулю, то С==0, елЗдовательно, 
векторъ ееть винтъ нулеваго параметра и обратно. 

Если А=о, а С не равно нулю, то р=00; т. е., пара 
вращеня есть винтЪъ безконечно-большато параметра и обратно. 
Въ этомъ случа осью винта можетъ служить веякая прямая, 
параллельная направлено оси С. 


Для опредЪлешя вектора [р.|] необходимю 6 величинъ, 
напр., координаты его начала и конца. Если мы, сверхъ того. 
знаемъ длину вектора А. то намъ извЪстенъ винтъ. 


И такъ для полнаго опредзления винта необходимы 7 ве- 
ЛИЧИНТЪ. 


Теперь мы можемъ заняться сложешемъ винтовъ, причемъ 
сначала разберемъ результаты сочетамя винта съ парой растя- 
жен!я, парой вращентя и векторомъ: тремя элементами, къ ко- 
торымъ приводится, какъ мы видфли (В. Г, стр. 37), опред$- 
ленная нами система векторовъ. 


мы ЗВ“, 


а 


ОВР 
м лиры 


5х № {= 


миа 


РР Е У УЧР 


РИ рф бк, 


нь д нь 6 поневоле она бобы, па а абон ба лапа абнед а 
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ГЛАВА 11. 


Сложене винта съ парой растяженя, парой вращенй и 
векторомъ. 


Теорема Т. Совокупность винта (А,. р») и пары растяже- 
ня п, моментъ которой равенъ П, эквивалентна винту (Аз. р»), 
отличающемуся отъ первато только центромъ. 

Доказательство. Изъ опредЪленя параметра винта слз- 
дуетъ, что, если С— винтовой моментъ, то 


ф) \@=Ю, 
_& изъ опредзленя символа (А..») вытекаетъ: 


2) (Вр) = -((С)). 
Но. по теорем У, В. ТЪ 


3) «+, 


гдз [В |— векторъ, который получится, еели мы векторъ [А] 
перенесемъ по его прямой на длину ОО’, опредзляемую формулой: 


П 
И Нови, 
) В 


Сл ловательно. 
(Вьр.)+т==[В + =+((@)) = -(@)), 
т. е. по опредЪлен1ю, 
(Врр.)-Н=Е(Вьв.). ©. Е. 2. 
Примъчаще. Доказанную теорему можно формулировать 
слЪдующимъ образомъ: 


Для того, чтобы перенести винтъ (А.2») по ето оси. 
нужно въ нему прибавить пару растяженя т. Величина, на 
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которую винтъ переносится. равна моменту П пары п, дзлен- 
ному на длину винтоваго вектора, 


Теорема 11. Совокупность винта (А, р.) й пары враще- 
мя ((9)), моментъ которой 9 параллеленъ винтовой оби а, 
эквивалентна винту (0..0), отличающемуся отъ перваго 
только параметромъ. 


Доказательство. По опредвлентю, 


1) (Вуд = -(()), 
2) = 5. 


причемъ 


Но, по предположеню. моменты 9 ий (С параллельны; 
слЪдовательно. полагая; 


3) 9=р"В ‚ р-Ер"=Рр’, 
((6))-+((9))=((@-9)), 
по теорем8 ХГУ, В. Г. Сл$довательно, | 
(Вр) -Н((9)) = [8 -((@))-((9)) = -+(@-+9)), 
т, е., по опредзленю и въ силу 3), | 
(Вр. )==(Вв,). 


Слъдстве. Параметръ новаго винта отличается отъ пара- 


найдемъ; 


метра даннато на величину р’, равную 7. 


Теорема 111. Совокупность винта (А,») и пары вра- 
щен!я ((9)), моментъ 9 которой перпендикуляренъ къ винтовой 
оси, эквивалентна винту (А). Оси винтовъ параллельны, 
ихъ нулевыя плоскости совпадаютъ, а винтовые векторы и 
параметры геометрически одинаковы. Плоскоеть (а,м’) периен- 
дикулярна КЪ 0. 


д инь ди доодлныйь баны 
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Доказательство. По опредЪленю, 


1) (Ву) = +(О)), 
2) а=уЕ. 


причемъ 


Пусть [8] — винтовой векторъ., 09 — моментъ 9 пары 
((9)). (Чер. 1). Возстановимъ въ о перпендикуляръ ОО’ къ 
плоскости В09. Тогда, по предположеню, 09 есть перпенди- 
куляръ къ плоскости ВОО’. Предетавимъ 060% наблюдателя, 
тлазъ котораго въ д и который смотритъ на конещъ А век- 
торъ [02]. Въ части ОО’ проведеннато перпендикуляра, ле- 
_ жащей влфво отъ нашего наблюдателя, возьмемъ точку О’ 
такъ., чтобы 

р И 


Въ О’ приложимъ пару растяжеюмя (О’А’,О’Е”), елата- 
ющая которой О’А” геометрически равна вектору [О]. Введен- 
ная пара эквивалентна нулю (В Г. отр. 8). СлЬдовательно, 


4) [В+(@9)=[8+(@9))-+(0’'В,0’В”), 


Но теперь, вместо вектора [А] и пары ((9)), мы полу- 
чили: 1) векторъ [0'’Д', 2) пару вращеня ((9)) и 3) пару 
вращеня ((ОВ,О’А”)). Но, въ силу равенства 3), пары ((9)) 
и ((ОВ,О’В”)). отличающляся сторонами, имфютъ равные по 
длин и прямо-противоположные моменты. Совокупность такихъ 
двухъ паръ эквивалентна нулю. Сл довательно, 


. В] + ((9)) = [8 
(В., р«)-- (9) 91-Е ((9))-+(@))= В 1+ ((@))= (В, Ра ), 


по опредфленю, еели х’Ш— прямая, на которой лежитъ век- 
торъ [В /. 0. Е. В. 
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Примъчанше. Винтъ (В „р ) ебть очевидно, винтъ 
(2..7). перенесенный параллельно самому 660$ такъ, что 
центръ его перемвщается по прамой, перпендикулярной къ вин- 
товой оси. Слфдовательно, доказанную теорему можно формули- 
ровать слВдующимъ образомъ: 

Для того, чтобы перенести винтъ (А„,р„). параллельно 
самому себЪ въ точку О’, лежащей на перпендикулярВ къ вин- 
товой осй въ центрЪ винта. нужно къ послЪднему прибавить 
пару вращен1я, моментъ которой 9 перпендикуляренъ къ плос- 
кости (их, ОО’). Величина ОО’, на которую при этомъ пере- 
мфщается центръ винта, опредзляется по формулз 3): 


ай. 
ь В 


Изъ творемъ П и Ш вытекаетъ: 


Теорема ТТ. Совокупность винта (А...) и пары вра- 
щенйя ((9)), слатаюцщие момента 9 которой параллельно винто- 
вой оси и перпендикулярно къ послфдней суть 9, ий 9,. экви- 
валентна винту (А „.1.,). 0ей ах’ даннаго випта и новаго 
параллельны и отетоятъ другъ отъ друга на разстояни, рав- 


пря№я, соединяющая центры винтовъ. перпенди- 


91 
ноиъ 


кулярна къ обЪзимъ осямъ, векторы винтовъ геометрически оди- 
наковы; параметръ новаго винта отличается отъ параметра 


даннаго на величину 2. Плоскость (а.0”) перпендикулярна 


въ плоскости (А’. 9). 


Для доказательства этой теоремы достаточно сначала при- 
бавить къ данному винту пару ((9,)), что измЪнитъ только 


его параметръ на величину о. ЗатьмЪъ къ полученному винту 


прибавимъ пару ((9,)), которая переместить его параллельно 


о д авы Р\ 
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самому себ на величину 2 такъ, что центръ его останется 


въ нулевой плоскости. 

Переходя теперь къ сложено винта (А,.р.) ©Ъ векто- 
ромъ [АВ], замфтимъ прежде всего, что здёеь мы имемъ 
дзло, въ сущноети, съ сложешемъ двухъ винтовъ. Въ самомъ 
дЪль. векторъ [46], какъ мы видфлИ въ предыдущей тлавз, 
есть винтъ нулевато параметра. Поэтому мы по необходимости 
отраничимся здзсь лишь разборомъ чаетнаго случая, когда 
винть й векторъ параллельны. Но предварительно обобщимъ 
задачу, взявЪъ, вместо вектора, винтъ, 

Теорема Т. Совокупность ДВухЪ ВИНТОВЪ (В.›р-) и 
(В’.р.’), 08и которыхъ параллельны, эквивалентна одному 
винту (АВ, р»), 065 котораго я’ параллельна осямъ а и а’ 
первыхъ двухъ и лежитъ въ плоскости (я.а’). Начала ООО 
винтовъ лежать на прямой, причемъ 

О0"—0"ОА +00: 
О 


Плина вектора равнодйствующато винта равна алгебри- 
ческой сумм длинъ векторовъ слагающихъ, а параметръ р” 
опредзляетея по формулв: 


„__ А-В 


Доказательство. По опредзленю, 


(В в») =[В-+(©)) ‚ (Във) = (6) 
1) (=, @=уЮ. 


тд} 


СлЪдовательно. 


а (В р») я (Во. р) ЕЕ А-а) ((4")) 


Но параллельные, по предположению, векторы [А,] и [В 
даютъ въ сумиВ (В. Г, теор. УП) векторъ [8], эквивалентный 
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вектору А’,. опредЪленному въ теорем$. Равнымъ обра- 
зомъ, пары ((@)) и ((С')) съ параллельными осями даютъ 
въ вумиз пару ((4”)), ось которой параллельна осямъ пер- 
выхъ двухъ, а моментъ С’ равенъ: 


а=0а"-На"'=рВ-р’А'. 
Итакъ 


(В, р.)-Н (В, Е =: [8 1-+((@”))= (А, Ват ° 


гдз, по опредълен1ю, 


Олъдстве [. Полагая: 
р'=о0, 


(Вво-+В =(В, 2), 


получимъ 


тд 
В 
д" = АД’ ИЕН ЕЕ 
гр РАВ 


Мы пришли такимъ образомъ къ случаю сложешя винта 
еъ параллельнымъ векторомъ [А/ |. 


Слъьдетв’е П. Если (В .р.), (Вр)... — ® винтовъ 


въ параллольными осями, то 


(Аз-ре) + (В ,, р) = — ЕЯ 


ЗдВсь 06ь @ параллельна осямъ оо’... центръ « есть 
центральная точка системы векторовъ [Д,|, а длины рит 
опредзляются по формуламъ: 


УрЕ 


==>. == р 





Это прямо вытекаетъ изъ теоремы ХЬ. В. [. 
Перейдемъ теперь къ сложено системъ винтовъ. 





РИЧИ ЧИ рирЧеНИ 


И ЧРОИНИр, 39 рОуЧчЕ РУ Ч 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
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ГЛАВА Ш. 


Линейная и плоская система винтовъ. Сложене винтовъ, 
лежащихъ въ пространствЪ, 


1. Линейная система винтовз. Пуеть (В ‚,0) , (В’„р.)...— 
п винтовъ, лежащихъ на одной и той-же прямой ®, [В,|.[А,,|... 
—ихъ векторы, [12»|, [2=/]...—ихъ параметры. Шо сказанному 
въ первой главз., если С.С”"...—моменты винтовыхъ паръ, то 


О о 


Для приведения системы винтовъ къ одному винту ело- 
Жимъ отдЪльно винтовые векторы и винтовыя пары. 

Система винтовыхъ векторовъ [А,|, лежащихъ на прямой а. 
эквивалентна (В. Т, стр. 20—22) одному вектору [0ь], лежа- 
щему на той-же прямой. Начало « вектора [р] — въ централь- 
ной точкЪ системы, а длина о опредЗляется по формулЪ: 


“) р=>А. 


Если т,х’..— координаты началъ о елагающахъ векто- 
ровъ, причемъ осью координатъ служитъ прямая о. — коор- 
дината начала « вектора [0], то 


Дт 
В = ур. 


Система паръ съ параллельными моментами СС"... экви- 
валентна (В. Г. етр. 34) парЪ 9, моментъ оеви которой 9 па- 
раллеленъ моментамъ С’ и опредЪляется по формулз: 


1) ХУ 74 


Мы получили. слЪдовательно, вифето и винтовъ, векторъ 
[ь|, лежащий на прямой «, и пару вращеня ((9)), моментъ 
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которой параллеленъ а, т. е., по опредзленю. винтъ, пара- 
метр п котораго равенъ, въ силу а) й |): 


Ур, 
уе 
> 

Все сказанное даетъ намъ слЗдующую теорему: 

Теорема ТТ. Система винтовъ (Д.р.), лежащих на пря- 
мой и. эквивалентна винту (0».п».). лежащему на той-же пря- 
мой, Начало « равнод$йствующато винта находится въ цен- 
тральной точкЪ системы векторовъ [А] длина винтоватго век- 
тора [0] ееть алгебрическая сумма длинъ векторовъ слагаю- 
щихъ винтовъ, параметръ тп равнодЪйствующаго винта ра- 

Хр 
воНвинен 

>А 
Разберемъ здЪсь лишь одинЪъ частный случай, когда 


ХА =0о, Хр =0, но ХАх >. 


Въ силу перваго равенства еистема векторовъ [А] экви- 
валентна (В. ТГ, стр. 20) пар» растяженя, моментъ которой 
равенъ >Ах. Изъ втораго равенства вытекаетъ (В. Г. стр. 34), 
что сиетема паръ вращеня ((С’)) эквивалентна нулю. Нако- 
нецъ Формулы «) и В) даютъ: 


Отсюда мы заключаемъ, что пару растяженмя можно раз- 
сматривать. какъ винтъ, элементы котораго равны нулю, а 
центръ лежитъ въ безконечности. 

Разборъ остальныхъ частныхъ случаевъ пуредоставляемъ 
читателю. 

И. Плоская система винтовз. Пусть (В ,р»), (В'.0.,)...— 
система винтовъ, оси которыхъ х лежатъ въ одной и той же 
плоскости А. Для приведения этой снетемы сложимъ отдЪльно 
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винтовые векторы [4.] й вянтовыя пары, моменты которыхъ 
С.С"... опредзляются по формуламъ: 


1) С=рА,С'=р’Р’,.. 


Плоская система векторовъ [|] эквивалентна (В. Ъ 
гл. УП) одному вектору [0]. начало котораго въ центральной 
точкз системы, а длина р есть геометрическая сумма длинъ 
векторовъ [А]. такъ что 


а) [№ -==У]. 


Сиетема паръ вращеня ((С°)) эквивалентна (В. Г, гл. У1) 
одной пар ((9)), моментъ которой 9 есть теометрическая 
сумма моментовъ С’ такъ что, въ силу 2), 


8) [9]==>А]. 


Моментъ 0, очевидно, параллеленъ плоскости А. 


Итакъ. виЪсто системы винтовъ, мы получили векторъ [0] 
и пару вращеная ((9)). ЗамЪтимЪъ, что моментъ 9 мы можемъ 


‘считать приложеннымъ въ началВ вектора [0]. (В. Г., теор. ХШУ.) 


Для окончательнаго приведешя пусть [06] и 09 — эле- 
менты. къ которымъ мы привели пока систему данныхъ вин- 
товъ (Черт. 2). Разложимъ моментъ 09 по направленю Ор и 
перпендикулярному на слагающле моменты 9, и 9,, причемъ 


ЕН 
тд а — уголъ между [0] й 9. Положимъ: 
0) 96 =. 
р 


Совокупность вектора [р,| и пары ((9%)) составляетъ, по 
опредЪлев!ю, винтъ (р›к»). гдВ р-—прамая, на которой ле- 


Т. ХГ Зап. Мат, Отд, 11 
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житъ векторъ [р]. Такимъ образомъ систему данныхъ винтовъ мы 
привели къ винту (р,.п„) й къ пар ((9,)). моментъ которой 
перпендикуляренъ къ оси полученнаго винта. Прилагая къ на- 
шему случаю теорему ПТ предыдущей тлавы, мы получаемъ 
слздующую теорему: 

° Теорема ТИ. Система винтовъ (Ау. р»), (Вии), . -., 
лежать въ одной и той-же плоскости А, эквивалентна одному 
винту (р»›т.). овь котораго параллельна плоскости А. Начало 
« равнод$йствующаго винта лежитъ на перпендикулярВ. воз- 
становленномъ къ 4 изъ центральной точки системы векто- 
ровъ [Д]. векторъ [0] винта равенъ по длинф и направлению 
геометрической суммЪ векторовъ [А], моментъ винтовой пары 
равенъ проекши на направленте вектора |0] геометрической 
суммы моментовъ слатающихъ винтовъ. 


Я не буду останавливаться надъ разборомъ частныхъ 
случаевъ, при которыхъ формулировка теоремы можеть изм$- 
нитЬся, и перехожу къ системЪ винтовъ. лежащихъ въ про- 
странствз. 


И. Система винтовь в5 пространствь. Пусть (В.р.), 
(В',р„),..-—данная система винтовъ. Для приведеня ея къ 
одному винту примВнимъ сначала ©пособъ отдвльнаго сложентя 
винтовых векторовъ и паръ, которымъ мы пользовалиеь до 
сихЪ поръ. 

Система векторовъ [Ё] эквивалентна (В. Г. стр. 65) 
винту (ру.т,), о6ь котораго совпадаеть съ центральцой осью а 
системы, центръ въ центральной точкЪ о послФдней, а век- 
торъ [0] равенъ по длин и направленю геометрической сум- 
мВ векторовъ [А]. Еели С’, —винтовой моментъ винта (р,.т.), то 


1) Оо. 


Система винтовыхъ паръ, моменты которыхъ С.С"... 00т- 
вътотвенно равны рА, р’П'..., эквивалентна парв враще- 
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ния. моментъ которой 9 есть геометрическая сумма моментовъ 
1 
<. ° оо ° У е.. 
2) [9 Е.А]. 


Итакъ данную систему винтовъ мы привели къ винту 
(от) и парв вращевя ((9)), моментъ которой вообще 
образуеть съ винтовой осью а уголъ, отличный отъ нуля и 
оть прямаго угла. Но такую совокупность мы уже разбматри- 
вали въ предыдущей главъ. ПримЗняя, слЗдовательно, теорему 
Ту, получаемъ: 

Теорема УП. Система винтовъ (Ар), (Ира Еле" 
жащихъ, какъ угодно, въ пространствв, вообще эквивалевтна 
одному винту (0ь.м»). Пусть (рот.) — ВИнтЪ, эквивалентный 
систем винтовыхъ векторовъ [В], 9-моментъ пары вращенля, 
эквивалентной системв винтовыхъ паръ ((рР)). (р'А’,. .. при- 
ченъ 9 и 9. —латающ!е момента 9 параллельно и перпенди- 
кулярно къ а. Между винтами (ти) и (ро’к.) существуютъ 
слздующия соотношеня: 1) векторы ихъ геометрически одина- 
ковы; 2) ихъ нулевыя плоскости совпадаютъ ; 3) прямая оо 
перпендикулярна къ 9, и опредзляется по формуль: 


4) между параметрами т, и п, имфется слфдующая связь: 
/ 
Тит, _9о_ ь 


Мн могли бы едЪлаль приведене инымъ путемъ и для 
этото воспользоваться вторымъ слЪдетыемъ теоремы У. Въ 68- 
момъ дЪлЪ, каждый винтъ (А’,.р») разложимъ по тремъ какимъ 
нибудь направленимъ /, м, у на три винта, имфющихь тоже на- 
чало. Пусть эти слатающе винты будутъ: ($057) (1о-Р»). И, 
Очевидно, параметры [12], [2], [2,] и [2] имФютъ одинаковую 


164 Д. Н. ЗЕЙЛИГЕРЪ. 16 


длину. Теперь. вместо данной системы винтовъ. мы получили 
три системы параллельныхъ винтовъ, изъ которыхъ каждая 
приводится къ равнодЪйствующему винту при помощи выше- 
упомянутой теоремы. 

Я не дамъ здесь формулировки результатовъ. къ кото- 
рымъ приводимъ такой способъ сложеня системы винтовъ. ле- 
жащихъ въ пространствз. 

Ограничусь лишь замЗчантемъ, что ейстему винтовъ въ 
пространств вообще можно привести къ тремъ, непересзкаю- 
щимся попарно. винтамъ. 

Т'. Аналитическая стеордя винтовё. Пусть (В..р.), 
(В..р.).....(В„р„)—данныя винты. 

Для того, чтобы найти равнодЪйствующ1й винтъ, сложимъ 
отдЪлЕно систему А винтовыхъ векторовъ |А] и ейстему Б 
винтовыхъ паръ, моменты которыхъ равны соотвфтственно: 
В, р,.А.т....В„р,. Приведемъ об% системы А и В къ началу 
прямоугольныхъ координатъ 2,у,2. 

Элементами приведеня какого-нибудь вектора А; будутъ”): 
1. три вектора [Х;.[7; [7], направленныхъ по осямъ координатъ 
и иузющихъ общимъ началомъ начало координатъ. Если о, В, 1. 
— зы угловъ съ осями, образуемыхъ направлемемъ А, то 


1) Х,=Воа,.7=ВД,, А=ВА. 


2., три пары вращеня, моменты которыхъ [, 1,7; параллельны 
осяиъ кардинатъ и опредзляются по формуламъ : 


2) 21.02. т =,Х,— 2, ‚П=4,7-—9Х, , 
и 3.. пара растяжен1я, моментъ которой П; равенъ: 


3) Пед хХНу Гай, = Ао, -НВу,-Нте)=Вт.. 


*) В. 1, стр. 72—74. 
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Въ формулахъ 2) и 3) 2<;.7:,2, — координаты центра 
винта (А;.р,). 

Винтовая пара, принадлежащая винту (А.р.), даетъ сза- 
гающия пары вращеня, моменты которыхъ [,,т,, и; равны: 


4) [= Ара, ) т‚=0А 08; ° п,=Афи.. 


Пары вращеня, моменты слатающихъ которыхъ суть [т.п 


# Й 


и т. п.. эквивалентны одной парв, слагающия которой по 
осямъ координатъ имВютъ моменты [..М,, №,, равны соотвЪт- 


ственно: 
1 =Ь- | =А, (ар Ва, Е14.) А; 
5) М,=т;-- т, В, (Вр: а;2;)= АВ 
№; = п; +", = А, (1.0; — ву, Вх) =, 
въ силу предыдущихъ формулъ.. 
_ Назовемъ величины а,ВльВьполььыу: — прямоуюльными 
координатами винта (В,р.). 


Хотя этихъ величинъ 8. но независимыхъ только семь, 
такъ какъ 9,31, связаны соотношенемъ : 


6) «И =1 
Изъ формулъ 5) находимъ : 
А) рады Ето. 
Тже формулы даютъ: 
Вл = 2 (Вт: )-— о (Ву-Нт :). 


Внося, вифето (Вли‚-1.2;), величину (п‚—@,2,) и поль- 
зуясь тожествомъ 6), находимъ первое изъ соотношенй В): 
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д, — а, В, — Там. 
В) у:==Ви:-Н 1: —ал,. 
=, аи — В; . 


которыя получаются такимъ-же образомъ изъ формулъ 5). 


Формулы А и БВ даютъ возможность опредзлить по коор- 
динатамъ о, 9. 1. п,^, м, »— параметръ и центръ винта. 

На основанш предыдущаго, вмфето системъ А и В вин- 
товыхъ векторовъ А; и винтовыхъ паръ, мы получимъ;: 1. 3 
системы векторовъ [Х), [7] и [7].—2., 3 системы паръ вра- 
щен1й, имфющихъ моменты Р,,11,. №. и 3., систему паръ рас- 
тяжен!И, моменты которыхъ суть Ш; 

Такъ какъ векторы каждой изъ первыхъ трехъ системъ 
лежатъ на одной прямой и имфютъ общее начало, то системы 
этй эквивалентны (В. ТГ. етр. 7. сл. ПП) тремъ векторамъ [Х], 
[71, [2], лежащимъ на осяхъ координать и имфющимь общимъ 
началомъ начало координатъ. Долины этихъ векторовъ будутъ: 


Х=>А, => Ва, 
1) =>, =УАВ, 
и =>. =>, 


Такъ какъ моменты /[,,М., №; паръ вращеюмй соотвЪт- 
ственно параллельны осямъ координатъ. то каждая изъ этихъ 
системъ эквивалентна одной пар вращеня, моменты которыхъ 
Ь, М, № параллельны осямъ координатъ ий опредзляются фор- 


мулами: 
[=> Ё, =>АА, 
5)” { М=УМ,=УВц, 
№М=хУМ,—=УАВм.. 





мег = 
-- 4 м 
ИИ К, 5 № 
% : 


г мы гм 
т. О 
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Наконецъ система паръ растяженй эквивалентна одной 
пар, моментъ который П равенъ: 


3) П=УП,=УАл, 


Если (А.р)—винтъ, эквивалентны систем данныхЪъ вин- 
товъ, и, В, 1. ^, м, у, т— его координаты, то должны имЪть мото 
елвдующля равенства: 


Ва—=УВа,, ВВ =>, Ву=ХВДь 
0) В\=УВА,. Ви = Вць, , Ву=>Ал, 
Вк=хУА м; . 


къ которымъ присоединяетея услов1е; 


1. 


Этими уравненями вполнз опредзляется равнодЪзйетвую- 
шЙ винтъ, Опредзливъ изъ нихъ координаты винта, мы по 
формуламъ А) и В) найдемъ его параметрь и координаты 
х.у. у его центра. 

Косыя координата винта. Будемт мЪнять винтовые век- 
торы [В;) данныхъ винтовъ, оставляя неизм®нными центры. оби 
и параметры послзднихъ. При этомъ, очевидно, останутея не- 
измЪнныхи ихъ прямоугольныя координаты 4, В; 1 Ала Вы У; И т. 
Каждой системВ значений величинъ ДВ; будетъ соотвЪтетвовать 
винтъ (Ар). Назовемъ косыми координатами послЪздняго эти 
значення В. а данные винты—координатными винтами. Со- 
вокупность винтовъ (А, р), соотвЪтотвующихь всевозможнымъ 
системамъ значенй длинъ винтовыхъ векторовъ ® координат- 
ныхъ винтовъ называется винтовой группой порядка я. 

Въ послЪдующемъ изелфдованы винтовыя труппы Е 
7-го порадка. 
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Сложене двухъ винтовъ. Винтовая группа втораго порядка. 
Цилиндроидъ. 


Пусть (А..р.), (8..0. )— два винта, оси которыхъ пере- 
сЪкаютея подъ прямымъ угломъ въ точкВ 0.0,.0, — центры 
винтовъ (Ч. 3). Для того, чтобы найти равнодЪзйствующй 
винтъ, сложимъ отдЪльно винтовые векторы [А,], [А] и вин- 
товыя пары, моменты которыхъ 9,.9., по опредзленю. парал- 
лельны винтовымъ ослмъ 00,.0О, н опредзляются формулами: 


1) л=А,в:. 9. =В,р.. 


Векторы [В], [А.], по предположеню, пересфкаютея въ 
О: слЪдовательно, эквивалентный ихъ совокупности векторъ об- 
ладаетъ слВдующими свойствами (В. Г, т. УП). Онъ долженъ 
быть одинаковъ по длинЪ и направленю съ геометрической 
суммой слатающихъ векторовъ, причемъ прямая, его содержа- 
щая, должна пройти чрезъ О. Начало его « лежитъ на окруж- 
ности, проходящей чрезъ точки 0,0, и О.. 

Обозначимъ чрезъ А,} и р — длину равнодЪйствующато 
вектора, уголъ, образуемый его направлешемъ съ осью ОО, 
перваго винта. и разстоян1е его начала отъ точки О. ЗамЪчая, 
что уголь 0,00,— прямой, находимъ: 


2 2 Ир 
2) Д = ув -- В. #93 — В, . 


Для опредфлеп1я величины р приведемъ прямыя 0, 0..Озв 
и «0О,. Четырехугольнякъ О00.«0О.,, вписанный въ кругъ, даетъ: 


0:0,.Оь==00, .О5-Н ОО, . О. 
ЗаинЪчал, что 0,0, есть дламетръ круга, получимъ: 


Яо 0.0513. О == 0105689. 








в 


к _ 
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вел детв!е чего написанное равенство приметъ видъ; 


Оф=00,с89 + ОО. зпЗ. 
Полагая : 
Оф=р. ОО, = р, ОО, =», 


найдемъ окончательно: 


3) р=р, 689-051). 


Спроектируемъ теперь моменты 9,.9, на направлен!е век- 
тора [Аь| и перпендикулярное. 
Слатающай моментъ по первому направлен1ю равенъ: 


91689 9.5% 


и виЪств съ векторомъ |А„| образуетъ вянтъ, параметръ р ко- 
тораго будетъ: 


$3 $1} 
4) Зы р Е 


= 1,659 10.5п’9, 
въ силу 1) и 2). 


Слагаюшай моментъ 4 по направленю, перпендикулярному 


° КЪ [Аь|, равенъ: 


4=9:51}—9,689 = В(р!— 1. 5199, 


ВЪ силу тВхъ-же формулъ. 

Итакъ, вмЪото данныхъ винтовъ. мы получили вВинтъЪ 
(В..р) и пару вращенйя, моментъ которой 9 перпендикуляренъ 
къ оси винта, Но, по теоремв ПП второй главы. такая с0во- 
куцноеть эквивалентна винту (А.Р), перенесенному параллельно 
самому себЪ въ точку О, такъ, что прямая «Оз перпендику- 


_лярна къ плоскости, проведенной чрезъ Л параллельно 4. 


При этомъ 
«()3.А = 9. 


*) Примьчаще, Эту хормулу легко доказать геометрически. 
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что, въ силу предыдущато значеня момента 9, принимаетъ 
ВИДЪ: 


5) «Оз=з=(р, —р»)пдс89. 


Въ нашемъ случаз [А,| лежитъ въ плоскости данныхъ 
винтовъ, & моментъ 9 параллеленъ этой плоскости; сл№дова- 
тельно, прямая «О. есть перпендикуляръ въ ® къ послвдней. 
Отсюда мы заключаемъ, что центръ О; равнодЪйствующато 
винта лежитъ на прямомъ цилиндрв. основаюемъ котораго слу- 
житъ кругъь 00,0., причемъ «Оз есть производящая цилиндра. 
Величины 0.9.5. А ир вполнЪз опредЪляютъ равнодВйствующий 
винтъ (Ао..р). Первыя три изъ нихъ опредзляютъ центръ О; 
поелфдняго. вторая и четвертая — его векторъ наконецъ послзд- 
няя— его параметръ. Замфтимъ, что ось равнодЪйствующаго 
винта параллельна р. Такъ какъ «Оз перпендикулярна къ 
плоскости данныхъ винтовъ. то мы заключаемъ, что ось винта 
(А®з.р) встр®чаемъ подъ прямымъ угломъ перпендикуляръ ОТ, 
возставленный въ О къ этой плоскости. 

Опустимъ изъ « перпендикулярь «т на 0,0, и соеди- 
нИмЪ 7 6ъ О.. Угломъ «тО, измЪряется уголъ между плос- 
костями 0,0,0, и О,Ою. Обозначая этотъ уголъ чрезъ Ф. най- 
демъ изъ прямоугольнаго треугольника 20 


оОз 





а) 194=-—. 


Пусть ЧЪ—средина прямой 0,0,. Мы уже раныпе зам$- 


тили, что (0:0, есть даметръ круга 0,00,; слздовательно. 


Ч—центръ, а Чь-—-рад1усъ послФдняго. т. е., 


(010. 
В) Че 5 = 5-я, 


въ силу предыдущихъ обозначенй. 


ОЕ ГРА СЕ ИИРТНН 
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Вписанный уголь 0,Ою, равный 9. и центральный то 
опираются на одну и туже дугу 0.®; слЪдовательно, 


Д то=2 / 0. 00=23, 
велздств1е чего изъ прямоугольнаго треугольника «О получимт: 
1) то=Чозт29. 


Формулы 5). В) и 1) дають возможность преобразовать 
формулу “) въ слздующую: 


рр. РР 
А [ о реневыянесы. 
и 0:0, вр: 


Примемъ теперь винты (А,. р). (А,. р.) за координатные 
ные винты. т. е., будемъ мзнять длины А..А, ихъ векторовъ, 
ставляя неизмЪнными ихъ центры, оси и параметръ. Каждой 
парз значенй А.А, будетъ отвЪчать равнодЪйствуюцщй винтъ 
(По..р). Мы получимъ такимъ образомъ винтовую группу вто- 
рато порядка. Займемся распредЪленемъ въ пространствЪ осей, 


‚ центровъ, параметровъ и векторовъ влнтовъ, входящихЪ ВЪ 


группу. 

1. Распредълене осей. Мы знаемъ изъ предыдущаго. что 
ось винта (А0о..р) воотвтетвующаго пар значешй (А,,2,)}, 
вотр®чаетъ подъ прямымъ угломъ перпендикуляръ ОТ, возстав- 
ленный къ плоскости данныхъ винтовъ въ точкв 0 пересЪче- 
ня послзднихъ, и образуетъ съ ось ОО, первагь винта уголъ 
9, причемъ 


П, 
В 





а’) 109=ъ; ОГ=еь0,=(р,— 9.) 989. 


В, 
Эти формулы показываютъ. что. пока отношен1е р 18 мз- 
а 


няетоя, положен!е оси равнодЪйствующато винта одно и тоже, 
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. 2 
Изм$няя отношене р › МЫ заставляем эту ось перем щаться 
1 


въ пространствз. Но во воякомъ своемъ положени она должна 
встр®чать одну и туже прямую ОТ подъ прямымъ угломъ, т. е.. 
оставаться параллельной плоскости даняныхъ винтовъ. Отсюда 
мы заключаемъ. что оси винтовъ группы суть производяшля н%- 
котораго коноида, директрисой и направляющей плоскостью ко- 
торато служитъ прямая ОТ’ и плоскость данныхъ винтовЪ. Этотъ 
коноидъ Баль”) назвал иилиндроидома. Выведемъ уравнен!е 
цилиндроида. Для этого примемъ оси данныхъ винтовъ и пря- 
мую ОГ за оси прямоугольныхъ координатъ л,9,2. Уравненя 
оси винта (Ао..р) будутъ: 


у=42199; г=(р,— р, )8тдсз3. 


Исключая между этими уравненмями уголъ 4, найдемъ 
уравнен1е цилиндройда: 


В) 2-4 у)=(р—р.)зу. 


Прямая ОТ называется осью пилиндроида. О — центромъ 
послЪдняго, данные винты — злавными винтами послЪднаго, ихъ 
параметры —лавчыми параметрами. Изъ формулы 


ор родов зи 


мы заключаемъ. что точка Г. въ которой ось винта входящаго 
въ группу. вотр8чаемъ ось цилиндроида, совертаетъ колебаня 
по послфдней прямой, амплитуда которыхъ равна (р,— 7). въ 
то время, какъ ось винта описываетъ цилиндроидъ. Чрезъ каж- 
дую точку Г оси цилиндройида проходятъ двЪ винтовыя оси. 


Изъ нихъ одна соотвЪфтетвуеть углу $, другая— углу (90—59). 


*) Ва. ТЬе 4Веогу о# всгехмз. Эа. 1876, Гл. 1, 5 16. 
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Это свойство заставило Шелля”) назвать цилиндроилъ вЪер- 
НЫМЪ КОоНОиДоМЪ. 

ИП. Распредълеще центровз. Выше мы вид%ли, что центръ 
Оз винта, входящато въ группу, лежитъ на прямомъ цилиндр». 
основантемъ которато служить кругъ 0О,0., и на плоскости 
0,0.0.. образующей съ плоскоетью круга уголъ Ф. опредфляе- 
мый формулой 4): 


рр. 
Ур 


Но плоскость, наклонная къ основано цилиндра, перес- 
каетъ послфдюй по эллипцсу, малая 0сь котораго въ данномъ 
случаВ совпадаетъ съ прямою 0,0. Замфчая, что положен!я 
цилиндра и плоскости не зависятъ отъ угла 9. мы заключаемъ, 
что геометрическое мфсто центровъ винтовъ группы есть вышеупо- 
мянутый эллипсъ. 

Распредъме параметровг. Пля того, чтобы яенфе пред- 
ставить распредвлене параметровъ винтовъ группы, Баль“”) 
строитъ въ плоскости 2,у коническое сЪчеше. представляемое 


0 = 


‘уравненемъ : 


2:25 р./’=Н, 


гдз Нр— произвольная величина. 
Внося въ это уравнен!е величины: 


ф==06$4. у=рзтф. 
находимъ 


Н 
р. = 1659 --р,5п' = р, 





*) оеве!. ТЬеот1е 4ег Вемесиис 14 4ег КтаЙе. Ге’рее. 1880 года 
ТЦ. стр. 220. 
**) Ва. 10ос. ей. 6 20. 


< 
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въ силу формулы 4). Отсюда мы завлючаемъ, что параметръ 
какого-нибудь винта обратно — пропорц1оналенъ квадрату парал- 
лельнаго д1аметра коническато сЪченля. 

Наконецъ, что касается распредЪленя винтовыхЪ векто- 
ровъ., то о немъ распространяться нечего. Достаточно замЪтить, 
что векторъ всякаго винта цилиндроида есть геометрическая 
сумма координатъ винта. 


Вее вышеизложенное даетъ намъ слфдующую теорему”). 


Теорема ГТШ. Два винта (В,. р), (В,,р.), оси которыхъ 
перес%каются въ О подъ прямымъ угломъ, эквивалентны одному 
винту (А, 1). ось которато встрёчаетъ подъ прямымъ угломъ 
перпендикуляръ ОТ, возставленный въ О къ плоскости слагающихъ 
винтовъ. Ось равнодЪйствующаго винта образуетъ съ осью пер- 
ваго винта уголъ 9, для котораго 


т 
0 НЯ ) 


и отетоитъ отъ О на разетоямя ОТ. для котораго 
ОТ=(р!--р»)т9сз3. 


Длина вектора [А] и параметрь р равнодЪйствующаго 
винта опредзляется по формуламь: 


В = у-ва + 0., р=р,с3'9 рт 3 


Пентръ равнодЪйствующаго винта отстоитъ отъ перпенди- 
куляра ОТ на разетояни р, для котораго 


} о==0,:689 - р,8п9, 


*) Ср. ВаЦ. 106. её. $ 16. 
Бепе!1. 106. ©1$. етр. 217. 
Занчевскй. Теор!я винтовъ. Одесса, 1889 г. стр. 42—54. 
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ТВ 1.0, — разстояня отъ той же прямой центровъ слатающихъ 
винтовъ. Кромв того, проекшя первато центра на плоскость 
слатающихъ винтовъ, есть точка окружности, проходящей чрезъ 
центры послднихЪ и точку ихъ пересЪченля. 


Оси винтовъ, соотвЪтетвующихъ различнымъ значенямъ 


В 
дроби > суть производящ1я цилиндроида: 
1 \ 
2(=-Ну’)= (р — р.) 


а центры лежатъ на эллипсв, проходящемъ чрезъ центры 0,.0, 
слатающихъ винтовъ, причемъ прямая ОО, есть малая ось эл- 
липса, а плоскость послЗдняго образуетъ съ плоскостью сла- 
тающихъ винтовъ уголъ Ф, для котораго 


И 
Ур-е 


Возьмемъ на главныхъ винтахъ векторы [В,]., [В], [В\] 
к [6 [2 2. пимель 





и 


4) В, =В,-+ В, В, =В,- В.. 


Винтъ (А,р.) цилиндроида, имзюцщЙ свойми координа- 
тами величины Аг и А,. очевидно, эквивалентенъ совокупности 
двухъ винтовъ того-же цилиндройда (т.р) и (7,. р»). коорди- 
натами которыхъ служатъ величины В, и В, В, и В, 0001- 
вътетвенно. 

Если а, 3, 1— углы, образуемые осями этихъ винтовъ съ 
первымъ главнымъ винтомъ, то имють мЪфето слФдующля ра- 
венства : 


ВС о 


АРС. А — ВАС. 


176 Д. Н. ЗЕЙЛИГЕРЪ. 28 


Вноея эти значеня въ о). получимъ : 
Всза=т.с58-Н7.с81, Взпа=т, зп 8 т,8т], 
исключая изъ этихъ формулъ сначала 7,. а потомъ х,, найдемъ: 


В Г т. 
зп (1—8) 31(1—а) т(@а—В)’ 
что даетъ теорему”): 

Теорема [Х. Два винта цилиндроида эквивалентны тре- 
тьему винту того же цилиндроида, причемъ плоскость, прохо- 
дящая чрезъ директрису послЪдняго и равнодйствуюций винтъ, 
дЪлитъ двугранный уголъ, ребромъ котораго служитъ дирек- 
триса, а грани проходятъ чрезъ слагающ!е винты, на части, 
зп’ы которыхъ обратно пропорциональны векторамъ слатающихъ 





ВИНТОВЪ. 

На основани этой теоремы, умфя строить цилинлроидъ 
по двумъ винтамъ, на немъ лежащимъ, мы можемъ складывать 
два винта. Намъ остается, слздовательно, показать, какъ опре- 
дЪляется пилиндроидъ по двумъ какймъ нибудь его винтамъ. 

Пуеть /,/.=/ кратчайшее разстоян1е осей о,В данныхъ 
винтовъ, 0,.О,— центры, р, и р.-— параметры послфднихъ, 6— 
уголъ между ихъ осями. Если р, и р,— параметры главныхъ 
винтовъ, 9, и 9,— углы, образуемые прямыми о. В съ первымъ 
главнымъ винтомъ, О центръ цилиндройда, «..®, — центры 
главных винтовъ, то, полагая; 


ОТ. =, ОТ.=2, Ох=р, Ош. = 0, АО. =7, ПОВ 
получимъ слдующя равенства: 
р. = 1681-Е рзп? 9,1 = (1—1) пс 9, == рез роз 
1) ‹2:=168?9.-Ерьзт? 9,2. =(р1—рз)5п9 689, == 01689 рэ 


, —5. О 1—2=. 


*) ВаЦ. 10е. ©. $ 17. 
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изъ которыхъ нужно опредфлить величины: ри, р>. ба, >, 91, 9. 
И 21. 5. 


Эти уравнен1я даютъ”): 
= — = (1—1) (309.83, —519,с89,)=(р— р» )с3(3,- 9, )5пс 
а 2 ==(— р») (5703,38, -- 803,с39,) = (р,— р.) (8, + 3, сз 
ри — в == (1—1) (65°, — с523,) = — (р1—в,) зп (3,3, зто 
р-р = рН (р1— р.) (с9°8, + с) = р, 
+ (р:—2.)с$(3, + 3, со. 
Изъ этихъ формулъ получаемъ: 
р. рв= — 149 (8.4 3.) =—1/49(23.--<)= — (2-2. 496 
ра ра= ри ра йеов, № (р. — в)’ =(р,— 1,5, 


и наконецъ. 





с эх 1 1 
о 


$75 
рр =» рв—Лсою, «2. =(р8—р.)сою. 


Изъ этихъ формулъ легко получаются величины ри. р». 9. 
9,. 21. 2.. Зная 9, и3,, мы изъ формулъ 1) опредзлимъ вели- 
чины (1 И 6.. 

Разъ осй главныхъ винтовъ и центръ цилиндроида пос- 
троены. то геометрическое построене центровъ главныхъ вин- 
товъ сводится къ слёдующему: проектируемъ точки О; и О. на 
плоскость. перпендикулярную къ 7,7, въ О. Если проекши 


*) ЭсйеЙ. 106. ©. стр. 220. 


Т. ХТ Зап, Мат, Отд, 12 
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суть точки 0 и п. то кругъ, проходящ чрезъ 0, т и пм, 
ветрЪтитъ осй главныхъ винтовъ въ искомыхъ точкахъ. 

Итакъ 2 винта вполнз опредфФляютъ цилиндроидъ. Въ 
частномъ случаЪ, если эти винты параллельны, то. по теорем У, 
цилиндроидъ обращается въ плоскость, проходящую чрезъ оси 
данныхъ винтовъ. 

Пусть 0х, Оу, Оё— оби главныхЪъ винтовъ и 06ь цилин- 
дроида. р, и р.— главные параметры (ч. 4). Отложимъ на ося 
х ОА=р,, ОБ=р, п построимъ въ плоскости 202 кругъ., им ю- 
ш И д!аметромъ отрфзокъ АБ. Заставимъ плоскость построен- 
наго круга равномфрно вращаться вокругъ 02. Въ тоже время 
пусть нфкоторая точка © пробфгаетъ окружность АБ. начиная 
съ А, также равном$рно., но съ удвоенной угловой скоростью. 
Нетрудно показать. что точка х будетъ постоянно находиться 
на цилиндроидВ и. слЪдовательно, перпендикуляръ «Г. опущен- 
ный изъ нея на О. есть производящая цилиндроида. 

Действительно, если С—центръ круга. а— положен!е дви- 
жущейся точки въ то время. когда плоскость круга образуетъ 
съ Ох уголъ. равный 9. то 


УЗАба-ыд: 
Откуда 
ОТ=2==(Созпдд. 
Но 
Саба РЕ, 
слЪдовательно, 


2=(р.— р. }519с39, 


т. е.. по теорем \УПТ а есть производящая цилиндроийда. . 


Это поетроен!е цилиндроида было указано Ше\1з’омъ”). 
Благодаря ему. можно наглядно представить себЪ распредзле- 


*) Ге\1з. Оп Ше СШшаго14. Меззепсег о{ Ма. 1879. Уо1. [Х, р. 1. 
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$ 
н1@ параметровъ винтовъ цилиндроида. Въ вамомъ дЪлЪ. опус- 
тимъ перпендикуляръ ов на АБ. Тогда 


Те—О8=ОС-- Св тв а", ЕН 9—7, 39-Е р. зп29= 79. 


елздовательно, разотоян!е движущейся точки отъ оси цилин- 
дроида равно въ каждый моментъ параметру того винта, на 
оси котораго точка находится въ этотъ моментъ. 

ЗамВтимъ еще, что уголъ, образуемый винтомъ, проходя- 
щимъ чрезъ Т, съ Ох. равенъ АБа. 

Изъ построенмя 1е\1з’а вытекаютъ нФкоторыя свойства 
цилиндроида, изъ которыхъ для насъ важны лишь слЪ- 
дующя: 

Г. Два винта цилиндроида, параметры которыхъ равны) 
встрфчаютъ ось цилиндроида въ точкахъ. равно отстоящихъ отъ 
центра послЪдняго, и образуютъ одинаковые углы ©Ъ каждымъ 
ИЗЪ ГЛАВНыхЪ ВИНТОВ. 

Въ самомъ дЪлЪ, пусть я’ точка пройзводящаго круга. 
симметричная съ х относительно д1аметра АВ, Т’— основане 
перпендикуляра, опущеннаго изъ а’на ось цилиндроида (ч. 4). 
Очевидно. 

ие 12 — Ла. 


слфдовательно, винты цилиндроида, проходящ!е чрезъ Ги 7". 
иувютъ. по предыдущему, равные параметры. Углы, образуемые 
каждымЪ изъ этихъ винтовъ съ главнымъ винтомъ. лежащимъ 
на Ох. равны соотвФтственно Аба и АБа’, которые, очевидно. 
равны. С. А. 0. 

Олъдстие. Между винтами цилиндроида находятся два 
винта, параметры которыхъ равны нулю; они проходятъ чрезъ 
точки пересчен!я оси цилиндройида съ пройзводящимъ кругомъ 
послдняго. 
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Эти винты называются особыми. 

Такъ какъ прямая и кругъ перес$каются вЪ двухЪъ точ- 
кахЪ. которыя мотутъ въ частномъ случаЪ совпадать или быть 
мнймымй, то особые винты цилиндроида въ этомъ случаЪ также 
совпадаютъ или становятся мнимыми. 

П. Если два винта цилиндроида имЪютъ равные пара- 
метры, то винтъ цилиндроида, пересЪкающИИ одинъ изъ пер- 
выхЪ двухъ, перпендикуляренъ ко второму. Въ самомъ д%лъ, 
чрезъ точку 7 оси цилиндроида (ч. 4) проходятъ два винта, 
параметры которыхъ соотв$тетвенно равны То и Та. а углы 
съ тлавнымъ винтомъ, лежащимъ на Ох. будутъ, по предыду- 
щему. / Ара и / Аба. Равнымъ образомъ соотвЪтетвуюпий 
уголъ винта. ямзющаго параметръь 7’а’, есть / АВа’. Слздо- 
вательно, уголь между винтами параметра Та и Т’а’ равенъ 
аБа’. ЗамЪчая, что 


/ аа! = 90° 


й что четырехугольникъ Вала’ вписанъ въ кругъ. мы убфж- 
даемся въ справедливости предложения. 

Изложенное кинематическое образованте цилиндроида даетъ 
возможность построить послЪдюй по двумъ его винтамъ. Въ 
самомъ дзлЪ, пусть а, 3—0би данныхъ винтовъ, р„, р.—-ИхЪ 
параметры. Строимъ кратчайшее разстояне 7’/” прамыхъ чи В, 
что даетъ намъ ось цилиндроида. ЗатЪмъ въ плоскости, прохо- 
дящей чрезъ ТГ’. возставляемъ въ точкахъ Ги Т’ перпенди- 
куляры То и Та’ къ ТТ. причемъ 


Та=у.. То = в. 


Вругъ, проведенный въ той же плоскости чрезъ я и о’. 
такъ, чтобы дуга его. опирающаяся па ходу ая’. виВщала уголъ. 
равный углу между данными винтами, есть производящай кругъ 
цилиндроида. оная этотъ кругъ, мы легко доведемъ до копца 
построене послзднято. 


наи 34. ый ск дАа ба 


ЩАС: 
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Изложен1е другихъ свойствъ цилиндроида читатель найдетъ 
въ приложен къ настоящему выпуску. Эд%еь мы укажемъ 
лишь еще одно. 

Мы видЪлй, что два винта вполнз опредфляютъ цилин- 
дроидъ ий, слЪдовательно, группу винтовъ втораго порядка. 
Возьмемъ два винта равнаго параметра. 

Пусть О.В,, О.В, и р—ихъ векторы и параметръ (ч. 5). 
М®няя длины ихъ векторовъ и приводя ихъ каждый разъ къ 
одному винту, мы получимъ воз винты группы. Винты эти ле- 
жать на поверхности цилиндроида, которая, какъ мы видФли, 
третьято порядка. СлЪфдовательно, прямая 0,0, ветр®чаетъ ее, 
въ трехъ точкахъ, именно: въ 0,. О, и еще одной, положимъ, 
и. Насъ интересуеть свойство винта, проходящаго чрезъ в. 
Для простоты изолфдованя перонесемъ винтъ (О0,А,.р} въ 
точку 05. Проведемъ чрезъ 0, прямую МЛ. параллельную 
0.Е:, проектируемъ на нее точку О} въ ® и отложимъ по объ 
стороны ® равныя прямыя ®р, и ®б.. равныя по длинз век- 
тору О,А.. Введеме пары (®6,, ®б,) не измФнитъ системы 
(0, В. р) и (0,В., р), такъ какъ введенная пара эквивалентна 


_ нулю. СлЪдовательно, 


(0,В,.в)-+ (0, Вь.р)=(0, В, р) (О,Вь,р)- (в.в, 
Раскрывая правую Часть, получимъ: 
2) (0,В,, в) (О,Вр)=0,8 + ((@,)) НОВ] + (©.))+ 
-Н [Фо] [®6,]. 


тдВ ((С,)) и ((@,))—винтовыя пары. моменты которыхъ соот- 
вътетвенно равны: 


8) С, =рВ,, а.=рА,, 


причем А, и А,— длины винтовыхъ векторовъ. Векторы [О.Л | 
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и [в6.| составляютъ пару вращеня, моментъ которой 9 пер- 
пендикуляренъ къ плоскости «О,А,. а, слЗдовательно, и КЪ 
прямой 0,0.. Мы получимъ такимъ образомъ : 


1) (0, В .р)-+ (0, В. р)=((9) )+((@ ‚))-+ ((4.)) Нор - [О.В]. 


Сложимъ тенерь векторы [‹0,] и [О0,В,]. Эти векторы пере- 
сЪкаются въ 0,. Начало равнодЪйствующаго вектора должно 
лежать на окружности, проходящей чрезъ начала слатающихъ 
и чрезъ (0,. Такъ какъ начало вектора [О0,А,| совпадаетъ съ 
О.. то окружность. о которой идетъ рЪчь, очевидно, касается 
въ (0, прямой 0,А,. Такъ какъ эта окружность должна пройти 
чрезъ ®. то онь вполнЪ опредфлена. Длина и направлене 
равнодзйствующаго вектора одинаковы ©ъ длиной и направле- 
н1емъ геометрической суммы прямыхъ О,А, и «0. Такъ какъ 
равнодзйствующИй векторъ долженъ пройти чрезъ (,. то онъ 
также вполнф опредзленъ. Пусть онъ изображается прямой О.Аз. 
Пары вращеня ((С,)) и (((,)) дадутъ въ сумм пару ((@3)), 
моментъ которой (’з есть геометрическая сумма моментовъ С", 
и С,. Замфчая, что въ евилу В): 


НЕЕ 
В, р. =р. 


и, Бром того, направлешя С, и А,. Ц, и В, соотв тетвенно 
параллельны, мы заключаемъ. что 


Е 
В: 

п что направлешя С, й А, также параллельны. Но совокуп- 
ность вектора и пары вращеня съ параллельнымь моментомъ 
мы назвали винтоиъ. СОлфдовательно, вмЪсто 1) найдемъ:; 
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6) (0,А,.2) НЕ (0,В,р)==(ОзВз.р) + ((9)). 


Будемъ теперь имзнять векторы данныхъ винтовъ. Каждой парз 
значений А, и Д, будетъ отвЪчаль нфкоторый винтъ (О.А..р) 
и пара ((9)), совокупность которыхъ даетъ винтъ группы. Най- 
демъ между этими винтами т, которые вотрзчаютъ прямую 
().0.. Ихъ будетъ три. Два изъ нихъ совпадаютъ съ данными 
винтами и отвфчаютъ значеняхъ;: А, =0. А, =о. Для опредз- 
ления третьяго винта замЪтимъ, что, по теоремВ Т\, ось его а 
параллельна О.А. и плоскость (“.ОзА,) перпендикулярна къ 
илоскости (9.0,Вз). Такъ какъ искомый винтъ пересЪкаетея съ 
0,В,О. то плоскость (0,0,. ОзВз) должна быть перпендикулярна 
въ (9.0зАз). Но прямыя 0,0, и 9 перпендикулярны, слдова- 
тельно. по извЪетной теорем, прямая О,О, перпендикулярна 
къ О.А... 
Мы получили такимъ образомъ теорему: 


Теорема 1Х”). Прямая, пересвкающая два винта цилин- 
дроида съ равными параметрами, вотр$чаетъ подъ прямымъ 
угломъ трет!й винтъ цилиндроида. 


Если не ошибаюсь, здзсь впервые дано непосредственное 
доказательство этой теоремы. 


Теорема Х“"). Перпендикуляры, опущенные изъ какой 
нибудь точки А на пройзводяшия цилиндроида, лежатъ на ко- 
нусЪ втораго порядка. 

Доказательство. Проведемъ чрезъ А прямую АБ, парал- 
лельную оси цилиндроида (ч. 6), Эта прямая вотрзтитъ пилин- 
дроидъ лишь въ одной точкз В. Въ самомъ дЪлЪ, плоскость, 
проходящая чрезъ ось цилиндроида и точку А, содержитъ пря- 
мую А и лишь одинъ винтъ цилиндроида. Пусть ВГ-—винтъЪ 


& 
*) Вай. 106. ей. $ 94. 
**) Ва. 106. с. $ 25, 
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пилиндроида, проходящий чрезъ В, и В'Т' — другой винтъ тото- 
же параметра. Плоскость В7'Б" пересЗкаетъ пилиндроидъ по 
кривой третьяго порядка, которая распадается на прямую 7"Б' 
и конйческое сзчене В7Т'А'Б'. Послзднее есть эллипсъ, такъ 
какъ воз производяпйя цилиндроида, кромЁ 7'В’, наклонны къ 
сзкущей плоскости. Проведемъ прямую ВА’, встр чающую Т’В" 
въ (С, а эллинеъ въ А’. Проведенная прямая, пересЪкая два 
винта ©ъ одинаковыми параметрами, встрЪчаетъ подъ прямымъ 
угломъ винтъ Г’’А’ цилиндроида. проходящ И чрезъ А’. Прямая 
["” А’, перпендикулярная къ А'В и къ Т’Т, перпендикулярна 
къ плоскости АА’В, такъ какъ прямая ТГ'А’ и АВ, по пред- 
положен1ю, параллельны. Отсюда мы заключаемъ, что Т"Г и 
А'А взаимно перпендикулярны и, слЪдовательно, точки А” эл- 
липса суть основатя перпендикуляровъ, опущенныхъ изъ А на 
производяния цилиндроида. О. Е. Ш. | 

Этой теоремой мы закончимъ изелЪдован1я  наетоящей 
тлавы. 


ГЛАВА ТГУ. 


0 комплексахъ винтовъ цилиндроида. 


Мы видфли, (В. Г. гл. Х) что каждый винтъ устанавли- 
ваетъ 06060е соотвЪтств!е между геометрическими образами, 
Такъ, чрезъ каждую точку А проходить ось ел а и полярная 
плоскость а, перпендикулярная къ а; обратно, каждой плос- 
кости © соотвфтетвуетъ точка А, на ней лежащая, — полюсеъ 
плоскости я. Прямой Г) соотвфтетвуетъ сопряженная прямая А,— 
геометрическое мЪсто полюсовъ плоскостей, проходящихъ чрезъ 
О. Наконецъ существуютъ прямыя /). совпадающия съ А. Та- 
я двойныя прамыя собтавляютъ комплексъ лучей перваго 
порядка, 
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Предетавимъ себЪ теперь вс винты цилиндроида, обра- 
зующ1е, слздовательно., группу винтовъ втораго порядка. Лусть 
А— какая нибудь точка пространства. Каждому винту (,.р,), 
(2,.р.),.. труппы соотвЪтетвуетъ особая ось а,, а,... точки 
А и 060бая полярная плоскость и, а... послфдней. Такямъ 
образомъ каждая точка А есть вершина пучка осей а и плос- 
костей ©. Пусть теперь х —какая нибудь плоскость. Каждый 
винтъ группы опредЪляетъь на ней особый полюсъ А. КромЪ 
того, каждому винту соотвфтствуетъь особая прямая а, харак- 
теристика плоскости (В. Г, гл. Г), — геометрическое мЪето 
точекъ плоскости о, оси которыхъ лежатъ въ поел дней. Та- 
кимъ образомъ въ каждой плоскости лежитъ система полюсовъ 
А и прямыхъ а. Пусть Д--какая нибудь прямая. Каждому 
винту группы соотвЪтствуетъь особая прямая А,. А,,... вопря- 
женная съ 0). Наконецъ представимъ себ комилексы лучей, 
соотвфтетвующ!е отдфльнымъ винтамъ цилиндроида. Эти коми- 
лексы несовпадаютъ, но они могутъ пересЪкаться, т. е., имЪть 
обще лучи. Эти обще веЗмъ комплексамъ группы лучи состав- 
ляютъ такъ называемую конгруэнцтю. 

займемся теперь изелЪдованемъ везхъ указанных гео- 


_ метрическихъ образовъ, причемъ сначала разберемъ конгруэнц!ю. 


Теорема Х1. Комплексъ винта. параметръ котораго ра- 
венъ нулю, состоитъ изъ прямыхъ пересфкающихъь ось винта. 

Доказательство. Пусть [ОВ] — винтовой векторъ (ч. 6), 
Аб— какая нибудь точка. Опустимъ изъ 4 перпендикуляръ Де 
на ОЛ и перенесемъ винтовой векторъ въ точку ®. Тотда 
(В. Ь стр. 17). 


[ОВ] =] (ОВ, 0%). 


Теперь чрезъ А проведемъ параллель къ ОЛ и на этой 
параллели отложимъ отъ А два вектора [Аа| и [Ач], общая 
длина которыхъ равна длинЪ вектора [02]. Эти два вектора 
составляютъ нулевую пару растяжения, слздовательно ; 
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[ОВ] + (ОВ) [А] -Е [Аа 


Но векторы [0] и [Аа'] составляютъ пару вращеня, слф- 
довательно : 


ОВ=[ Аа] -|- ((юр»А))+ (ОВ.0%). 


Мы получили такимъ образомъ элементы приведенйя винта 
(ОА.0) съ нулевымъ параметромъ. МЛучъ комплекса, проходя- 
ЩИ чрезъ А, лежитъ въ полярной плоскости @а. т. е. въ плос- 
кости пары ((0.«А)). Но въ данномъ случаЪ эта плоскость 
проходитъ чрезъ ОЛ. сл довательно, теорема доказана. 

Друюе доказательство. Пусть а—какой нибудь лучъ 
комплекса нулеваго винта (ОВ,о), р— произвольная прямая, 
пересВкающая прямую а. Сопряженная съ /) прямая А также 
встр%чаетъ 4“). Кром того. прямыя /) и А суть натравлен1я 
двухъ векторовъ. совокупность которыхъ эквивалентна винту. 
въ данномъ случа. вектору [ОП] “”). Но нетрудно показать, 
что два вектора только тогда даютъ въ суммВ векторъ, а не 
винтъ конечнато параметра. если ихъ направления пересВкаются. 
Отсюда мы заключаемъ ^""), что прямая /),А и ОА лежать въ 
одной и той же плоскости и имфютъ общую точку. Но въ той же 
плоскости, очевидно, лежитъ и прямая а, слдовательно, она 
встрВчаетъ прямую ОД. С. Е. О. 

Теорема Х. Лучъ, обиай двумъ комплексамъ двучленной 
группы, принадлежитъ всзмъ комплексамъ послЪдней и. сл$до- 
вательно., есть лучъ конгруэнци. 

Доказательство. Пусть а—лучъ. принадлежаний комплек- 
самъ двухъ винтовъ (1..7. ), (А,-р.) группы. А—какая нибудь 
точка прямой а. Приведемъ винты къ точкВ А. Элементами 
приведеня каждаго изъ нихъ будутъ: (векторъ), геометрически 


*) В. [, теор. ХШ. 
**) П14. теор. ХШУ. 
"**) 04, теор. УП. 


ее онаениах 
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равный винтовому вектору, 2. пара вращен1я. моментъ которой 
9. по предположентю, перпендикуляренъ къ прямой а, и нако- 
нецъ 3. пара растяженя п”). СлЪдовательно, 


(В.Р, +1] (9, ))- т, (В... )=Ая] + ((9.)) т». 


откуда 


а) (В, р } я (Вр. = Ю,] го [В] а ((9:)) Е ((ч.)) -Р т + то. 


Булемъ теперь мЪнять длины винтовыхъ векторовъ. Замз- 
тимъ, прежде всего. что направленя прямыхъ 9, и 9, не из- 
мфнятся ^^). Пусть (В, р)—винтъ, эквивалентный совокупности 
винтовъ (А...) и (А,.р,). Винтъ (В.р) принадлежать дву- 
членной групи. опредзляемой двумя винтами (А..7,) и (В,-р.). 
Каждой парф значений А, и А, будетъ соотвзтетвовать отд®ль- 
ный винтъ (А.р) группы. Элементы приведен!я послфдняго къ 
точк$ Д получатся изъ сложеня соотвЪтствующихъ элементовъ 
приведеня порвыхъ двухъ. Въ частности, моментъ ((9)) вра- 
шен!я результирующаго винта есть теометрическая сумма момен- 


товъ 9. Ид,. Т. 6. 
9==9.-Ё 9». 


Отсюда мы заключаемъ, что прямая 0 параллельна плос- 
кости (91.9»). Но прамая а, перпендикулярная, по предположе- 
ню, къ 9, и 9, перпендикулярна также къ послЪдней плос- 
кости. Отсюда мы заключаемъ, что она перпендикулярна и къ 
9, т. е., она ееть лучъ комплекса винта (В.р). (Вып. № 
теор. ХХХГ`). (4. Е. р. 

Доказанная теорема приводитъ опредВленте лучей конгру- 
энщи къ отысканю общихъ лучей комплексовъ какихъ нибудь 
двухъ винтовъ группы. Но мы видЪли въ предыдущей главз, 


оВни. Гостру 61: 
**) Это прямо вытекаетъ изъ того. что уголъ (9.В) и плоекоесть (49.В) 
отъ этого не измвняются, Ср. В. Г, теор. ХХХ и Фор. В) стр. 68. 
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что между послдними вообще имфются два винта нулеваго 
параметра. названные нами особыми. Итакъ лучи конруэнили 
суть обийе лучи комплексовь особыхь винтовз. | 

По теорем8 Х. комплексъ каждаго особаго винта 60сто- 
итъ изъ прямыхъ. пересвкающихъ его ось. Отсюда вытекаетъ 
теорема: 


Теорема Х1. Лучи конгруэнщи суть прямыя, пересЪкаю- 
ш1я оси особыхъ винтовъ группы. 

Мы могли бы упростить доказательство этой теоремы. поль- 
зулсь свойствами особыхъ вйнтовъ. 

ЛД’ йствительно, особые винты. какъ каждая пара винтовъ 
Группы. вполнз опредЪляютъ послЪднюю. Каждый винть группы 
эквивалентенъ совокупности двухъ векторовъ, лежащихъ на 
осяхъ особыхъ винтовъ. СлЪдовательно. этй оси суть сопряжен- 
ныя поляры комплекса каждато винта. группы (В. Г, теор. ХЫУ). 
Но прямыя. пересЪкаюцщия дв сопряженныя поляры, суть лучи 
комплекса. Отсюда вытекаетъ. что прямыя, пересзкающия оси 
особыхь винтовЪъ, суть лучи контруэнии, такъ какъ онз при- 
надлежатъ комплексу лучей каждаго винта группы, 

Мы предпочли доказательство. данное раньше, такъ какъ 
имъ подтверждается, что конгруэнщя востоитъ эиолько изъ пря- 
мыхъ. пересзкающихь оси обобыхъ винтов?ъ. 


Въ силу указаннаго свойства обобыхъ винтовъ, оси ихъ 
называются директрисами конгруэнци. 4 луча контруэнщи 
вполнф ее опредЪляютъ. Въ самомъ дл». по четыремъ дан- 
нымъ лучамъ легко опредЪлить двз и только двз прамыхъ а, 
й а,, которыя вотрЪчаютъ вс 4 луча. Прямыя а, и а. суть 
директрисы конгруэнщи, которая, въ силу теоремы ХПИ, вполн® 
опредЗляется этими примыми. 


Самое поетроене прямыхъ 'а, и а, можно выполнить сл$- 
дующимъ образомъ. Три данныхъ луча конгруэнщи принимаемъ 
за производящля одного рода однополаго гиперболоида. Какъ 
поверхность втораго порядка, этотъ гиперболоидъ ветрфтитъ. 
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четвертый лучъ въ двухъ точкахъ о! и о›. Пройзводяня а и а. 
втораго рода. проходящ1я чрезъ послздеия, суть искомыя пря- 
мыя, такъ какъ онз пересЪкалютъ вов производящ1я перваго рода. 

Займемся теперь болЪе подробнымъ изучен1емъ распредз- 
ления въ пространств лучей конгруэнщи, причемъ предполо- 
жимъ. что директрисы послздней не лежлтъ въ одной плоскости. 


Теорема ХЛ. Чрезъ каждую точку А вообще проходитъ 
лишь одинъ лучъ конгруэнии. Въ частномъ случаЪ, если А 
лежитъ на одной изъ директрисъ, то лучи конгруэнши, прохо- 
дяш1е чрезъ А, образуютъ плосый пучекъ прямыхзъ. 

Первая часть теоремы вытекаеть изъ того. что чрезъ дан- 
ную точку можно вообще провести лишь одну прямую, перес»- 
кающую двЪ данныхъ прямыхъ, не лежащихъ ВЪ ОДНОЙ ПлОС- 
кости. Вторая часть теоремы очевидна. 

Пуеть О—какая нибудь прямая, которая не есть лучъ 
конгруэнци. Лучи послЪдней, проходящ1я чрезъ точки прямой 
О. должны. сверхъ тото, встрзтить 06% директрисы. СлЗдова- 
тельно, эти лучи опираются на три прямыхъ, что даеть намъ 
теорему : 

Теорема ХЛШ. Лучи конгруэнци, вотрЬчающе давную 
прямую 1), суть производян!я одного рода однополато гипер- 
болоида. Прямая Г) и 068 директрисы конгруэнши, суть про- 
изводяшая втораго рода. 

Теорема АПУ. Лучи конгруэнщи, встрчающе какой ни- 
будь винтъ двучленной труппы, лежатъ на гиперболическомъ 
параболондВ, направляющия прямыя котораго совпадаютъ съ 
директрисами конгруэнщи, & направляющая плоскость перпен> 
дикулярна къ оси винта. 

Доказательство. Пувть а— прямая, ветрчающая 06% ди- 
ректрисы и какой нибудь винить (А.0.) групиы. По предыду- 
щему. а есть лучъ конгруэнци. Но, по теорем$ УП преды- 
дущей главы, ось & винта ветрЬчаетъ прямую а подъ прямымъ 
угломъ; слЗдовательно, теорема доказана. 


и 


190 Д. Н. ЗЕЙЛИГЕРЪ. 49 


Теорема ХУ. Въ каждой плоскости а вообще лежитъ 
лить одинъ лучъ конгруэнщи. Въ частномъ случаф, ебли а 
проходитъ чрезъ одну изъ директрисъ, то лучи конгруэнщи. 
лежащ!е въ о, образуютъ плосюй пучекъ прямыхъ. 

Для доказательства первой части предложеня замЪтимъ. 
что лучъ конгруэнци, лежащ1й въ а, есть прямая, соединяю- 
щая точки ветрЪчи съ х директрисъ конгруэнщи. Вторая часть 
предложентя очевидна. 

Перейдемъ теперь къ изслЪдованю остальныхъ вопросовъ, 
намфченныхъ вЪ начал этой главы. 


Теорама ХУТГ. Оси точки А. соотв тетвующля различнымъ 
винтамъ группы, лежатъ въ одной плоскости а, перпендику- 
лярной къ лучу конгруэнии, проходящему чрезъ А. 

Это прямо слфдуетъ изъ опредЪленя луча конгруэнши и 
изъ теоремы ХПИ. 

Плоскость я я назову центральной плоскостью точки А, 
причемъ А въ свою очередь называется центромъ плоскости а. 


Теорема ХТП. Полярныя плоскости точки А вЪ различ- 
ныхЪ комплексахъ группы образуютъ пучокъ, осью котораго 
служить лучЪъ конгруэнщи, проходянИй чрезъ А. Эта теорема 
очевидна. 

Примъчате. Къ точкЪ А одной изъ директрисъ послзд- 
н1я дв теоремы не приложимы. Такая точка не имЗетъ цен- 
тральной плоскости, такъ какъ всз оси совпадаютт. Равнымъ 
образомъ, въ этомъ случа совнадаютъ въ одну ве полярныя 
плоскости точки А. 

Теорема ХТПИ. Каждая плоскость х служить центральной 
плоскостью одной своей точки А. Точка А есть пересВченте 
проэкцй директрисъ конгруэнщи на о. 

Доказательство. Въ самомъ дЪлЪ. для того. чтобы плос- 
кость а была центральной плоскостью какой нибудь своей точки 
А, необходимо и достаточно, чтобы лучъ конгруэнщи, проходя: 
ш1й чрезъ 4, былъ перпендикуляренъ къ а. Но этотъ лучъ 
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пересВкаетъь 00% директрисы, слЪфдовательно, онъ лежитъ въ 
обзихъ плоскостяхъ, проведенныхъ чрезъ директрисы перпен- 
дикулярно къ плоскости «, чЪмъ доказывается, какъ первая, 


такъ й вторая часть теоремы. 


По поводу этой теоремы можно сдфлать зам чан!е, анало- 
гичное предыдущему. 

Такъ какъ лучъ какого нибудь комплекса, лежаций въ 
плоскости я, проходить чрезъ полюбсъ плоскости. соотвфтетвую- 
ш1й винту, опредляющему комилекоъ. то мы получаемъ теорему: 


Теорема ХТП. Полювы плоскости а, соотвЪтетвующая. 
различнымъ винтамъ двучленной труппы, лежатъ на прямой 4. 
Прямая а есть лучъ конгруэнщи, лежащий въ а. 

Намъ извфетно. что точка А плоскости о, ось которой 
лежитъ въ послЪдней. есть точка характеристики. Зам чая, что 
воз оси центра А плоскости х лежатъ въ послздней, мы по- 
лучаемъ теорему: 

Теорема ХУ. Характеристики плоскости а, соотвЪт- 
ствующя различнымъ винтамъ двучленной группы, проходятъ 
чрезъ центръ плоскости ча. 

_—  Изъ доказанныхъ теоремъ вытекаетъ, что двучленная группа 


винтовъ устанавливаетъ слфдующее соотвзтстые между точками 


и плоскостями. Каждая точка А есть центръ нЪкоторой плос- 
кости а. проходящей чрезъ А. Лучъ конгруэнши, проходящий 
чрезъ А. перпендикуляренъ къ а. Обратно, каждая плоскость а 
есть центральная плоскость нЪкоторой своей точки А. Лучъ 
конгруэнши, перпепдикулярный къ плоскости а, ветрЪчасть пос- 
лВднюю въ 4. Въ а лежитъ пучокъ (а) характеристикъ, вер- 
шиной которой служить А. и радъ (5) полюсовъ на луч кон- 
труэнши, лежащемъ въ и. Между пучкомъ (а) и рядомъ (5) 
существуетъ зависимость. выражаемая слфдующей теоремой. 

Теорема ХТХ. Пучокъ характерястикъ и рядъ полюсовъ 
плоскости а проэктивны. 

Доказательство. Пусть А и Б—точки, въ которыхъ ди- 
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ректрясы а и 6 конгруэнщи ветрёчаютъ а, [4] и [6.| -— два 
вектора на директрисахъ (черт. 7). Переновимъ [0,] и [0] ВЪ 
точки А и ВБ. Тогда 


а) [2 Ед] (р, А1), р==[рь]- (62.62) *). 


Въ Аи В разложимъ векторы [р.| и [0в| на два вектора каж- 
дый. йзъ которыхъ одинъ перпендикулаяренъ къ о, а друтой ле- 
жить въ а. Вели [А] и [7], [7] и [7в|-— эти слагаюнуе век- 
торы. то 


В [Е -Н[”^], [Ев] -Н [ив] 
причемъ, если \ и и углы директрисъ съ нормалью къ я, то 
1) тА=рдсз\, ГАЕрАЗТА, Тв рьс8и, Тв=рьзт. 


Выражен1я а)`й В) дають: 


о ыы] [7] (>41) [”в]-Н[в]-Е (©»,В2). 


Совокупность пары раетяжен!я (р...41) и вектора [7^] эввива- 
лентна вектору [4%], лежащему на одной прямой съ [7] и 0т- 
личающемуся отъ послЪднаяго только началомъ. Точно также, 
вмЪето совокупности 7,- (р. В2). мы получимъ векторъ [08], 
лежащ1й на одной прямой съ [7], приченъ [08] и [тв] от- 
личаются только началами. Итакъ 


[рН [=] -Н [а [х„] [08 


и А, 


ТД 


Пусть О— точка встрфчи прямыхъ ао, 08. Совокупность век- 
торовъ [аа] и [03], лежащихъь въ плоскости а, эквивалентна 





*) Вып. Г, етр. 81. 
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вектору [т], лежащему въ той же плоскости, Векторъ [ие] 
проходить чрезъ О. начало его тж лежитъ на окружности, про- 
веденной чрезъ точки О, А, 5, причемъ 


зпадт 08 овятрь 


— _. = 
.—= 


пт аа рэп)’ 


въ силу 1) и 2)°). ДалЪе, совокупность параллельныхь век- 
торовъ [71|] и [7з| эквивалентна параллельному вектору р., на- 
чало котораго $ лежитъь на АБ, причемъ 


АБ Тв _ рвС8р 


*) ЗВ ес 





въ силу тЪхъ же формулъ“”). На обсноваши всего сказаннаго 
получаемъ: 


[о -Н [== [6,]. 


Но два вектора [0/] и [2] на директрисахъ эквивалентны нз- 
которому винту (Ар) двухчленной группы, олвдовательно : 


(В,р)=ици] [р 


ЗамЪ чая, что векторъ [ти] лежитъ въ плоскости о, & 
векторъ [о,] перпендикуляренъ къ послздней, мы заключаемъ 
что прямая ть есть характеристика, а точка о—полюсъ плое- 
кости © въ комплексов винта (Вр) “””). Будемъ теперь мЪнять 
длины векторовъ [о,] и [0]. Каждой парз значенй р, и р» 
будеть соотвЪтетвовать отдёльный винтъ (Ар) группы й от- 
дфльная совокупность прямой и» и точки ^ на плоскости о. 
Различныя прямыя 7» проходятъ чрезъ неизмфнную точку О— 
пересвчене проэкщй директрисъь на о, чВиъ снова доказы- 





*) Вып. Г, етр. 24. 
**) Пула, теор. \УШ. 
***) 151, стр. 101 и 91. 


Т. ХГ Зап, Мат, Отд, 13 
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вается ХГУ теорема, а точка © будетъ перемВщатьея по пря- 
уой АБ. что намъ также извзетно изъ предыдущаго. Формулы 
3) и 4), опредзляющйя положеня прямой ты и точки © 


7 
даютъ : 
зпаОт Аб р АБ 
зптОЬ ЗВ #0. В 


что доказываетъ теорему ^). 

Такъ какъ начало 7% вектора [77] при различныхъ р, ир» 
остается на неизмвнной окружности (40. то мы получаемъ 
теорему: 

Теорема ХХУТ![. Начала векторовъ характерйетикъ плос- 
кости а. соотвфтотвующихъь различнымъ винтамъ двучленной 
труппы. лежать на окружности. 

Разсмотримъ теперь, какъ расположены  прямыя АЕ 
сопряженныя съ данной прямой /) въ различныхъ комплеквахъ 
цвучленной группы. 

Теорема ХАТП. Прямыя А, сопряженныя въ данной пря- 
мой [) въ комплексахъ двучленной группы. суть производящ1я 
однополаго гиперболоида, построеннаго на прямой 1) и дирек- 
трисахъ конгруэнщи. 

Доказательство. Пусть О). а и 6 —данная прямая й ди- 
ректрисы, А — прямая. сопряженная съ /) въ комплекев винта 
(Вр) группы. Прямая 9, встр®чающая 0), а п 6, ебть лучъ 
контруэнщи и, значить, лучъ комплекса винта. (А.р). Но эта 
прямая должна ветр$тить А **). СлЪдовательно. теорема доказана 

Примпчане. Очевидно, производянйя гиперболоида вто- 
раго рода суть лучи конгруэнщи, ветр®чающие прямую 0). 

Воф теоремы. доказанныя вЪ этой главЪ. кромВ послЪдней, 
имзють мфсто въ современной теорли векторовъ. Новыми я ечи- 
таю теоремы ХУШ, ХХУ и ХХ\[. 


*) Ср. Ярошенко. Проэктивная геометрая, $ 111—113. 
**) Вып. Г, теор. ХЫ. 


о дас 
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ГЛАВА \1. 
Группа винтовъ третьаго порядка. 


Возьмемъ три винта (21.7). (2..2) и (Вз.0з). изъ ко- 
торыхъ каждый не входить въ двучленную группу, опредзляе- 
мую двумя другими. Эти винты назовемъ основными. Совокуп- 
ность йхъ эквивалентна одному винту (А.р). Мзная длины 
`А,, В, й А. винтовыхъ векторовъ, мы заставииъ винтъ (Вр) 
перемфщаться въ пространствз. Различные винты (А.р). полу- 
чаемые такимъ образомъ, составляютъ группу винтовъ третьяго 
порядка. изслздовантемъ которой мы теперь и займемся. 

Пусть 01, &› Й 9, п, т, и т. — моменты сежатя въ О 
основныхъ винтовъ. ЗамЪчая, что 


За < # 
=Т.==1.==0°). 


мы заключаемъ, что сжате въ точкВ (0 результирующато 
винта (А.Р) также равно нулю. что даетъ намъ теорему: 
Георема ХХУШ. Центральныя плоскости винтовъ группы 
третьяго порядка проходятъ чрезъ одну и ту-же точку. 
Разсмотримъ теперь поближе механизмъ сложеня трехъ 
ВИНТОВЪ. 

Совокупность винтовъ (А, 1) й (1,2) эквивалентна 
винту (рю), лежащему на цилиндроидЪ, опред$ляемомъ первыми 
двумя. Этотъ цилиндройдъ условимся обозначать чрезъ (р1.р>). 
Винть (2.2), эквивалентный совокупности основныхъ винтовъ, 
лежитъ, очевидно, на цилиндроидВ (т1.рз). Будемъ теперь м3- 
нять только длину вектора [А.|. Тотда винтъ (Д.р) опишетъ 
цилиндроидъ (т!.7з), причемъ центръ винта опишетъь нзкоторый. 
эллинсъ а, проходяниЙ чрезъ начала винтовъ (рп) и (А..0з). Еели 
теперь будемъ м3Знять длины ДА: ий А,. то винтъ (рп) будетъ 


*) Вып: Е, стр. 63. 
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перем$щаться по цилитдройду (171,7). причем центръ ето 
опишетъ нЪ»который эллипеъ В. Цилиндроидъ (тпьз) будетъ 
также перемфщаться виЪетз съ эллипсомъ я. Мы видимъ. что 
винты (А.Р) группы третьяго порядка не лежать на опред?- 
ленной поверхности, а образуютъ семейство цилйндроидовъ. 
Центры винтовъ лежатъ на поверхности, произведенной движе- 
н1емъ перемЪннаго эллипса я, встрёчающато опредзленную 
точку — центръ винта (А.,{з) и опредзленный эллииеъ В. Эта 
поверхность, которую я назову чентроидомг. очевидно. замк- 
нутая. 

Прежде чзиъ перейти къ вопросу о распредзлени вин- 
товъ (А, р) въ пространств, докажемъ слфдующую теорему: 

Теорема ХХГХ. Совокупность двухъ винтовъ (А„р,) и 
(Аьрз), параметры которыхъ одинаковы, а 06и и и В переез- 
каются въ точкВ (0, эквивалентна винту (А.р,) того-же пара- 
метра, причемъ ось 1 результирующаго винта лежитъ въ плос- 
кости (а.1) и проходить чрезъ 0. 

Доказательство. По опредзлентю. 


(Вир. ==. -+((С)), (Въ. ]-+((@.)), 


причемъ моменты С, и С, винтовыхъ паръ опредфляются по 
формуламъ: 


(4 =рА'. д.=р8В". или 1) т р 
СлЗдовательн^, 
®) (П.р.)-+(Вь, вв) = -Е[Вь Е ((@1))-+ (6). 


Такъ какъ прямыя а й В. на которыхъ лежатъ векторы 
[А.] и [А,], пересЪкаются, то эти векторы можно сложить въ 
одинъ [Р]”). Векторъ [2] опредЪлится слВдующимъ образомъ. 


*) Вып. Г, стр. 24, 


Ви $ 
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Переневемъ векторы [В] и [А,] по ихъ прямымъ въ О, а здЪсь 
построимъ на нихъ параллелограмъ од’оВ”’. ЗатЪмъ перене- 
семъ векторъ [00] вЪ точку «®, въ которой прямая 1, содержа- 
щая векторъ [06], вторично встрёчаетъ окружность, проведенную 
чрезъ точки О, а и. Итакъ 


2) [В ]-НВЕЕь]. 


Винтовыя пары (((“)) и ((С5)) складываются по правилу 


- параллелограмма. Пусть ((9))—пара, эквивалентная изъ сово- 


купности. Замфчая, что стороны первато и втораго параллело- 
трамиа параллельны, по опредфлен!ю, и пропорцлональны, по 
предположеню, мы заключаемъ, что моменть 9 параллеленъ 
[6»]| и пропорщоналенъ длин его р, т. е., 


Сл довательно, 
(В. ра)-+(Вь рв)=рь]- (9) )==(фь, р), 


по опредфленю. ЧП Г. 


Оиъдстве. Совокупность какого-утодно числа винтовъ 
одинаковаго параметра, оси которыхъ пересзкаются въ точЕз 
О, эквивалентна одному винту того-же параметра, проходящему 
чрезъ (. 

Для тото, чтобы убЪдитьея въ справедливости этого пред- 
ложен!я, поступаемъ слЪдующимъ образомъ. Сначала складыва- 
емъ два изъ данныхъ винтовъ общатго параметра р. Шо только 
что доказанной теоремЪ, получимъ винтъ параметра р, прохо- 
дяшИЙ чрезъ О. ЗатЪиъ этотъ винтъ складываемъ съ третьимъ 
изъ данныхъ винтовъ. Полученный новый винтъ тоже имЗетъ 
параметрь р и проходить чрезъ О. Продолжая точно также, 
пока не переберемъ всЪхъ данныхъ винтовъ, мы, очевидно, по- 
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лучимъ въ конц концовъ результируюний, винтъ, параметръ 
котораго одинаковъ съ параметрами слатающихь винтовъ, & 
ось проходитъ чрезъ О. С. Е. Г. 

Теперь мы можемъ вернуться къ прерванному изелздова- 
но распредВленя винтовъ (А,р) групиы третьяго порядка. 
Сгруппируемъ для этого винты (А.р) по ихъ параметрамъ. 
Прежде всего, замЪтимъ., что винтовъ даннаго параметра р 
безчисленное множество. Въ самомъ дЪлЪ, ва каждомъ цилин- 
дроидВ (п,.р.) (см. выше) лежать два такйхъ винта, & цилин- 
дроидовъ (т,.0.) безчиеленное множество. 

РаспредЪлен1е въ простраяствЪ винтовъ равнаго пара- 
метра указывается слЗдующей теоремой: 

Теорема ХХХ. Винты группы третьяго порядка, имЪю- 
щ1е равные параметры. суть производящие одного рода однопо- 
лаго гиперболоида. 

Доказательство. Пусть (0»„.4„). (6,.93) и (0..4/)—три 
винта параметра 4, д— прямая, пересвкающая въ а. а, и а; 
ови и, Ви | винтовъ. Переневемъ послздн!е на прямыя ао’, 
а’ и а\', проходяня чрезъ точку а прямой д и соотвФтетвенно 
параллельныя осямъ о, Ви 1. Если т’, п', з—проэвщи на 
проведенныя прямыя центровъ 1%. ® и $, то, по теорем8 УП. 


а) („49а )=( б/-9=*) -- (отли), (6»-Чв }(6».Ч +) -- 
+ (рытиу)), (9/4), 4») (6, .88')). 


Группа втораго порядка, построенная на двухъ изъ вин- 
товъ (04). (0..48}. (6”.9), не содержитъ въ себЪ третьяго 
винта, такъ какъ въ такой трупп существуютъь лишь два 
винта равнаго параметра. Отсюда мы заключаенъ, что винтъ, 
эквивалентный совокупности (о„-0,). (2',98) и (6..9), есть винтъ 
труппы третьяго порядка. Обозначая этотъ результирующий винтъ 
чрезъ (А,р), получимъ, въ еилу а): 


В) (Пер), 4-Е (рыь4в (ра, НЯ)" (9), 








ы св 





обр выч РАЗД = 


* 
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дв 0, д’ ид’ — моменты ((р.пит’)), (отт) и (0. ,8’)), т.е. 
7) 9==от”, д’=р’лми, 9’"=р”.89'. 


Но три винта второй части 8) имВютъ равные параметры 
й проходятъ чрезь одну и ту же точку а. СлЪдовательно, но 
только что доказанной теоремЪ, совокупность ихъ эквивалентна 
одному винту (7,9) тото же параметра, объ |» котораго прохо- 
дитъ чрезъ @. Итакъ 


5) (Вр)=Е(.а,)-Е((9))-+((9"))-+ (9). 


Мы привелл такимъ образомъ винть (Ар) труппы къ 
винту (7.42) параметра 4 п тремъ паражъ вращеня. Замфтимъ, 
что моменты послЪднихъ перпендикулярны къ 0 и, слЪдова- 
тельно лежатъ въ одной плоскости. Будемъ теперь мВнять длины 
о, о’ир”. Каждой систем® значен этихъ величинъ будетъ 
отвЪчать отдфльный винтъ (А.2) группы — съ одной стороны, 
совокупность винта (7.9,) и паръ ((9’)). ((9”’)) и ((9””))—съ 
другой. Такъ какъ прямыя 9’, д’ и 9’ соотвётетвенно пер- 


пендикулярны къ плоскоетямъ (а,0„), (4,0,) и (а,0,„), то при 


_ измвнеши величинъ р, о’и р’ эти прямыя не примфнятъ сво- 


ето направленя. Кром того, онЪ лежатъ въ одной плоскости, 
& между ихъ длинами, какъ это видно изъ формулъ 1), нзтъ нй- 
какой зависимости. Отсюда мы заключаемъ, что всегда можно 
такъ подобрать величины р, о’ Ир’, чтобы геометрическая 
сумма ихъ равналась. Но тогда и 


(9-Е (я) (я) 0°), 


слВдовательно. при такомъ выборВ величинъ о, р’ и р” 


(В.р)ЕЕ(Г.4»), 





*) Вып. Г, етр. 34, 
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причемъ напомнимъ. что ось м проходитъ чрезъ точку а. Мы 
доказали такимъ образомъ. что чрезъ всякую точку а прямой 9. 
пересвкающую три винта одного и того же параметра 49. про- 
ходитъ винтъ того же параметра. Итакъ поверхность, пройзво- 
дящими которой служатъ оси винта одинаковаго параметра. 
обладаетъ тЪмъ свойствомъ, что прямая. пересзкающая три ея 
производящуя, пересзкаетъ вс остальныя. Но такая поверх- 
ность есть однополый тгиперболоидъ; слЪдовательно, теорема 
доказана. | 

Слльдстве. Винты нулеваго параметра суть производящля 
одного рода однополато гиперболоида. 

Производящ1я вторато рода послЪдняго гиперболоида пере- 
озкаютъ, по извзотной теоремЪ, воз производяшля перваго рода. 
т. е., вов винты нулеваго параметра. На основаи теоремы 
ХУШ предыдущей главы мы заключаемъ: 

Теорема ХХХ1. Общае лучи вехъ комплексовъ группы 
третьяго порядка суть производянля одного рода однополаго 
гиперболоида. причемъ производящими второго рода поелздняго 
служатъ оси винтовъ нулевато параметра. 

Пусть 2а. 26 — длины вещественный осей, 2с — длина 
унимой оси гиперболоида винтовъ нулеваго параметра, О — 
центръ поверхности. (05, Оу. О2—направлен1я осей ея. Урав- 
нен1е гиперболоида будетъ: 


у? 52 


12 
0 эта" 


Ось < вотр$8чаетъ поверхность въ двухъ точкахъ Аи В 
(черт. 10), причемъ 


2) ОА=ОВ. 


Пусть АА’ и ВВ’ — оси винтовъ нулевато параметра, 
проходящ1я чрезъ А и В. Такъ какъ эти оеи суть производя- 


а 


в Кг а --. 


ОР ИН 


| 
| 
| 
| 
| 
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шия одн®то рода, то прямая Ох перпендикулярна къ АД’ и ВВ’, 
причемъ эти прямыя лежатъ съ разныхъ бторонъ плоскости 22. 
образуя съ послЪдней по углу а, опредФляемому формулой 


а 
Ч 


Построймъ двучленную группу, особыми винтами которой 
были бы винты нулеваго параметра, лежаше на АЛ’ и БВ". 
Точка О. находясь посрединз кратчайшато разстоянйя осей 06о- 
быхъ винтовъ, есть центръ труппы; слЪдовательно. плоскость 
92 есть главная плоскость послЪдней, а вел детв1е формулы 3) 
оси Оу и О2р— суть оси главныхъ винтовъ группы. Обозначая 
параметры главныхъ винтовъ чрезъ р. п рз. получимъ: 


0= р. с33а- рузт?а 
4) 


а=(р.— 1 ) зпасва. 
Изъ уравнемя 3) вытекаетъ: 


С | 


К Иеы. ИИ : 


слЪдовательно, уравнен1я 4) примутъ видъ: 


о= с. 0?р.. а(-с*)=(р.— р, )бс. 


Изъ этихъ уравненй получаемъ : 


аб ас 
а) р. = С „о з=— Ь 
Цуеть теперь С и РД — точки ветрзчи съ поверхностью 


оби 0у. Чрезъ эти точки также проходятъ производяшя одного 
рода СС’и О’, на которыхъ лежать винты нулеваго пара- 
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метра. Принимая посл®дн1е за особые винты двучленной труппы, 
какъ и выше. найдемъ. что главные винты поелвдней лежатъ 
на осяхъ д и 2. ЗамЪ чая. что 


а 
4(СС' 2) =9(Р’, г) ==. > 


и обозначая параметры тлавныхъ винтовъ чрезъ р, и р., най- 
демъ. какъ й выше: 


ад 6 
В) р. = Пе ив? 


Формулы «) и В) даютъ: 


рэ рз=— а”, рзра=6*, р. В, =--”. 


Внося эти значентя въ уравнене 1) гиперболойда. полу- 
ЧИМЪ : 
2 2 2 = 
ра” -Ерьу 32 Е рр =. 


Изъ этого анализа вытекаетъ слЗлующая теорема: 


Теорема ХХХ”). Между винтами групны третьяго по- 
рядка существуютъ три винта, оси которыхъ, пересЪкаясь въ 
одной точкз 0, взаимно-перпендикулярны. 

Эти винты называются ценмиральными винтами группы, а 
точка О — центральной точкой послЪдней. Каждый изъ централь- 
ныхъ винтовъ, очевидно. не входитъ въ двучленную группу, 
опредзляемую двумя другими; слФдовательно. мы можемъ при- 
нять центральные винты за основные и на нихъ построить 
группу. 

Пусть р. р.. Рз— параметры центральныхь винтовъ, А,, 


А., Аз—ихъ векторы а. 6, с—координаты ихъ центровъ, при-. 


*) Ва1. 106. с©1%. стр. 121. 


фед в 


|4 
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нимая за оби координатъ оси центральныхъ винтовЪъ. Если А, 
а, В, 1. №, в, >, п — прямоугольныя координаты винта (А, р) 
труппы. то должны имфть мзето слфдующия уравненйя. (Глава 
П., етр. 17—19). 


Ва=В. В8=В, В|{=А., Вт=Ва- ВП. 
ро. Пь— А... ВУ— 
В) арт =1. 
Изъ нихъ вытекаетъ: 
1) и и=7В, У=рз1, п=аа-- 0-41. 


Пусть 2, У, 2 — коорцинаты центра винта (А.р). Внеся 
полученныя значен1я въ формулы В) указанной главы, найдемъ: 


а(аа-- 8-Е су)—я= (р. Рз)В1 
2) { Ваа-Е 08-е) —у=(— р т 
т(а«- 08-е) —2==(р, — 58. 





Исключая между этими уравнеюмями величины о, В, 1. 
_ связанныя зависимостью 8), получимъ уравненя центроида 
_ труппы. Это исключен!е легко произвести въ двухъ случаяхъ: 
_ 1. ебли ==] и 2. евли а=б=с=0. Въ первомъ слу- 
ча, намъ нетрудно убФдиться центроидомъ служитъ поверх- 
ность шара; во второмъ —получаемъ : 


= 7 ь, 





® 





* 


№: 
Г 
| 


у. г: = А 


—#=В (р: —1з). у =1а(рз —р1)—2=ав (р — 2), 


ров 





| откуда посл небольшихъ передвлокъ ; 


И - 
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Бон лаы еле реиа бб а. > 
2 (1—2) (8—1) °’ У (рр) 


=? — ый Е 
2 (р—рз)(рз— 1) 
Внеся эти значеня въ В), найдемъ: 
у (р— р -- 27 рз— р (и 
ЧЕзу(ри— р») (р ь) (р-н) =0. 


Это уравнен!е центроида въ разематриваемомъ случаз. 
Если р— параметръ винта группы, то по формуламъ А) той 
же главы: 


рава -НВыи-Е у = 10? 1-Е, 


въ силу формулъ 1). 


Проведемъ чрезъ начало координатъ прямую, параллель- 
ную оси винта группы и отложимъ на проведенной прямой, по 
обЪ стороны отъ начала координатъ отр$зокъ 7, опред$ляемый 
формулой: 

= г 





Концы М этихъ отр8зковъ лежатъ на поверхности, урав- 


ненте которой есть результатъ исключеня величинъ р. 7, ©, Ви 1. 


йзъ послВднихъ двухъ формулъ и слфдующихъ: 
д==то, У=тВ, 2==171. 
Это уравнене иметъ слвдующ видъ: 
Н=ры-+ ру? 157, 


что даетъ намъ теорему: 


> ие 
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Теорема ХХХПЛ. Параметръ какого нибудь винта группы 
третьяго порядка обратно пропорщоналенъ квадрату параллель- 


о наго даметра нЪкотораго гиперболоида ”). 





ЕП пни», напичкан сии 
ч я 


Найдемъ уравненя оби (а, В, 1) винта (А.р). Такъ какъ 
эта ось проходить чрезъ центръ (2, у, 2) винта и образуетъ 
съ осами координатъ углы, сз’ы которыхъ вуть м, В, 1, то ие- 
комыя уравненя будутъ: 





что можно написать слздующимъ образомъ: 
1У—ВЯ =1у—В2=\— ар, 
ай—1Х=а—1а=в— р, 
3Х—аУ=35—ву=у— р, 


въ силу формулъ 5) второй главы. Внося, вм№сто /, №, у, ихъ 
значения 1), получимъ: 


ай—В(р.—р)—1Х=0, 
«(р 7 и 87—17 =0 5 
«7—ВХ-ЕТ(рз —Р)=0. 


Найдемъ теперь геометрическое м%сто вйнтовъ равнаго 
параметра. Для этого нужно исключить между тремя послзд- 
ними уравненями а, 3. 7. Замфчая, что эти величины не мо- 
тутъ быть одновременно нулями въ силу В), мы заключаемъ, 
что результатомъ исключеня будетъ опредвлитель: 


*) Ва|. 10е. с. стр. 128. 
Р]аекег. Меце Сбеоте4т1е 4ез Каишез, стр. 130. 
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р. —Р, 2. —9 
ме “в у А Ис. 
У. —4%. Р.--р 


ИЛИ 


(и—р)?-Е (р — р)? (рз— р)? (и —в)(»—в)(аз—в=. 


Мы получили уравнене однополаго гиперболоида. что и 
слждовало ожидать. Полатая въ этомъ уравнени; р==о, най- 
демъ выведенное раньше уравнен1е гиперболоида винтовъ нуле- 
вато параметра. 


Мы видимъ, что типерболоидъ винтовъ равнаго параметра 


р зависйтъ только отъ р. Если 1, у, 2-—координаты какой-ни- 
будь точки, то гиперболоидъ, проходяний чрезъ эту точку. и 
общай параметръ винтовъ, на немъ лежащихъ, опредзлятся изъ 
послЪдняго уравненя. рЪшая его относительно р. Такъ какъ 
оно третьей степени, то мы получаемъ теорему: 

Теорема ХХХГ,. Чрезъ каждую точку пространства про- 
ходатъ вообще три винта группы третьято порядка. 

Намъ извфетны теперь общая свойства группы третьяго 
порядка. ДальнЪйшее изелЪ доване поел дней, а также центроида 
въ общемъ случаЪ здЪфеь опускается въ виду крайней слож- 
ности результатовъ. 


Г.А. 


Группа винтовъ четвертаго порядка. 


Пусть (А..р,). (В. р,), (Вз.0з) и (А,. р.) — четыре дан- 
ныхЪ винта, изъ которыхъ каждый не входить въ группу третьяго 
порядка, опредзляемую тремя остальными, (А.р)—винтЪ, экви- 
валентный совокупности воЪхъ четырехъ винтовъ. Будемъ мф- 





др дис зв! ий фа: ЕР Маас 


хо оиденйны в Зы бо чиьяьдьки 


Корь 


@ чьи, 





Быль ныть чыиинирча инет 
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нать длины А,, А, В, п В, винтовыхъ векторовъ. Каждая 
система значен этихъ величинъ даетъ отдзльный винтъ (А.р)-: 
Совокупность всзхъ винтовъ (А.р), получаемыхь такимъ обра- 
зомъ. составляеть группу винтовъ четвертато порядка. Винты 
(В, 21). (В, 25), (4,3) и (Вьр.) суть основные винты 
группы. 

Теорема ХХХТ. Общ лучъ комплекеовъ четырехъ ос- 
новныхъ винтовъ принадлежитъ комплексам воЪхЪ винтовъ 
группы. 

Доказательство, Для какого-пибудь винта (А.р) группы 
имфемъ, по опредЪлентю: 


%) (Ар)=(А, р) На (А... а. (2. 03) ЧЕ (Ара). 


Пусть а— общий лучъ комплексовъ воЪзхъ основныхъ вин- 
товъ. Приведемъ каждый изъ послЪднихъ къ какой нибудь 
точкЪ А прямой а. Элементами приведенля какого-нибудь 
винта (А.р;), будутъ: 1. вевторъ [А], 4. пара вращеня 
((9))) и 3. пара растяжешя т,”). Итакъ 


(Вр =] (9) т, 
Внося это значен1е въ <), получимъ: 


(Вр), --Х((9.))- ть 


гдз указателю $ слвдуетъ придавать значеня 1. 2, 3, 4. 0(0- 
вокупность векторовъ [А’], пизющихъ общее начало, эквива- 
лентна одному вектору [А,] съ твмъ же началомъ. Точно также 
совокупности паръ ((9,)) и т, эквивалентны пар ((9)) ит 


соотвЪтетвенно. Итакъ 


(Вр), -Н(9))-т. . 


——_—_—_—_—_ 





*) Вып. Г, етр. 61. 
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Мы получили такимъ образомъ элементы приведеня къ 
точкВ А винта (А.р) группы. Замфчая, что вс елатающуе 
момента 9, по предположеню. перпендикулярны къ прямой а. 
уы заключаемъ, что и 9 перпендикуляръ къ послЪдней; т. е., 
а—есть лучъ комплекса винта (А.р)“). 4. Е. О. 


Представимъ себЪ группу третьяго порядка @:›з, опредв-_ 


ляемую тремя основными винтами (А...) (В, р.) и (А... ). 
Пуеть (рук)—винтъ этой группы. По опредзлентю, 


(ре) (А, ‚р, ) + (В..р») + (Вр). 


Сложимъ теперь винты (р) и (А,.р,). Результирующй 
винтъ (А.р), очевидно, входить въ группу четвертато порядка, 
опредзляемую четырьмя основными винтами. Винтъ (А.р) ле- 
житъ на цилиндроид® (п,р,). Но на этомъ цилиндроидВ ле- 
жатъ два винта параметра р. Отсюда мы заключаемъ, что каж- 
дому винту группы а:›з соотвЪтетвуютъ два винта параметра 22. 
входящ1е въ группу четвертато порядка; слФдовательно. такихъ 
винтовъ безчисленное множество. Раземотримъ винты группы 
нулеваго параметра. 


Пусть а, 60, си 4—оси четырехъ такихъ винтовъ. Пря- 
мыя а, 6. си 4 — должны удовлетворять тому уеловю. чтобы 
однополый гиперболоидъ. построенный на трехъ изъ нихтъ, какъ 
производящихъ одного рода, не проходилъ чрезъ четвертую. 
Въ противномъ случаЪ. взятые винты входили-бы. въ силу тео- 
ремы ХХ. въ одну и туже груипу третьяго порядка. Но че- 
тыре прямыхъ вообще допускаютъ дв$ общихъ сЪкущихъ. Важ- 
дая изъ этихъ сЪкущихъ есть лучъ каждаго изъ четырехъ взя- 
тыхъ винтовъ (Теор. ХТУ). Отеюда. на основани только что 
доказанной теоремы, заключаемъ : 


*) Выц. Г, теор. ХХХУ. 





24. 
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Теорема ХХХУТ"). Комплексы вефхъ винтовъ группы чет- 
вертаго порядка имЪютъ два общихъ луча. 

‚ Примьчанме. Въ частномъ случаз эти обще лучи совпа- 
даютъ или становятся мнимыми. Во всемъ послфдующемъ мы 
будемъ считать ихъ вещественными. 

Пусть х и В обще лучи, №» — 06ь какого-нибудь винта 
(Вр) труппы, х и’ — кратчайшИя разстоямя прямой № отъ 
аиВ, А и Б— углы (1.5) и (1.3). Прямая р удовлетворяетъ 
условтямъ : 


А) т9А=р, "19В= р"). 


Но, если мы примемъ прямыя а и В за оби винтовъ па- 
раметра р. то первому изъ условй А) удовлетворить каждый 
лучъ комплекеа перваго винта, второму — лучъ комплекса вто- 
раго винта. Слдовательно. прямая |^. удовлетворяющая каж- 
дому изъ условй А), есть общйЙ лучъ комплекеовъ винтовъ, 
лежащихъ на а и 3. что даетъ намъ теорему: 

Теорема ХХХИИ”""). Оси винтовъ равнаго параметра со- 
ставляютъ конгруэнцю и, слВдовательно. пересЪкаютъ двЪ пря- 


МЫяЯ ЛИНИИ. 


Директрисами конгруэнши винтовъ группы параметра р 
будуть 0бобые винты цилиндроида. построеннаго на общихъ 
лучахъ а и В, принимаемыхъ за оси двухъ винтовъ параметра р. 
Этотъ цилиндройдъ, по теорем Х, обладаетъь слЗдующими 
свойствами. Пентръ его О дзлитъ пополамъ прамую, по кото- 
рой измЪряется кратчайшее разстояне АА’ прямыхъ аи В. 
Предетавимъ себЪ двЪ двугранный уголъ, сторонами котораго 
служатъ плоскости (АА'. а) и (АА',В). ДвЪ взаинно-перпен- 
дикулярныхь плоскости, проходящихъ чрезъ АД’, изъ которыхъ 


*) Занчевек!й. Теор!я винтовъ 1889 г. стр. 68. 
**) Вып. 1, теор. ХПУ. 
_***) Занчевекй, 106. ©16. стр. 70. 
Ва. 1ое. ев. $ 181. 


Т. ХГ Зап. Мат. Отд, . 14 
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одна дзлитъ пополамъ этотъ двугранный уголъ, перес$кутся еъ 
плоскостью. перпендикулярной къ АЛ’ въ О, по осямъ главныхъ 
винтовъ цилиндроида. Наконецъ, если р, и р, — параметры. по- 
слёднихъ, 2А— длина прямой АА’. 2«— уголъ общихъ лучей, 
то 

В) р=р,ис5?а-рьзп?а; а=(р,— р, )5пасва. 


Указанное построен1е и вторая изъ формулъ В) показы- 
ваютъ, что цилиндроидъ, о которомъ идетъ рЪчь, незавиеитъ 
отъ величины параметра р. Сл довательно, онъ совпадаетъ съ 
цилиндроидомъ, построеннымъ на лучахъ х и В, кавъ на 000- 
быхъ винтахъ. Обозначимъ первый цилиндроидъ чрезъ (,. по- 
слвдн чрезъ С.. Они отличаются только распредЪленемъ 
параметровъ. Съ особыми винтами цилиндроида С,— директри- 
сами конгруэнши винтовъ параметра р— очевидно, совпадаютъ 
ови винтовъ равнаго параметра цилиндроида С.. Сопоставляя 
этоть результатъ съ предыдущей теоремой, мы получаемъ: 

Теорема ХХХТП!"). Ови винтовъ равнаго параметра р 
вотр%чаютъ винты равнаго параметра цилиндроида, построен- 
наго на общихъ лучахъ, какъ на особыхъ вйнтахъ. 

Этотъ цилиндроидъ называется цилиндроидомъ диревтрисъ. 

Прежде, чВмъ перейти къ приложен1ямъ этой теоремы, 
укажу на связь между параметромъ р винтовъ конгруэнши и 
общимъ параметромъ р’ винтовъ цилиндроида (%. 0осй которыхъ 
служатъ директрисами конгруэнии. 

Пусть р, ир,. р. и р›—боотвтетвующие параметры глав- 
ныхъ винтовъ цилиндроидовъ С, и (5. Формулы В) даютъ: 


р=р--ва, ра, 


р. =р— аси. рь== — со, 
откуда 
С) в=р-рь =. 


*) Ва|. 10е. ей. 











каз < 
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Винты группы параметра р встрЬчаютъ особые винты ци- 
линдроида С, уголъ которыхъ съ первымъ главнымЪъ винтомъ, 
опредзляется по формулЪ: 


0) о=р,с29- р.п?) =р- 1139 рт? 


въ силу формулъ С). Каждый изъ этихъ винтовъ совпадаеть 
съ винтомъ параметра р’ цилиндроида (С.. причемъ 


р’ = 1с39-- р,5т 23. 
слвдовательно, формула [)) прячемъ елВдующй видъ: 


=р- р’, 
ЧчВмъ доказывается слздующая теорема: 


Теорема ХХХИХ"”). 0Оеи винтовъ параметра р цилин- 
дроида директрисъ суть директрисы конгруэнци винтовъ пара- 
метра— р. 

Перейдемъ теперь къ приложенямъ предыдущей теоремы. 

Пусть А — какая-нибудь точка. Прямая @. проходящая 


чрезь А, и встрчающая два винта равнаго параметра цилин- 


дроида директрисъ, есть, по предыдущему, ось винта труппы. 
Но эта прямая должна вотрзтить трети винтъ цилиндроида 
подъ прямымъ угломъ (Теор. [Х.). СлЪдовательно, осй винтовъ 
группы, проходящихъ чрезъ А, получатся, отпуская перненди- 
дикуляры изъ А на всЪ производящ1я цилиндроида директриеъ. 
Отсюда, на основан1и теоремы Х, заключаемъ : 

Теорема ХГ””). Оси винтовъ группы, проходящихъ чрезъ 
точку А, суть производящая конуса вторато порядка. 

Пусть ЁЕ— какая-нибудь прямая. Найдемъ винты группы, 
параллельные /[. Каждый винтъ группы пересЗкаетъ. какъ мы 





*) ВаЦ. 10е. сц. 
“*) Ва|. 106. е16. 
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только что видЪли, одинъ винтъ 9 цилиндроида директрисъ 
подъ прямымъ угломъ. Такъ какъ искомые винты параллельны 
Г. то 09 перпендикулярно къ /.. Нетрудно показать, что между 
винтами цилиндроида существуетъь лишь одинъ такой винтъ 0. 
если прямая [, не параллельна директрисв цилиндроида. Ис- 
комые винты. очевидно, образуютъ пучокъ параллельныхъ пря- 
мыхЪ въ плоскости, проходящей чрезъ 09 параллельно /.. 


Пусть теперь ^— плоскость, проходящая чрезъ 1.. На ое- 
нован!и только что сказаннаго въ ^ есть лишь одинЪ винтъ. 
параллельный прямой /. Въ каждой плоскости ^ лежитъ 0ез- 
численное множество винтовъ группы. 


Теорема ХЁ1“) Оси винтовъ группы. лежащая въ плос- 
кости /, обертываютъ параболу. 


Доказательство. Пусть [— какая-нибудь точка плоскости ^. 
Точка Г есть вершина конуса винтовъ группы. Такъ какъ этотъ 
конусъ втораго порядка. то лишь дв его производящихъ ле- 
жать въ ^. Итакъ чрезъ каждую точку [ плоскости проходятъ 
дв касательныхъ къ искомой обертк®. Отсюда мы заключаемъ 
что эта обертка есть коническое сЪчене. Пусть Г — прямая 
плоскости /^. Въ посльдней. какъ мы только что видЪли, ле- 
Житъ лишь одинъ винтЪ, параллельный прямой Г. СлЪдова- 
тельно, коническое сЪчене имфетъ лишь одну касбательную. 
параллельную данной прямой. Но этимъ свойствомъ обладаетъ 
лишь парабола. Ч. Е. Г. 

Этимъ мы закончимъ изслздован!е труппы четвертато по- 
рядка. Замфтимъ что изложенный злЪсь способъ изелдованя 
не имзетъ ничего общаго съ методами Баля и Занчевекато. 





*) ВаЦ. 10е. ей. 6 133. 
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СЛАВА УЕ 
Группа винтозъ пятаго порядка. 


Пуеть (А‚.р,)... (А;.05) — пять основныхъ винтовъ, изъ 
которыхъ каждый не входитъ въ групиу четвертато порядка, 
опредзляемую четырьмя остальными. Винты (А.р), эквивалент- 
ные совокупности пяти оеновныхъ винтовъ при различныхъ ©ис- 
темахъ значенй длинъ А,...А,. боставляютъ группу пятаго 
порядка. 

ИзелЪлован1ю послздней мы предпошлемъ слдующую о0б- 
щую теорему: 

Теорема ХИЛТ. Если мы будемъ мЪнять длины винто- 


выхъ векторовъ и основныхъ винтовъ (А,.7,)....(А,.0,„) такъ, 
те р’ / 

. 1 р) п 

чтобы отношен1я эл эээ 


п 


были равны. то въ винтз 


(А,р). эквивалентномъ совокупности всЪхЪ основныхъ винтовъ, 
будетъ мФнятьея только векторъ; параметръ его, ось и центръ 
останутся тЪже. 

Доказательство. Для случая двухъ винтовъ эта теорема 
очевидна. Въ самомъ дЪлЪВ, пусть 


(Вр)А, в, )-+(Аь-р,) и (р )Е(В.р,) + (Вь.в»). 


Для того, чтобы найти (А.р)., построимъ цилиндройдъ 
(р..р.). Плоскость я, проходящая чрезъ кратчайшее разстоя- 
не риф’ осей винтовъ (А,.р,) и (В..р.) и образующая съ 
каждой изъ этихъ осей углы м и В, для которыхъ 


па ПЦ. 


1) 18 В, у 


пересвчеть цилиндроидъ по оси винта (А, р), а внолнз олредз- 
ленный эллинсъ, положен1е котораго не зависить отъ длинъ век- 
торовъ данныхъ винтовъ, въ центрв винта (А,р). Раввымъ 


образомъ, плоскость а’, также проходящая чрезъ пит’ и обра- 
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зующая съ осями винтовъ (№. р) и (2,.р») углы “и 1, 
для которыхъ 


паре 


2) 378’ В ) 


опредлитъ. какъ и первая, 0сь, параметръ и центръь винта 
(А’.р’). Но, по предположен1ю, 


В! _ Л, 
В, В, 


Отсюда и изъ 1) и 23) вытекаетъ, что плоскости д и а' 
совпадаютъ, а, слВдовательно, вивты (Ар) и (А'.р’) совпа- 
даютъ. 4. И. 1. 


ЗамЪтимъ, что длина А есть геометрическая сумма длинъ 
ВП п А,. Если длины слагающихъ теометрической суммы уве- 
личиваются въ одномъ и томъ же отношений. то, очевидно, въ 
томъ же отношенши увеличится длина йхъ суммы. т. е.. 


в ий 
в В В. 


Обобщен1е теоремы на случай любаго числа винтовъ не 
предетавляетъ никакого затрудненля. 


Перейдемъ теперь къ изслВдованию группы пятаго порядка. 
причемъ для краткости условимся обозначать чрезъ (1. 2. 3, 4) 
труппу четвертато порядка, построенную на винтахъ (А,.р,)... 


(Ву, р). 

_  Раземотримъ дв группы (1, 2. 3, 4) и (2. $3, 4, 5). 
Пусть С; и 0,— соотв тствующие каждой изъ нихъ цилиндроиды 
директрисъ. На циландроидв (С, возьмемъ директриеы о, и [1 
конгруэнц!и винтовъ параметра р труппы (1. 2, 3, 4). на 0, — 


? 


директрисы о, и В, конгруэнши винтовъ того же параметра, | 


но входящихъь въ группу (2. 3, 4. 5). ПШрямыя а и 6, прохо- 


> 
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дяпия чрезъ какую-нибудь точку Ри встр чающтя соотвфтетвен- 
но: первая—прямыя о, и В:, вторая — а, и В», будуть осями 
винтов (А’,р.) и (В",1») параметра р. Изъ нихъ и 
входить въ (1,2. 3. 4). второй — въ (2, 3, 4, 5). СлЪдова- 
тельно: | 


(Вр. ЕСА, Ра) ИЕ (В.Р) >в (Вз-рз) р (А-а ), 
(Ё’ "р )=(Вьр») д (Вз-р: ) я (В. ра) ЕК (В, „Рь). 








Отсюда вытекаетъ: 
(В р.)-Е СВ" в, ЕЕСВьт)-+ (В, Вр) (В+ Пр) + 
++ (В. В р) (Вьр.). 


| Полагая для краткости 
В В’=В” ВВ, =А,, В. В.= Ву. 
получимъ окончательно : | 
“) (В. р.)-+(В" р) = в) + р) + (в) 
(Ви, в (В р). 


Винтъ (В,р,), эквивалентный совокупности винтовъ (А...) 
| и (1’.рь), входить въ группу пятаго порядка, какъ показы- 
| ваетъ полученная формула. Но винты (А’,р,) и (А”, 7») пм®- 
| ютъ равные параметры и проходятъ чрезъ Р. Сл%довательно, 
| винтъ (В.р.) имВетъ тотъ же параметрь р, лежить въ плос- 
| кости (а.0) п также проходить чрезъ Р. Пентръ винта (А р.) 
лежитъ на окружности, проходящей чрезъ Р и центры винтовъ 
(В',р.) и (В". 1»). (Ср. доказательство теоремы ХГУ). Углы 
хи В оби а съ а и 0 опредвляются по формул; 








- ИИ. 
х ЗФ 
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па В" 


В) $7 Ц 


Будемъ теперь иЪфнять А’, А, А.. А.. А, съ одной сто- 
роны и А, В), № и В, съ друтой — такъ, чтобы отношен1я 
прежнихъ длинъ къ новымъ были одинаковы, причемъ общая 
величина первыхъ равнялась бы К, вторыхъ —й'. Тогда, въ вилу 
предыдущей теоремы, въ винтахъ (А’.р,) и (В. р») будуть 
мЪнятьея только длины ихъ векторовъ. Слёдовательно. ось винта 
(А,р.) останется въ плоскости (а,6) и будетъ по прежнему 
проходить чрезъ Р. Центръ его останется на вышеупомянутой 
окружности. а параметръь его будетъ по прежнему равенъ р. 
Для угловъ а’и В’ оси результирующаго винта съ аи ф 6у- 
демъ имЪть: 


ря 
Й р 


если р’и р’—новыя значеюя длинъ векторовъ А’ и ДА”. Но 
выше мы видФли. что 


р ==КВ. о. 
благодаря чему, изъ формулъ о) и В) находимъ: 


та’ _ № па 
т’ 5тВ . 


т. е. новое положен!е оси а результирующато винта отлично 
отъ прежняго. МЪняя значешя #’и №, мы заставинъ а вра- 
щаться въ плоскости (4.0) вокругъ точки Р. 

Все вышесказанное даетъ намъ теорему: 

Теорема ХИ”). Винты группы пятаго порядка, про- 


") беей. Твеоте 4ег Веуебиие ип 4ег Ктаце. Т. И, стр. 930. 
Занчевскй, 106. ©11, стр. 75, | 


аа 
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ходяше чрезъ одну и ту же точку Р и имВюще одинаковый 
параметръ р. лежать въ одной и той же плоскости п. Центры 
винтовъ лежать на окружности, проходящей чрезъ. Р. 

Предетавимъ себ® группы (1, 2, 3, 4) (2, 3,4, 5)...., 
_ построенныя на четверыхъ изъ данныхъ 5 винтовъ. Число та- 
кихъ трупиъ равно 5-*:3-2 = 5 Пусть Сы С. бу — ИХЪ 
цилиндроиды директрисъ. Возьмемъ на С....С, пары произво- 
дящихъ а. В,...9,. % — ИзЪ которыхъ каждая образуетъ ди- 
ректрисы винтовъ параметра р, входящих въ соотвЪтетвующую 
труппу четвертаго порядка. Пять прямыхЪъ, выходящихъ изъ 
какой-нибудь точки Р и пересВкающихъ пары (а,.В,). (аз, Вь) 
соотвЪтственно, лежатъ въ одной плоскости, по предыдущей 
теоремз. 

Это — извзстная теорема Сильвестра”), только представ- 
ленная въ н%зеколько иной форм, чмъ у автора. 

Пусть теперь =-- какая-нибудь плоскость, А, и Б,. А. и Б, 
— точки пересфченя съ п директрисъ о, и В, а, и В,. Пря- 
мыя 4,В, и А.Б, суть, по предыдущему, оси двухъ винтовъ 
параметра р, входящихъь — первый въ группу (1, 2, 3, 4), 
второй—въ группу (2, 3, 4, 5). Пуеть Р—точка ветр$чи пря- 
мыхъ А, В, и 4,0,. Винты равнаго параметра р, лежащие на 
пересзкающихея осяхъ А.Б, и 4.Б,. эквивалентны одному 
винту (В.р) того же параметра, лежащему въ т и проходя- 
щему чрезъ Р. ПЦентръ винта (Вр) лежитъ на окружности, 
проходящей чрезъ Ри начала первыхъ двухъ винтовъ. Винтъ 
(8.2), очевидно, ест винтъ группы 5-го порядка. Будемъ мз- 
нять длины обновныхъ векторовъ такъ. чтобы въ каждой изъ 
группъ (В,. В,. В.. В,) и (В,. А. В,, В,) отношенте преж- 
нИхЪ ДЛИНЪ КЪ НОВЫМЪ оставалось постояннымъ. ‘Тогда, въ 
силу теоремы ХГ, у винтовъ, лежащихъ на 4,Б, и 4.Б,. 
будутъ м8няться только векторы. Эквивалентный йхъ совокуп- 


*) Зу1уезег. Сошрёез геп@аез, 1861. Т. 52, стр. 743. 
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ности, винтъ (Ар) труппы 5-го порядка, булетъ вращаться 
вокругъ Р въ т, не м$няя своего параметра. При этомъ на- 
чало его опишетъ вышеупомянутую окружность. 

Все вышесказанное даетъ теорему: 

Теорема ХГЛТ”). Винты группы пятато порядка, лежа- 
ще въ одной и той же плоскости п и имзюще одинаковые 
параметры. проходятъ чрезъ одну и ту же точку Р. Центры 
винтовъ лежатъ на окружности, проходящей чрезъ Р. 

Теоремы ХЫШ и ХШУ доказываютъ, чЧ10 06% вин- 
т0в5 параметра р образуютз линейный комплексь перваю 
порядка. Плоскость п есть полярная плоскость точки Ри 06- 
ратно: Р—полюсъ плоскости м. 

Найдемъ ось комплекса винтовъ параметра р. Изъ построе- 
нНя полярной плоскости х по данному полюсу Р и обратно 
вытекаетъ, что производяния 9,. В, й @.. В, цилиндроидовъ 
С и С, вуть сопряженныя поляры комплекса ^”). Ось комплекса 
есть общий перпендикуляръ къ прямымъ а, и а, по которымъ 
измвряются кратчайпия разстоятя поляръ а. В, Й 4. В» 600т- 
вЪтетвенно. Но прямыя о, и В, вотрёчаютъь подъ праямымъ 
угломъ директрису цилиндроида С.. елфдовательно, 6ъ этой 
послвдней прямой совпадаетъ а,. Точно также прямая а, ©0в- 
падаетъ съ директрисой цилиндропда С,. Отеюда, на основа- 
нши вышесказаннато. заключаемъ : 

Теорема ХГУ *"*). Оси везхъ комплексовъ. лучами кото- 
рыхъ служатъ оси винтовъ различных параметровъ р. совиа- 
даютъ съ прямой. по которой измЗряется кратчайшее разстоя- 
н1е директрисъ цилиндроидовъ Си (.. 

Эту общую ось я назову центральной прямой группы 5-го 
порядка. 


*) эеве!1. 106. ©14. стр. 231. 
Занчевский, 106. ©. стр. 75. 
Ва Вст 
***) Занчевевкй, 106. её. 75. Авторомъ доказана лишь первая часть 
теоремы. 
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Оиъдстве Т. Директрисы возхъ цилиндроидовъ С. соот- 
вЪтетвующихъ совокупности ($. К. [- т) изъ четырехъ винтовъ 
группы 5-го порядка ветрфчаютъ подъ прямымъ угломъ одну и 
ту же прямую. именно: центральную прямую группы. 

Сльдстве 1”). Плоскости п вянтовъ равнаго параметра. 
проходящихъ чрезъ точку Р. проходятъ чрезъ перпендикуляръ, 
опущенный изъ Р на центральную прямую. 

Въ самомъ длЪ. каждая плоскость п точки Р проходить 
чрезъ этотъ перпендикуляръ. 


Слъдстве ПП“). Геометрическое м®сто вершинъ Р пуч- 
ковъ винтовъ равнаго параметра, лежащихъ въ плоскости т. 
есть прямая р. перпендикулярная къ центральной прямой 
группы. 

Въ самомъ дВлЪ. всякая точка Р лежитъ на прямой р. 


Олъдстве Ш. Всякая прямая [ есть ось нзкоторато винта 
труппы. 

ЛБйствительно, всегда можно такъ подобрать параметръь Р 
винта, лежащаго на центральной прямой, чтобы прямая [ была 
лучемъ этого винта. Юсли т и х — кратчайшее разетояне и 


‘уголь между Г и центральной прямой группы. то 


Р= а. 


Изъ предыдущаго вытекаетъ. что комплексу винтовъ дан- 
наго параметра р соотвЪтетвуетъ винтЪ параметра Р. лежащий 
на центральной прямой. Найдемъ зависимость между р и Р. 

Пусть С,—цилиндроидъ директриеъ группы (1, 2. 3, 4), 
о. Ви. 9, И В, —0оси особыхъ винтовъ послЪфдняго и двухъ вин- 
товъ параметра р’. Еели р,. р.— параметры главныхъ винтовъ 
цилиндроида, 24, й 24', 2%, и 29’ — кратчайш!я разетояня 


*) Эевей. 106. ©. ЗанчевекйЙ. 106. ©1%, стр. 79. 
в) 5606] 106. 6, 
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прямыхъ паръ 9. В, иа,, В,. равно какъ углы между прямыми 
каждой пары. то должны имфть мЪето слдующия уравневя 


0—= 163% 8. ф==(р:— р») Поос8 о ; 
1) 
р’ == риса" розтра', 4' = (р —р>)5па с30,. 
Отсюда вытекаетъ: 
м. 
втбзю  8П9’680’ 





2) р1=49%. р= — бою; 3) — 





0 
— (1—8 п?а' ). 
57.9068 


4) р'= 


Такъ выражаются параметры главныхъ винтовъ цилин- 
дроида й любого винта послздняго по кратчайтему растоянию 
24, и углу 2% особыхъ винтовъ. 

Прямыя % и В, суть, по ипредндущему, сопряженныя поляры 
комплекса винтовЪ нулеваго параметра. Пусть А, — параметръ 
соотвтетвующато винта на центральной прямой. Этотъ винтъ, 
слздовательно, лежитъ на построенномъ цилиндрод$. такъ какъ 
только винты послфдняго имЪютЪ в и Во сопряженными поля- 
рами. Если «—уголъ между центральной прямой и первымъ 
изъ главныхъ винтовъ цилиндройда. то 


о ($1 — сзта" ) = 
$7006$0% 


5) Р=р,с8?а- р»ьзп?а = 


(12 —8т?а,). 
810“ ка, 

Точно также прямыя я, и В, суть сопряженныя поляры 
винтовъ параметра— р’. Построимъ цилиндроидъ на а, и 3, 
какъ на 06обыхъ винтахъ. ели р,, р, —главные параметры 
послЪдняго. то, на основаши предыдущаго. 


=. рь=— асов. 


7 


т о С3а (5п?а’ — т? $), 


| 
| 











ана анньнйьнинию 
... 
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въ силу 3). ЗдЪь р и х — параметръ и уголь 6ъ главнымъ 
винтомъ какого-нибудь винта новато цилиндроида. Но централь- 
ная прямая, по предыдущему, должна лежать на поелЪднемъ. 
Слздовательно. если Р’—параметръь соотвтствующаго винта 
центральной прямой, то 


о ру 2 
Л: (т? — та). 
5106804) 


Формулы 4). 5) и 6) даютъ: 
Р=Р'- р. 


Это—искомое соотношен1е. Мы получили такимъ образомъ 
теорему: 

[Теорема ХГУ1”). Сумма параметровъ винта на централь- 
ной прямой и винта комплекса, опредЗляемаго первымъ. есть 
величина постоянная, равная параметру винта на центральной 
прямой, опредзляющато комплексъ винтовъ нулевато параметра. 

Изелдоватемъ группы 5-го порядка мы заканчиваемъ 
настоящй выпускъ нашего труда. СлФдующ выпускъ имфетъ 


своимъ предметомъ приложене изслЪдованной нами теория 


векторовъ къ механикЪ подобно-измВняемой системы точекъ. 


Одесса 187.90 Г. 


Примьчаняе. По недосмотру нсвЪрно отиЪчены номера теоремъ, начи- 
ная съ 34 и до 44 стр. включительно. На этихъ же 10 страницахъ неисправ- 
лены ссылки на первый выпускъ. 


*) Занчевекй. 106. ©1%. стр. 74. 
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Протоколы 


засфданМ математическаго отдфленя Новороссйскаго Общества 
Естествоиспытателей за 1889 годъ. 


3-ю марта 1889 1004. 


Въ засФдаи подъ предоЪдательствомъ г. Умова при- 
сутетвовали члены: тг. Слешинскй, Клоссовеюй, Тимченко, 
Фотъ. Май, Габбе. 

1. Г. Слетинек1И сдЪлалъ сообщен1е,—«0О коффункщяхъ», 

2. Г. Русьянъ сдфлалъ сообщене статьи Госзвскато «О 
вЪзроятности случайныхь отибокъ» съ распространенемъ пр1ема 
автора на случай произвольнато числа отибокт. 


17-ю марта 1889 ода. 


Въ засздани подъ предсздательствомъ г. Умова при- 
сутствовали члены: гг. Занчевск, Слешинсый. 'Тимченко. 
Милятицкй, Май, Габбе, Клоссовекй. 

_1. Г. Занчевеый сдвлалъ, сообщен1е — «Объ условяхъ ве. 
щественности корней вЪковаго уравнен1я». 

2. Г. Слешинск едлалъ н%еколько зам чаю по поводу 
учебника теорий вЪроятностей Бертрана. 


п ПРОТОКОЛЫ ЗАСВДАНИЙ. 


3. Предездателемъ математическаго отдзлен1я единогласно 
избранъ г. Шведовъ. 


28-ю марта 1889 зода. 


Подъ предсЪдательствомъ 9. Н. Шведова присутствовали 
члены: г. Умовъ, Милятицюй, Пиммерманъ. 

1. Н.А. Умовъ сдЪлалъ сообщеше. — ‹Термопотенщалъ 
соляныхъЪ растворовъ». 

2. Г. Циммерманъ сдфлалъ сообщече, — «ЁКъ вопросу о 
приложени непрерывныхъ дробей къ рфшеню дифференщаль- 
ныхЪ уравненй». 


5-ю мая 1889 да. 


Въ засВлани подъ предедательствомъ 0. Н. Шведова 
присутствовали члены: тг. Слешинсый., Милятицюй, Габбе, 
Занчевскй, Тимченко, Гохманъ, Клоссовекй. 

И. В. СлешинсюйЙ сдЪлалъ сообщен1е. — «О сходимости 
непрерывныхъ дробей». 


6-10 октября 1859 юда. 


Въ засВдави подъ предсздательствомъ 09. Н. Шведова 
присутствовали члены: гг. Умовъ, Преображенскй, Занчевекй, 
Каминскй, Тиученко. Зейлигеръ, Де-Метцъ, Фотъ, Слешинеклй. 
Клоссовевй, Старковъ, Милятицюй, Габбе. 

Профессоръ 0. Н. Шведовъ сдЗлалъ сообщение, —«Меха- 
низмъ внутренняго треня». 


ПРОТОКОЛЫ ЗАСЬДАНИЙ. ПТ 


20-ю октября 1889 чюда. 


Въ засЪздани подъ предсфдательствомъ 9. Н. Шведова 
присутствовали члены: тг. Умовъ, Цаминсый, Кононовичъ 
Зейлигеръ. Слешинсюй, Тимченко, Фотъ, Гохманъ, Габбе. Зан 
чевскЙ. Клоссовскй, Де-Метцъ. Лигинъ, Старковъ. 

1. В. В. Преображенсвй сдФлалъ сообщене, — «Опредзле- 
н1е давлен1я изъ уравнеюшй движен1я». 

9 И. В. (лешинсый сдфлалъ сообщенте. — « ОпредЪлене 
особыхъ точекъ функши по ея элементу». 


17-30 ноября 1889 1ода. 


Въ засЪдани подъ предсфдательствомъ Н. А. Умова при- 
сутствовали члены: тг. Тимченко, Занчевсй, Преображенскй, 
Гохманъ. Каминскй, Завадсюй, Де-Метцъ, Починсвй, зейли- 
теръ, Габбе. 

1. Г. Г. Де-Метцъ сообщилъ.— ‹Объ обытахъ Кундта от- 
носительно коеффищентовъ преломлен1я въ металлахъ». 

2. П.Н. Зейлитеръ едЪлалъ сообщеше,—«Обобщен1е тео- 
ри векторовъ». 

3. В. В. Преображенскй сдфлалъ сообщене, — ‹ Теорети- 
ческй выводъ формулы Герича». 


Протоколы 


засъданй математическаго отдфленя Новороссйскаго Общества 
Естествоиспытателей за 1890 годъ. 


9-ю марта 1590 чюда. 


Въ засфдами подъ предсЪдательствомъ 9. Н. Шведова 
присутствовали ‘члены: тг. Слетинсый, Занчевеюя, ИвЪтино- 
вичъ. Тимченко, Гохманъ, Де-Метцъ. Умовъ, Кононовичъ. Ли- 
тинъ. Габбе, Милятицей, Май, Рудзый, ЕКлоссовскй. 

1. Н.А. Умовъ сдЪлалъ сообщене.—«О соотношен1и между 
электрическими и термическими процесвами въ гальваническихъ 
элементахъ ›. 

2. М. П. Рудзмй сдЪлалъ сообщенте. —‹ДвЪ задачи изъ 
теорти теплоты». 


12-ю октября 1890 зода. 


Въ засфдами подъ предсЪдательствомъ 9. Н. Шведова 
присутствовали члены: тг. Занчевеюкй, Илоссовемй, Умовъ, 
Преображенскй, Гохманъ, Тимченко, Де-Метцъ, Милятицей, 
Рудзюй. Габбе. 


ПРОТОКОЛЫ ЗАСЪДАНИЙ. уе 


1. Г-нъ Попруженко сдзлалъ сообщен1я,—«Объ опред ле- 
ни наклонен1я матнитной стрзлки при помощи йнклинатора» и 
«Опредзлене наклоненя стрзлки по колебанямъ ея». 

2. И.М. Занчевеый едЪлалъ сообщене.—<Объ импульсахъ. 
вызывающихъ вращен1я». | 


9-0 ноября 1890 юда. 


Въ засЪзлани подъ предездательствомъ 9. Н. Шведова 
присутствовали членн: тг. Слешинскй, Занчевекй, Преобра- 
женскй, Де-Метцъ, Рудзюмй, Тимченко, Умовъ, Милятицюй, 
'Фотъ, Май. Габбе. 

Въ засфданши сдЪлали сообщенмя: 1) Г. Г. Де-Метцъ 
‹О сжимаемости ртути»; 2) И. В. Слешинсюй «Объ иррац1о- 


нальныхъ чиелахъ»; 3) М. П. Рудзюй «Изъ чеор1и линейныхъ 
дифференщальныхь уравнен!й». 
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1. И. Тимченко. Основа я теорш аналитическихь функц... 1 
7. Тшиспепсо. Еопдетепёз 4е 1& \160ог1е 4ез гопе0пз апа]уаиез, 





Оеловашя твотли аналяеическихь ФунЕдаЙ. 


Ивана Тимченко. 


РЕопдетсп{з 4е 1а № 6о11е 4ез #опеё10тз апауйаиез. 


Рат /, Титеветсо. 


дщЩ^—^—- 


Предисловте. 


Теор1ля функыЙ занимаетъ. въ настоящее время важное 
место въ ряду математическихъ наукъ. Мложество вопросовъ 
принадлежащихъ къ области этой теорли изолфдовано и разра- 
ботано въ различныхь направленяхъ въ огромномъ числь за- 
иЪтокъ, мемуаровъ, монографй и большихъ классическихь со- 
чинен!й. Въ этой обтирной и разнообразной литератур можно 
найти немало работъ посвященныхь изыскашямъ 0бъ общихъ 
основамяхъ учешя объ аналитическихь функшяхъ. Стоитъ ука- 
зать на знаменитыя работы Коши. столь мпогочисленныя и столь 
малоизвЪетныя. на не мене знаменитыя работы Римана: ето 
докторскую диссертацию п статью объ абелевыхъ функщяхь и 
на большое число работъ послздователей и комментаторовъ этихъ 
двухъ великихъ геометровъ; пачальныя главы извЪетныхЪ 60- 
чиненй Бр!о и Бухо объ эллиптическихъь функщяхъ, — Бро 
объ абелевыхъ функшяхЪъ Карла Неймана объ абелевыхъ инте- 
гралахъ, еочиненя Казорати, Дюрежа, Шлемильха о функщяхъ 
составныхъ персмЪнныхЪ содержать въ себЪ оригинальные й 
важные результаты и соображешя. Но въ послзднее время осно- 
вания теои анпалитическихъь функиий подверглись совершенно 
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новой обработкЪ въ зам чательныхъ трудахъ Вейерштраеса, Ру- 
ководяния идей этого поваго направленля можно найти еще въ 
раб^тахъ Воши. но прочная постановка вытекающихЪъ изъ пихъ 
положенй стала возможна только благодаря открытямъ въ тео- 
ри функщй сдЪланнымъ Вейерттраесомъ. 

'Гакъ какъ мнЪ скоро придется товорить опредЪленно о 
различныхЪъ пунктахъ учешя Войерштраеса и въ виду тото, что 
учен1е это далеко не общеизвЪотно. я передамъ въ общихъ 
чертахъ содержане одной статьи въ которой Вейерштраееъ из- 
латаетъ свой воззрфюя и аналитическля изелЪдованя на кото- 
рыя они опираются. 

Въ 1880 году знаменитый берлинскЙ математикъ опубли- 
ковалъ въ отчетахъ Берлинской Академи наукъ ученую за- 
писку *) подъ затлавемъ: «къ ученцо о функщяхъ». 


«Въ предлатаемомъ момуарЪ»., говорить авторъ, «хочу 
я сообщить изысканя относянияся къ безконечнымъ ‘рядамъ, 
члены которыхъ суть рашональныя функци нЪкоторой перемн- 
пой величины; главная цЪфль этихъ изысканй — уяснить нЪко- 
торыя. насколько мнЪ извЪетно. еще пезамфченныя особенности, 
которыя мотутъ представлять эти ряды, и знаюше которыхъ 
имзетъ важное значенте для теори ФункшЙ». 


Изыскантя свои Вейерштраесъ начинаетъ съ раземотрёюя 
различныхЪ случаевъ которые могутъ представлять ряды ращо- 
нальныхЪ функцЙ собставнато перемВннаго въ характер» своей 
сходимости и прежде всего ограничиваеть изелЪдоване такъ 
называемыми равномВрно сходящимися рядами. ПрабЪтая къ 
обычному изображению составной величины точкой па плоскости, 


*) иг Еипсйопещеме (Мопа&зЪег1сВ{ 4ег Кдп1о1. АКаета1е ег У\1з- 
зепзспа еп 2и Веги уош Ацсизё 1880; см. также; Абай итдеп аз 4ег 
Еипсвопещейте уоп Ка] УИеетз!тазз ВегИп 1886 р. 69. или ВаПейпт 4ез Заеп- 
сез ша 6 тайаиез, 2-е зёге $. У, 1881. гдв эта статья помвщена во хран- 
цузекомъ переводз +. Таппегу подъ заглавемъ: Вешагапез заг дае]ацез 
ро1тё5 4е ]а № 6ог1е 4ез ГопеНопв ап] уйдиез. 
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онъ показываетъ затЪмъ, что область равномзрной сходимости 
рядовъ рацтональныхъ функц можетъ состоять или изъ одной 
связной площади А. ограниченной отдФльными точками или от- 
дЪльнымй лин1ями или отдфльными точками и отдфльными ли- 
ями, или-же из многих такихъ площадей А’, А", А”',...., 
совершенно отдфленняхъ другъ отъ друга. Совокупность точек 
заключенных внутри какого-нибудь круга опйсанлатго. какЪ изъ 
центра, изъ точки а и принадлежащих цфликомъ къ одной 
изъ площадей АД’, А’, 4’',...., Вейерштраесъ  называетъ 
окрестностью точки @ (@е Озаоеиие уот а). 


Положимъ теперь, что данъ рядъ рашональныхъ фупкщй. 


Е(х) == (Н.Л) Ле) ЛЬ ...... ) 


равномфрио сходяпийсл въ извфетной области значеши перенЪн- 
паго 2. Вейсрштрассъ доказываетъ, что выбразъ въ одной изъ 
связныхт частей этой области — А' произвольно точку а, можно 
выразить сумму (2) лля значешй х расположенных въ окрест- 
ности а, обыкповеннымъ степеннымъ рядомт (Рофепиге!е). 


Р(х—а,)=А,- 4, (5—0) А. (т —@,)*-{ Аз(х—а, + зоетеь , 


рядъ этотъ получаетъ отъ Вейерштрасса назване элемента 
функши 2+). Для друтой точки а,, взятой въ окрестности а, 
можно найти подобный-же элементъ Р(х—а,) функиш А(2); 
для зпаченй х ложащихъ какъ въ окрестностй а, такъ й въ 
окрестности а, будуть имфть место равенства 


В(:—а)=Р (5—4) 


(х—а1)* 


Во 
: 
и 660; =— 02) ВЕ: 
Ре —а,)= У Ра, В 
в—0 


(Р Р(#—4) 
` 
Ча;“ 





ДЪ 
уе | (—4@) же 
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откула слфдуетъ, что коеффищентъ при (2—а,)* въ Р(х—а,) 
долженъ быть тотъ-же, что и соотвЪфтствуюлай коеффиленть въ 
разложени Р(2—а,) по степенямъ (2—а,). 


Выбравъ въ разсматриваемой площади А’ произвольную 
точку 4. можно найти послвдовательный рядъ такихъ точекъ 


о ( 


ас п5 


чтобы каждая послЪдующая лежала въ окрестности лредъидущей, 
а первая и послЪдняя, сверхъ того, соотвфтственно въ окрест- 
ностяхЪ точекъ @ и а. Тогда, для выраженя элементовъ функ- 
ши Р(х), соотвЪтетвующихъ точкамъ @,. 45, @,......,@ 
мы будемъ имфть слфдуюная равенства 


„» @, 


СВ 


Р(&— а!) = Е Р\#(аи - - в). 


в==0 


(х е а)" 


ПЕНЬ 50 


=> 


мс 


г. Ар х—а> 
петь 





< 


о 


> (т— аз)" 
ре Уре, И 
в==0 
«1 (т—а)“ 
т (+) ] 
че Ура ЕТ 
в==0 


которыя даютъ опредзленный алгориомъ для образовамя по 
данному произвольно выбранному элементу въ облаети А’ вея- 


като другаго элемента функии (2) въ той же области; такимъ. 


образомъ въ данной области функтия вполиз опредфляетея од- 
нимъ изъ своихъ элементовъ. 
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Но образоваюе степенныхъ рядовъ изъ элемента функиш 

Е) на этомъ не останавливается. 

_— Въ общемъ случаВ область сходимости ряда Р(—а) при 
достаточной близости точки а къ границ А’ выйдетъ изъ этой 
послфдней площади; тотда будетъ существовать безчисленное 
множество рядовъ Р’(х— а’), образованныхь изъ Р(д—а,) 
при помощи найденнаго алгориема, области сходимости кото- 
рыхъ будуть лежать, вполнз или частью, вн 4’. ТЪмъ же 
способомъ можно образовать изъ этихъ рядовъ новые ряды, 
могупие заключать въ областяхь своей сходимости мфета при- 
надлежания А’, но мотуш1е принимать въ этихъ мФотахъ зна- 
чентя отличныя отъ Ё(х). Вев эти ряды суть продолженая 
функцш 2(2) опредЪленной только для значенй 1 лежащихъ 
въ области А’. «Это суть». говоритъ Вейерштраесъ, «сообразно 
съ терминолот!ей введенной мною въ мои лекши объ основа- 
няхъ общаге ученя о функиляхъ, совмЗетные элементы моно- 
енной аналитической функши, которая можетъ быть однозначна 
или многозначна, но полное опредЪлен1е которой дается лю- 
бымъ изъ ея элементовъ». | 


Можетъ случиться. что облаеть сходимости ряда Р(о—а), 


при всевозможныхъ значеняхъ @ будетъ всегда заключаться въ 


А’ какъ часть этой послздней. Въ этомъ обобенномъ случаЪ 
функшя Ё(х) опредВленная для области А’, не можеть быть 
продолжена за ея предЪлы. 

Установивъ эти понятя. Вейерштрассъ выражаетъ дока- 
занныя имъ свойства равномфрно сходящихея рядовъ раптональ- 
ныхъ функщИ въ слЗдующемъ предложен: 

Г. Рядъ Р(ф) въ каждой отдЪльной связной части (.А’) 
области своей сходимости представляетъ : 1) вообще однозначную 
вВтвь монотенной аналитической функили отъ 2; 2) въ особенныхъ 
случаяхъ онъ можетъ представлять такую функцию вполнЪ. 


ЗатЪмъ Вейерштраесъ даетъ примЪры рядовъ рашональныхъ 
функщй, которые на различныхъь площадяхъ А’, А", А""...., 
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представляютъ вЪтви различныхъ моногенныхъ функ, что 
дастъ ему право высказать такую тесрему: 


П, Радъ Р(х) въ отдфльныхь связныхъ частяхъ области 
своей сходимости не представляетъ необходимо вЪтвей одной и 
той-же монотенной аналитической функции. 


Статья заканчивается слЗдующими зам чантями, служащими 


тглавнымъ образомъ къ оправдан утверждения составляющаго 


вторую часть 2) теоремы Г: 


‹Въ моихъ лекшяхъ объ элементахъ учентя о фунещяхъ, 
я ©ъ самато начала выставилъ два предложеюмя не согласую- 
пияея съ обычными воззрЪнямй, а именно тавя: 


1. «Изъ того, что функшя сещественналю перемВннаго 
_обладаеть сплошностью (ЗеИекей) нельзя еще закмочить 
что она пмЪЗетъ, хотя-бы для одного значення перемЪннаго, 
опредъленную производную: тзиъ менфе можно заключить, что 
она имфетъ сплошную производную, — по крайней мЪрЪз въ 
извЪетныхЪ промежутках. 


2. «Функщя составналю перемфннато, опредфленная дия 
нфкоторой ограниченной области значенй этого перемВннаго. не 
вседа можетъ быть продолжена за предълы данной области: 
иными словами существуютъ монотенныя функши, обладающя 
той особенностью, что мЪста плоскости перемфнной. для кото- 
рыхъ функцтю нельзя опредЪлить, предетавляютъ изъ себя не 
только отдЪльныя точки. но табже и лиюми и даже цЪлыя 
площади >. 


ПримЪромъ функции вещественнаго перемфннато, обладающей 
указанной особенностью можеть служить извЪетный рядъ ^), 





*) Особенное свойство хункц!и представляемой этимъ рядомъ, было 
открыто въ первый разъ Вейерштрасеомъ и сообщено имъ въ пиеьмз П. 
Дюбуа-Реймонду, который и опубликовазъ доказательство Вейерштраеса въ 
79-мь томЪ журнала Борхардта (стр, 30). См. также въ Абрат@итдет аиз ег 
Еипсйопещейге уоп К. \УУщеггазз, стр, 97 и елёд. 
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и. У реСова 


въ которомъ а цЪлое, нечетное, положительное число, © поло- 
жительная величина <1, и который при 


а0> 1-Е З/п 


неимЪетъ опредфленной производной ни для какого значентя 
вещественнаго перемЗинаго &#. 

Пользуясь этимъ свойствомъ ряда (1) легко обнаружить, 
что функцая составнато перемфннаго 2 опредЪляемая рядомъ 


У=— © 


а Убьие 


У 


при тЪхЪ же значеняхь @ и 6, не можеть быть продолжена 
за предфлы области сходимости этого ряда, представляемой пло- 
щадью круга, описаннаго изъ начала координат радлусомъ=1; 
это есть монотенная функшя. существующая только для значенй 
_перемзннато модуль которыхъ не превышаетъ единицы. 

«Не трудно», говоритъ подъ конецъ Вейерштраесъ, «найти 
безчисленное множество степенныхъ рядовъ, обладающихъ тВиъ 
же свойствомъ. какъ и выше приведенный ‘и даже доказать 
существован!е функ, которыя не мотутъ быть продолжены за 
предълы совершенно произвольно ограниченной области; я, виро- 
чемъ. не буду здЪеь на этомъ останавливаться. 

«Въ заключене замфтимъ еще, что можно было-бы изел$- 
довать и болфе сложныя ариометическя формы, способныя вы- 
ражать однозначныя мопогонныя функции однего или нЪеколькихь 
перемвнныхъ или однозначныя вЪтви такихъ функиИй:; это из- 
слЪдован!е было-бы сходно съ произведенныхъ здЪсь для одной 
изъ простЪйшихь формь и привело бы къ подобнымъ же ре- 
зультатамъ». 


г 


8 И. ТИМЧЕНКО. 


Чтобы оправдать эти послздюя слова нужно замЪтить, что 
доказательство предложентя | выводится изъ очень общей лем- 
мы позволяющей распространить это предложене на ряды, чле- 
ны Которыхъ суть однозначныя вфтви какихъ угодно моноген- 
ныхЪ функ. 

Таково содержане статьи Вейерштраеса; въ ней дается 
новая точка зрзн1я на законы существовамя функ въ ана- 
лизЪ: аналитическая функвля, какого-бы происхождеюня она ни 
была. характеризуется возможностью быть разложенной въ сте- 
пенные ряды въ различныхъ областяхъ значен!й перемЪннаго и 
этими разложенями опредЪляется ея отношеше къ нормальной 
форм аналитическихь функшй — въ функщаямъ монотеннымъ; 
только къ этямъ нослЪднимъ и примВнимы важн®йпия предло- 
женя теорш Коши и Римана '). Мемуаръ Вейерштраеса еразу 
обратилъ на себя вниман!е геометровъ: скоро послВ опублико- 
ваня его появился цфлый рядъ работъ имфвшихъ излью ршить 
затронутые имъ вопросы и выяенить значене ето взглядовъ; 
старая однихъ авторовъ налгавлены были къ розыскан1ю 
примфровъ функшй обладающихъ различными открытыми Вейер- 
иитрассомъ особенностями ?), другихъ — къ доказательству суще- 
отвованя однозначныхъ функиЙ не мотущихъ быть продолжен- 
нымй за предзлы площадей произвольнаго вида 3), третьи, на- 


') Уеегягазз. АЪВап алоеп аз Чег Еапенопен]еВге р. 79. (пара- 
грахъ 3-й статьи «Иаг Еапсопеевге»). 

?) См. напр. Ротсате. Биг 1ез Гопейопз А езраевез 1асапалгез въ ХИ том 
‹Аса вос1ефаМ; зе1епЙагат Еепилеае. р. 348 и статью: Тйеодог Нотёп, Апа- 
ПЗ ГгаПите аЁ паста 1аспойга Гапейопег въ ХИ-же том того-же 
журнала, р. 447. 

3) Аипде. /аг 'ТВеог1е Чег е1т4еийсеп апуИзевеп Еапейопеп. Ас 
тайетайса $. УТ. Ппрг. 29 Берв. 1884. р. 229. 

Миа9— Тег. Зиг а гертбзеп4а ой апа]уНдие Цез Гопеопз шопосёпез 
ип Могтез 4’ппе уат1аЪ]е и146репатце. Асба та. $. ТУ. Пмрг. 29 Аут. 1884. 
рр. 1—79. Работа эта содержитъ въ себЪ сводъ главнйшихъ резульгатовъ 
изелздованй сообщенныхъ авторомъ въ рядВ замзтокъ появившихея въ 
Обозрьн!и (ОЁуетз1ю4) работъ Корол. Шведекой Акад. Наукъ и въ ‹С. В. 
Вера. 4е ГДе. аез зе, 5 Рал1з», 
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конецъ. дали различные примфры выраженй представляющихъ 
въ разныхъ областяхъ различныя моногонныя функци !) и на- 
шли даже общ!е методы построеня пзлыхъ классовъ такихъ 
выражений 2). 


Но раземотрфнная статья Вейерштраеса  представляетъ 
только главнЪйний моментъ задуманпой имъ реформы; эта ре- 
форма идетъ гораздо глубже ий обнимаетъ основашя всего ма- 
тематическато анализа. Свои лекщи объ основаюяхъ  теори 
функций, на которыя онЪъ ссылается въ мемуарВ «Ишг Еппе10- 


1) ВекорЪ поел опубликованя статьи ВБейерштраеса «Иаг ЕапеЯопеп- 
1еВтге»., Л. Таппегту сообщилъ въ письмв къ ея автору примфръ ряда рацо- 
нальныхъ Функц предетавляющаго различныя моногенныя Функции въ раз- 
ныхъ областяхъ своей сходимости. примЗръ гораздо боле простой чВмъ 
тотъ который былъ приведенъ Вейерштраесомъ; это рядъ 


73, 03 АЕ о ВЬЙ \ 
Ею Ме © —0 
735 7% 


у и 1 
1—2 | (х —1(х Я =!) 


гдв т неопредзленно возрастаюция положительныя цлыя чиела (йт ти== 00), 

9.2) 
рядъ сходящ ея для значен!й 2 модуль которыхъ неравенъ единиц; при 
_то4х<1 +(2)=+1, при тодах>1 +(=)=—1. (См. И’метитаз МопазБемев4е 
4. АК. \\155. ха Веги уош 21 ЕеБгааг 1881. также А. ашз 4. Еипсйопетщейте 
р. 102 или ВаПейа 4ез зе. та\®.—1. с.); ем. также АИтей Ретоздет.  Чеъег 
сеуу1з5е ПеШеп, зуе!епе1а себтеищей Сопуегоеписе1ефеп уегзелеЧепе. \мШ- 
Кире уогоезевтлерепе Еапейопеп дагзбеПеп. Маф. Апомеь +. ХХП рр. 
109—116. 


?) Аррей. Сотрёез Веп4из 4ез в. ае ГАс. 4. 5е. ае Рамз (Збапее аа 
1 штат 1882) и его-же статьи: ШОёеорретет еп з6те 4атз ипе ате тиёе рат 
4ез атез Че сете. Асфа табЪ. 6. Г. рр. 145—152. Обееюрретемз еп зёче фите 
ГЛопсйопт 1ю{ототрйе 4апз ипе аате йтИёе раг 4ез атсз 4е сег4е. Ма. Аппщеп $. 
ХХГ рр. 118—124. Къ тому-же разряду слвдуетъ отнести изыскашя Эрмита 
сообщенныя имъ въ письмВкъ Миттагъ-Леффлеру (Аба Бос. Бе. Еепплеае 6. 
ХИ р. 69: битчиещиез ройиз 4е (а Ш6вот4е 4ез Гюпсйопз., также въ журналЪ Бор- 
хардта т. ХС.) и изложенныя въ курс лекц!й читанныхъ имъ въ Сорбонн%. 
гдВ знаменитый Фхранцузек!й геометръ обнаруживаетъ въ хункщяхъ предетав- 
ляемыхъ опред ленными интегралами особенноети подобныя открытымъ Вейер- 
штраесомъ для рядовъ рац1ональныхъ Функщй. Изыеканя Эрмита были про- 
должены и обобщены его учениками въ различныхъ направленяхъ. (см. 
Соитз 4е М. Петтйе гба156 раг М. Апоуег, то19 те 6101, Рат1з 1887). 


= т" > Г. < РСЯ г ох .. ке ©... 
— : =. : # >, м": 
"ф . а 
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пеейте». й которыя служатъ введентемъ въ куреы эллипти- 
чеекихъ й абелевыхъь функц '), Вейерштрассъь начинаетъ съ 
первоначальныхЪь понят ариометйки и алгебры, и показываетъ 
какимъ образомь отъ эломентарпаго представленя о цёлыхъ 
числахъ и дЪйствяхъ надъ нйми можно перейти, путемъ ряда 
строго послдовательныхъь обобщенй, къ числамъ дробнымъ, 
иррацтональнымъ, отрицательнымъ, составнымъ........и отТЪ 


простзйшихъ алгебрическихъ сочетан1й этихъ чиселъ къ болЪе. 


сложнымъ формамъ.......ЕЪ безконечнымъ рядамъ и наконецъ 
КЪ общему понят!ю о моногенныхь аналитическихъ функцтяхъ, 
которыя разсматриваются затЪмЪъ какъ разрфшающий элементъ 
главизйшихЪ аналитическихъ вопросовъ: какъ интегралы диф- 
ференшальныхъ уравнен!й и какъ р$шеюмя алгебрическихъ и 
нзкоторыхъ функшональныхъ уравнений. 


ЭдЪеь Вейерштрассъ является также продолжателемъ дЪла, 
начатато Коши: придать анализу ту строгость. точность и 
опредЪленность. которыя давно уже составляютъ отличительный 
характеръ другой отрасли математическихъ наукъ — геометрй 





1) Лекци Вейерштрасса не были нигдЪ опубликованы и извЪетны 
только въ передач его учениковъ. Лучшими руководетвами для знакометва 
съ ними могутъ елужить: 

Г) Двз статьи РисйеЧе напечатанныя въ С1огиа]е 41 Мабетаеве раЪЪ. 
р. ©. Че] рг. @. Ваал +4. ХУП. (1) рр. 178—254. 3) рр. 317—357) подъ 
заглавтемъ : 6490 @ ипа тно4изоте аЦПа 4еотза аеЦе Еипхлотз Апайасйе зесоп4о 8 
ритсарё 4 ртоГ. С. И’етятазз и предетавляюция компиляцию составленную 
авторомъ на основани куреа лекций Вейерштраеса прослушанныхъ Линкерлэ 
въ БерлинЪ въ 1877—1878 годахъ 

П) Тьеоз1е 4ег апа]уЯзепею Еппейопей уот Ох. Ошо. Вгеттатт, обшир- 
ное сочинене въ которомъ авторъ, кромЪ содержан!я лекщй Вейерштраеева» 
помЗетилъ мног1е результаты полученные какъ самимъ Вейерштраевомъ такъ 
и его учениками (Миттагъ-Лехфлеромъ и другими) въ главнЪйшихъ вопро- 
сахъ теор1и аналитическихъ хункцй. Тамъ-же можно найти, въ краткихъ 
чертахъ. главныя осенован1я Вейерштраесовой теор1и эллиптическихъ Функц › 
для болЪе подробаго ознакомлен1я съ этой послвдней могутъ служить, между 
прочимъ, изданныя Г. А. Шварцемъ {неоконченныя) записки: Еогте]п ипа 
Гетзафие хит СеЪтапеце 4ег е] ПрИзевеп ЕипеМопеп паев Уоезиписеп ива 
АцЁ2е1йпипоер 4ез Негги К, У’етягазз реатуе{еф ип@ Вегаизо. уоп НЯ. А. 
Бершрагз. Со ипееп 1885. 


Ё т” 
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(ср. Саисму. боптз ФапаЙузе 56 ие, Раг!5 1824, Ребе). 
Принцииъ. котораго держится Вейерштасоъ въ развили основ- 
ных понят анализа число геометрическй; элементы уже 
изветнато рода порождаются и комбинируются въ конечномъ 
или безконечномъ числЪ по опредзленному закону и совокуп- 
ность ихъ, управляемая этимъ закономъ, служить опредълентемъ 
новато понят!я, подобно тому какъ совокупность конечнато или 
безконечнато числа геометрическихъ элементовъ, расположенныхъ 
въ пространствв по опред®ленному закону предетавляетъ новую 
геометрическую фигуру '). Пря этожъ Вейерштрассъ вводитъ 
только т необходимыя понят!я, которыя вызываются побтавлеп- 
ными вопросами и методомъ, употребляемымъ для ихъ рЪшенля; 
этотъ методъь находится въ связи съ основнымъ воззремъ 


„Вейерштраеса на аналитическя функши, о которыхъ уже было 


говорено; характерная черта его состоитъ въ томъ, что раз- 
сматриваемыя функщи опродфляются всегда самой формой своето 
разложен1я въ степенные рады, почему доказательства состолтъ въ 
дЪйствяхъ. производимыхъ непосредственно надъ такими рядами. 
Такое пзложене теори функций имфетъ то большое преймуще- 


ство. что обладаетъ безукоризнонной строгостью и точностью 


опираясь въ то-же вреня на отраниченное число совершенно 
ясныхъ и. по возможности, простыхъ понят. Эти качества 
вполнЪ отвчаютъ названо элементарной, которое дается иЪ- 
которыми авторами теори Вейерштраева 2). 


Знаменитый геометръ испыталъ свои методы въ приложен 
къ изыскатямъ въ труднЪйшихъ областяхъ математическаго 
анализа и получилъ результаты, дающие ему мЪето въ ряду 
величайшихь математиковъ. Нельзя, однако. сказать чтобы спо- 





') Веестороннее развит!е этого принципа породило въ новзйшее время 
цвлую отрасль науки извзетную въ Германи подъ названемъ ‹Мапитоа]- 
Покейерге»; важнЪйпйя работы по этому предмету принадлежать Георгу 
Кантору (С. Сашфот). 

2?) См. напр. 7. Т/ютае. Е\етаепфате Теоме Цег апа[узепей ЕКипейопеп 
ефшег сотрехеп Уегйп4егИевет. НаЦе а/З 1880. 
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собы Вейерштраеса обнимали въ настоящее время вез вонросы 
теорли функщй и нельзя утверждать заранфе. что всв эти во- 
просы могутъ быть рфшены. въ той или иной ностановкВ, 
методами элементарной теори. Существуетъ не мало очень 
важныхЪ аналитическихъь изолВдованй. пройзведенныхъ въ с03- 
сЪмъ другомъ порядкЪ идей. который однако далеко не такъ 
безупречно обоснованъ какъ учеме Вейерштрасса. Я говорю о 
такъ называемой общей теор1и функши составнаго перем ннаго !), 
главнымъ образомъ о теорти интеграловъ Вошй и Римановой 
геометрической теори Алгебрическихь функц. Сочинене. ко- 
торое я предлагаю вниманю снисходительнаго и благосклоннаго 
читателя, есть опытъ такого изложеня основанй теор ана- 
литическихь функ, которое могло-бы служить ввеленемъ въ 
общую теортю обнимающую и элементарное учене. Въ своемъ 
изложени я старалея постоянно руководствоватьея принципами 
Вейерштрасса. Сообразно съ этимъ.я связалъ основая теория 
аналитическихъ функтЙ съ начальными понятями математиче- 
скато анализа, обзоръ которыхъ составляетъ 1-ую тва второй 
части моего сочиненя. 


3-ая глава иметь предметомъ разсмотрзн1е элементовъ 
анализа съ точки зрЪюя общей теори составныхъ величинъ; 
матераломъ для составлепя этой тлавы послужило главнымъ 


образомъ изслфдовае Вейерштрасса: «Иит Тйеотче Че" аиз т. 


Нашуетйейет дебет сотдехет Стоззеп», помфщенное въ 
Маспне еп у. 4. Комо1. @езе зевай 4ег \\183. ппа 4. беого- 
Апцопз из Пишу, ха @бМшееп 1884, 12 №т., № 10. 

3-ья глава содержить въ себЪ основамя для геометрии 
сплошной системы (Мани ежей) двухъ измзренй, — глав- 
ною цфлью этой главы было изложить начала геометрической 
части теори функий въ такой формЪ, которая дала-бы воз- 


') См. Л. Тютае. Арт1зз етег ТБеоте 4ег Еапейолеп е1шег сошр1ехеп 
УсгАп4егИеВей ип@ ег Тезис опей 3-4е егреЪИев уегшертге АчВаое. 


На е а. 5. 1890, 
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можность избфжать введеня какихъ-бы то нибыло натлядныхъ, 
созерцательныхъ представленй 1). Эта глава внушена была мнЪ 
чтентемъ работъ Георга Кантора о «Мапи Яокей$ейге». 


4-ая глава представляетъь 0бзоръ тлавныхЪ основныхъ 
предложенй о связныхъ вЪтвяхЪъ аналитическихъ функшй на 
основати идей Коши и Римана. 


5-ая глава посвящена изложеню поняття о монотенной 
аналитической функции. 


Въ 6-й (послЪдней) глав доказываютея предложеншя о 
нЪкоторыхъ аналитическихъ выраженяхъ, находяшляея въ связи 
еъ понямяни установленными въ предъидущихьъ главахъ. Изло- 
жене этой главы основано отчасти на мемуарз Вейерштрасса 
«Ииг Еипсйопешейге» и на нЪкоторыхъ изъ относящихся сюда 
работъ, упомянутыхъ выше. Главная теорема Вейерштрасова 
мемуара (въ самомъ общемъ видЪ который можеть быть ей 
сообщенъ на основами данныхъ этого мемуара) о функщяхъ 
представляемыхъ безконечными рядами еще обобщена въ главЪ 
6-й въ томъ смыслЪ, что равномфрная сходимость ряда не яв- 
ляется болфе необходимымъ услов1емъ, Въ такомъ вид теорема 
эта была доказана Германомъ Лораномъ (Н. Гаитет.). ТВёзе 
ргбзетфёе А 1& Каси 6 4ез Зелепсез 4е Мапеу; заг Па сопН- 
1116 4. юп6Нопз ПиаоТпалтез еф 46$ з6т1ез. Мефи 1565.; ТАбо- 
716 4ез т65из. Рамз 1865.; Тгабб ФАпжузе. $. Ш. Рамз 

° 1888.). Доказательство Лорана кажется мнЪ. однако, не 0ез- 
упречнымь въ отноменши ясности и убфдительности. Оставляя 
основную мысль Лорана состоящую въ приложении свойствъ 
вычетовъ (г6314и$), я старался измЪнить ото доказательство 
такъ, чтобы сдЪлать ето вполнЪ строгимъ и яснымъ, Обобщение 
это не лишено зпачешя въ н»Ъкоторыхъ вопросахъ теорий 
функщй. 


1) Ср. Л Тютае. АЪт1зз етег Тпеоте 4ег Еапсйопеп е. сотрехеп. 
Уегап4ет1сЪеп...... 3-е АциП. рр. 1.2. 


ль Вий 
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Таково содержаюе второй части моего сочиненя; мнЪ 
остастея еще прибавить, что во всЪхъ ея тлавахъ я имЪлъ въ 
виду главнымъ образомъ функщи одного перемфннато. 

Первая часть содержитъь историческя свЪфдеша о пройс- 
хождени и развитш понят! и методовъ лежащихъ вЪ основа- 
ни теори аналитичеекихъ функ и систематическое изложе- 
н1е которыхъ дано во второй части. Эта первая часть должна 
служить введетемъ во вторую и облегчить понимлнте ий оцЪнку 
этой поелЪдней. 

СоотвЪтетвенно содержаню систематической части я начи- 
наю историческую съ передачи свЪздЪшИ о происхождеши и 
развит!и методовъ и понят алгебры и общато анализа. СвЪ- 
дея эти мн® приходилоеь заиметвовать по большей части изъ 
вторыхъ рукЪ, въ особенности т которыя касались боле ран- 
НИХхЪ эпохъ. Я по возможности избфгалъ составлять собетвен- 
ное мне о тЪхъ исторйческихъ вопросахъ въ воззрихъ на 
которыя существуютъ разноглася у различных авторовъ; по 
большей части, впрочемъ. вопросы эти представляли для меня 
лить второстепенный интересъ. 

Я сочту свой трудъ не безполезнымъ, если предлагаемое 
сочинен!е въ состоями будетъ хоть сколько нибудь облегчить 
читателю знакомство съ трудной но обтирной и интересной об- 
ластью современной теорли функщЙ; моя заслуга въ этомъ 0у- 
детъ не велика: я писалъ подъ влмяюемъ прочитанныхЪ мною 
работъ. изъ которыхъ многя я уже перечислиль и на которыя 
придется инф часто ссылаться. не мало пользовалея я также 
превосходными совфтами и съЪденями данными мнЪз мойми 
друзьями и знакомыми, которымъ приношу здЪеь искреняюю 
блатодарность. 


ЧАСТЬ ПЕРВАЯ. 


ААУ 








Историчесня сведен 


о развит!и понят!й и методовъ лежащихъ въ основан1и теор!и 
аналитическихь фунецай. 


Согласно съ планомъ начертаннымъ въ предислов1и. пред- 
латаемый очеркъ заключаеть въ себЪ историческя свЪденля о 
поняттяхъ и методахъ лежащихъ въ основами всего математи- 
ческаго апализа, главнымъ образомъ о развити ихъ вЪ тЬхъ 
вопросахъ, которые привели къ современной теори функилй. 
П»ъль такихъ свЪдешй — дать матералы для широкаго и все- 
оторонняго сужденя о значени этихъ вопросовъ въ ряду дру- 
гихъ и 0 различныхъ способахъ ихъ постановки и рфшеня, и 
тавимЪъ образомъ, какъ я уже товорилъ въ предислови, служить 
введен1емъ въ систематическое изложен1е основаюй теорти ана- 
литическихь функшй. 


Весь очеркъ раздЪленъ на пероды, йли вЪзрнзе эпохи, 
отиЪченные наиболве замчательными успфхамй сдфланными въ 
области анализа. Я старался входить только въ тв необходи- 
мыя подробности, которыя выяснили бы состояюмя математичес- 
ких знанй обуславливавиие эти успЪхй. Такимъ образомъ въ 
настоящий очеркъ вошли лишь тЪ историческая теченля, которыя 
находятся между с0б0й въ болзе или менфе яеной родовой 
связи; завоевантя современнаго аналйза обусловлены открыт1ями 
слЪланными въ эпоху возрожденая наукъ и искусствъ, эти по- 
слЪдн!я основаны на работахъ алтебристовъ среднихъ вЪковъ и 
на великихъ творенляхъ древняхъ греческихъ математиковт.... 


Т, ХИ Зап. Мат. Оти, 2 
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Разематривая истор!ю математическато анализа съ такой 
точки зр®н1я и въ такомъ объемВ я раздфлилъ ее на пертоды, 
кратклй обзоръ которыхъ елЪдуетъ: 


1-й пертодъ. (Отъ Озлеса, около 600 г. до Р. Х.. до 
основаня Александри въ 332 т. до Р. Х.). Перюодъ образо- 
ван1я элементовъ греческой „математики. Восточные народы пре- 
имущественно египтяне — единственные учители грековъ имЪютъ 
лишь самые первоначальныя —зачаточныя математическля знаня, 
совершенно конкретныя и прикладныя и взроятно эмпирическаго 
происхождения. далесь (въ УП—УТ вЪкахъ до Р. Х. первый 
вводитъ абстрактныя представлентя въ математику. излагая ея 
истины въ формЪ теоремъ и обновывая теометрую лилй. и да- 
етъ первые простЪйше примЪры алгебрической зависимости 
между величинами. /[%0430р5 и ео школа (въ УГ в.) возводятъ 
математику на степень науки. даютъ ей ея название и подраздЪ- 
ляютъ ее на вЪтвй ((})иа@луит). Имъ принадлежитъ введете въ 
науку опредЪленй и той формы доказательетвъ которую она 
впослфдстви удержала; далЪе. различаютъ они величины раз- 
дЪльныя и непрерывно измВняющтяся, открываютъ ирраптональ- 
ныя величины И основываютъ теортю отношенй и пропорщй; эта 
нослЪдняя теортя становится связующимъ элементомъ (550505) 
воВхЪ математических знай древнихъ грековъ. Открыт д1а- 
лектики денономь въ У вЪкВ и парадоксы элейцевъ, поро- 
дивш!е свовобразныя воззрВн1я атомистовъ на прироцу величинт, 
оказали существенное вллян!е на развит! метода въ матемалти- 
ческой наукЪ: геометры стали старательно избЪгать всякихъ 
представлен!Й о безконечности въ свойхъ разсужденяхт. вамая 
Форма д1алектическаго метода (тедиево а4 азпг4иит) сдЪлалась 
любимой формой ихъ доказательетвъ. Съ половины пятаго © о- 
льтя греческая математика становится на прочную почву и 
дЪлается независимой въ своемъ движени отъ вмяня восточ- 
ной науки. Въ Г\ вЪкз философекая школа Глатона даетъ 
новый толчекъ развито греческой математики; ея начала под- 
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вергаются философскому раземотрфн1ю и тщательной разработк». 
равно какъ и методы математической длалектики: въ школ 
Платона получилъ впервые правильную оцзнку и примфненте 
столь распростаненный впоелёдетыи въ древней математикЪ 
двойной методъ анализа и синтеза. Евдоксь, современникъ 
Платона п ученикъ Сократа положилъ начало методу истощеня 
величинЪъ., замЪнявшему древнимъ. въ иЪкоторой мЪрз, нашъ 
е1особъ предЪфловъ въ геометрии; онъ же усовершенствовалъ 
теор пропоршй. Ученику Евдокса Менехму и Аристею принад- 
лежать первые труды о коническихъ _съченяхт, открытых 
Менехмома. 


2-й пер1одъ. (Оть основаня Александри до завоевантя 
вя Арабами въ 641 г. по Р. Х.) Эпоха разцвЪта, процвзта- 
шя й упадка греческой математики. Основане Алекеандр1Иской 
школы, снабженной богатыми научными коллекщями и библ!юте- 
кой и мирное процвВтанте города во времена первыхъ Лагидовъ 
опособетвовало быстрому и высому подятио науки, 

Евклидь 65 стоеюти< (учивиий въ Александр около 
300 г. до Р. Х.) собралъ и дополнилъ основаня математики 


_добытыя ето предшественниками п изложилъ ихЪ въ классичес- 


комъ труд обладающемъ такамъ совершенствомъ по полнотз, | 
строгости и послздовательноети, которое удерживало за нимъ 
значене въ течени 2000 лЪтъ и даже въ наше время. На- 
чала геометрш, теор1я пропортй, основныя предложеня теорти 
чиселъ и теорш прраптональныхъ величинъ собставляютъ содер- 
жан!е «Элементовъ» Евклида послуживиихъ руководствомъ для 
всВхъ послвдующихъ греческихъ геометровъ. 


Архимедь (281—242), велик основатель теоретической 
механики опредзлилъ отношеня размзровъ круглыхъ тзлЪ, на- 
шелъ квадратуру отрЪзка параболы, изобрзлъь и изелВдовалъ 
спиральную лин\о носящую ето имя. вычислилъ разивры круга. 

Генальные способы. посредствомъ которыхъ онъ рёталъ 
предетавлявииеся при этомъ труднзйше вопросы, и между ко-_ 
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торыми главнзИшее мЪсто занимаетъь «6п0собъ истощеня». дз- 
лаютъ Архимеда величайшимъ математикомъ древности. А®ол- 
лонй изь Пери {во второй половинф [Ш-го взка до Р. Х.). 
прозванный современниками «БВеликимъ Геометромъ» усовертен- 
ствовалъ и дополнилъ теортю коническихъ сЪченй и приложилъ 
ве къ рВшеншю опредФленлыхъ задачъ. Но геометры не доволь- 
ствовались приведенемъ въ порядокъ знан!й евоихъ предшествен- 
никовъ и сдЪланными съ ихъ помощью замчательными откры- 
ями. Они выработали цфлый рядъ общихъ предложенй должен- 
ствовавшихъ служить для отыскантя новыхъ истянъ и рфшентя 
новыхъ задачъ. Это Феометрическй анализ» древнихъ — тдтос 
буа\обиеуос, Въ КОоТОромъ не малую родъ играетъ идея (зачатки 
которой можно найти еще у Озлеса) теометрическаюо моста, 
воЪ точки котораго подчинены одному и тому-же данному за- 
‘кону. и связанная съ другой идеей — о соотношени между ве- 
личинами измВняющимйся по какому нибудь общему закону. Ев- 
клидъ и Аполлон! занимаютъ важнЪйния мЪета среди древнихъ 
аналистовъ. Геометры почти шести вЪковъ слЪдовавшихъ за 
этой блестящей эпохой, разрабатывали лишь подробности, мимо 
которыхъ прошли ихъ велике предшественники. изелВдуя но- 
выя кривыя по примЪру спирали Архимеда, вычиеляя геометри- 
ческ1я отношеня по примЪру его вычислен1я круга, развивая 
и совертенствуя методы анализа. Для удобства примфненя 


этихъ послЪднихъ выработаны были н%которыя правила слу-_ 


живиия для перехода отъ однихъ соотношенй между величинами 
къ другимъ т. е. къ преобразованию уравней. Эти правила 
представляютъ собою зачатки алгебры. Дюфантз Александр 
скай (во второй половинв 1-го вЪка по Р. Х.) примфнилъ 
эту алгебру къ рЬшенпо задачъ теор чиселъ приводящихъ къ 
рвшеню въ рашюональныхъ числахъ нфкоторыхъ уравнен!й, 
употребляя для выраженя ихъ сокращенный условный языкъ 
и письмо. развите которыхъ привело къ современному математи- 
ческому символизму, ДАлгебрическля правила Длофанта немното- 
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‚ чиоленны : правила знаковъ при умножеюи многочленовъ (м- 
нусё >< минусз даетъ 1.л0сь) и способы упращеня уравненй 
состоящте въ перенесени членовъ изъ одной части въ другую, 
во введени новыхъ членовъ и сокращени ихъ. Съ ихъ номощью, 
Ллофантъ находить формулы для рЪшеня уравнений первой и 
второй степени въ различныхъ случаяхъь и нЪфкоторыя интерес- 
ныя предложеня о числахъ. 


ПозднЪИние математики кромз Паппа. открывшатго новые 
пути и интересныя предложеня въ геометрическомъ анализз. 
едва заслуживаютъь внимания. Арабы взявпие Александрию въ 
УП-иъ вЪкВ застали ея школу въ полномь упадрв: въ про- 
должени трехсотъ лЪтъ она производила только слабыхъ ком- 
ментаторовъ творен1й древнихъ геометровъ. 


3-й пер1одъ. Средше вЪка. Нельзя указать на зам тные 
усиёхи въ теометри бсдфланные въ среднйя взка; въ эту эпоху 
истор1я чистой математики сводится къ истори ариеметики и 
алгебры. 

| Посл падеюя Александрии единственными разсаднйками 
греческой образованности осталиеь СирШекя школы въ Ант!охш 
ЛамаескВ и особенно Несторанская школа въ ЕмесВ, Аоинекая 
школа была унйчтожена еще въ УТ взкз Юститаномъ, & въ 
Визант!и и на запад наука была въ крайнемъ упадкВ. Арабеке 
калифы входили въ сношеня съ сирйскими учеными и покро- 
вительствовали переводамъ сирЙскихъ и греческихъ книгъ на 
драбекЙ языкъ; наука древнихъ трековъ возродилась среди 
чуждато «варварскато» народа. Еще другой источникъ просвЪ. 
щентя былъ открытъ для арабовъ: торговыя сношеня съ Индтей 
привели ихъ къ знакомству й съ ея наукой. Тамъ. начиная по 
крайней мзрз ©ъ конца У столЪ тя по Р. Х. существуетъ шко- 
ла математиковъ сдзлавшихъ въ алгебрЪ поразительные убспЪхи. 
Греческая ученость вЪфроятно проникла и въ Инд! и быть 
можеть способствовала этимъ успзхамъ, но индИекая алтебра 
далеко оставляетъ за собой греческую по общности идей и по 
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совершенетву метода. Арабы, однако, воспользовались этими 
озфденмями только въ самой незначительной мЪрЪ. Глава и 
учитель арабекихъ алгебристовъ 1/охаммедь бенб Муса аль 
Харизми (въ 9-мъ вЪкЪ) написалъ вочинен!е объ алгебрЪ, по 
своймъ Идеямъ и по характеру методовъ почти совершенно 





сходное съ алгеброй ЛлоФанта; онъ охарактеризовалъь сиособы _ 


Ллофанта для упрощеня уравнеюй словами: А1-аг \а| 
мидафа]а (гезб Ио еб орроз\о) давшими происхождене со- 
временному названТю алебры. Арабамъ принадлежатъ, впрочемъ, 
введен1е ид1Иской системы нумерации, улучшене сокращенныхъ 
обозначенй и взкоторые, замЗтные ‘усивхи ВЪ алгебрз, соето- 
ящ1я главнымъ образомъ въ усовершенствован сповобовъ р%- 
шен1я уравнеюй первой и второй степени. Они были также 
Учителями первыхъ итальянскихъ алгебристовъ замчательнЪзйние 
изъ которыхъ суть Леонардь Фибоначчи изъ Пизы (живиий 
въ кониз ХП й начал ХШШ стол) и Лука Пачголи изъ 
Бурго (1440—1515). 

Алгебра среднихъ вЪковЪ, какъ и алгебра Длофанта, 
состояла только въ рЪшеши численныхъ уравнений. 


Вс данныя задачъ суть рапопальныя числа и только 
надъ ними производится счислен1е; самыя задачи чаще всего 
выбираются такъ чтобы искомыя тоже были раптональны. (Д1о- 
фантъ дЪфлаетъ это всегда). Вогда приходится устанавливать 
правила для дЪйствЙ надъ выраженями содержащими въ себЪ 
искомое число. что случается довольно р%дко. алгебристы при- 
ОЪгаютъ къ соображенямъ займетвованнымъ изъ геометрти. 
Алгебрическаго счиелен1я въ стротомъ смыслВ этого слова. еще 
не существуетъ. 


4-ый пер1одъ (первая половина ХУ столвтИ). Эта 
эпоха характеризуетея значительными усиВхами въ алгебрЪ. 
Счиимонь Феррео. Тарталья, Кардань находатъ формулу 
для рЪшентя уравнений 3-ьей степени, ученикъ Кардана Фер- 
рари даетъ извЪетный «ипальянскй» ©пособъ рьшеня уразв- 





: 


АА Кар вией ЗЕЯ ЛО А О о И В ру = № 


* 


- ` 


ОСНОВАНГЯ ТЕОРШ АНАЛИТИЧЕСКИХЪ ФУНКЦИЙ. 23 





нон! 4-ой степени. Карданъ обращаетъ вниман!е на существован!е 
нЪеколькихъ корней въ уравнеши и различаеть ихъ на поло- 
жительные и отрицательные. ИзелВдоване неприводимало влучая 
уравнешй 3-ьей степени приводить къ открытцо мнимыхъ вы- 
ражешй. Геометры этой эпохи дЪлаютъ первыя попытки основать 
теоро отрицательныхъ и мнимыхъ выраженй. Въ отому-же 
врембни относится изобрьтене нзкоторыхь алгебрическихь 000- 
значенй (знакя + и —. знакъ равенства =, употребленте 
буквъ для обозначения неизаВстныхъ) вошедших впоелЬдетви 
-во всеобщее употреблене. 


5-ый пер!одъ. (Оть Вьоты до Кавальери). Эпоха ве- 
ликихъь открытй ознаменовавшихь и обусловившихь 6000ю’ 
новую эру въ истори математическихь наукъ. 

Францискь ета (1540 — 1603) прилагаетъь правила 
числовой алгебры своихъ ` пре, шественниковъ въ уравненямъ . 
связывающимь камя угодно величины, обозначая ихъ буква- 
ми и подвергая ихъ дЗИствямъ подобнымъ ариометическимъ. 
Эту алгебру символовё (зресе1ез) Вьъета называетъ |ослзйее зро- 
©10за въ отличе отъ 10019 ее пишегоза своихъ предшествен- 
никовъ и разсматриваеть ее какъ введене въ аналитическое 
‘искусство древнихъ, какъ бредетво пиЙит поп ртоМета 
зо[тете. (Съ этого времени анализъ становится преимущественно 
аллебрическима и слово анализъ становится впосл®дотви си- 
нонимомъ алгебры, которая дфлается теперь, подобно теорш 
пропорций древнихЪ. о0удесьос матевалическихъ наукъ. 

ВЙеть не ограничился введенемъ этой реформы; онъ по- 
казаль приложене своей алгебры къ рЪшемю опредЪленныхъ 
геометрическихь вопросовъ и построене неизвзстныхь помощью 
выражающихь ихъ формулъ: 910 наше ‹приложеше алгебры 
къ теометр!и» въ тВеномъ смыелЪ слова. Методы рЪшен1я урав- 
нен! и свойства ихъ получили новыя дополненя отъ бамато 
Вьъеты ий Гаррота (1560—1621). | 

Непирь (1550— 1617) открываетъ логариомы; его идеи 
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содержать въ себф зачатки теорйи безконечно-малыхъ. Полят!е 
о логариемахъ приводить къ нахождентю площади отр№зка ги- 
перболы отнесенной къ ассимитотамъ (Сувдоте ае 5. Ит- 


се 1647). 


Декарт» (1596—1650) строить на основаши ученя о 
пропорщяхъ общую теорю величинъ и ихъ отношенй и дЬй- 
отвЙ надъ ними, теортю не уступающую по своей ясности и 
строгости учению древнихъь и дающую способъ болЪз ращо- 
нальный чзиъ ©1060бъ Вьеты приложен1я алгебры къ соотноше- 
нямъ конкретныхъ величинъ. ВмЪстЪ съ тВмъ Декартъ разви- 
ваетъ и совершенствуетъь теор1ю уравнеюй и даетъ новыя осно- 
ван1я для всей геометри открытемъ метода координатъ — от- 
крытемъ найболЪе способствующимъ послфдующимъ усизхамъ 
математическихъ наукъ. Еще древние разсматривали различныя 
геометрическ!я фигуры. напримвръ плосвя кривыя лини какъ 
мета точекъ полученных помощью одного и того-же построетя 
съ перемВиными элементами. законъ измфнеюя которыхъ опре- 
дЪляетъ кривую. Но различныя крявыя опредзлялись построе- 
ями не имфвшими между с0б0ю никакой связи могущей дать 
средства для ихъ сравнительнаго изученя; такая связь можетъ 
быть установлена выборомъ построенй одното и того-же рода 
для возхъ кривыхъ въ какомъ-нибудь данномъ вопросЪ; можно, 
наприм$ръ. опредзлить ихъ точки пересзчентемъ прямыхЪъ про- 
веденныхъ параллельно двумъ неподвижнымъ., для веЪхъ кри- 
выхъ общимъ. пересфкающимея осямъ; въ этомъ простЪйшемъ 
построени состоитъ сущноеть способа Декарта. ПеремЪнные 
элементы этого построеня — разетоян1я прямыхъ отъ осей, ечя- 
таемыя по осямъ, суть Декартовы координаты точки; соотно- 
шен1е между ними, выраженное алгебрически, даетъ уравненае 
кривой, могущее служить ея опредзлешемъ. Изучене кривыхъ 
привоцится такимъ образомъ къ анализу ихъ уравненй. Выборъ 
осей координатъ въ каждомъ отдЗльномъ случа долженъ соот- 
вфтотвовать особеннымъ пЪлямЪъ изслЪдован!я; перемВна этихъ 
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осей въ случаз неудачнаго предварительнаго ихъ выбора не 
предетавляетъ трудностей и можетъ даже служить какъ особый 
уетодъ для обнаруживаня нЪкоторыхъ свойствъ кривыхъ ЛИНИЙ. 

Т%же начала не трудно было распространить и на геометр!ю 
въ пространствв трехъ измвренй: точка въ этомъ простран- 
ствз опредфлется 3-мя координатами, поверхность однимъ урав- 
нен1емъ связывающимъ три ‘координаты ея точекъ, кривая ЛИН 
двумя поверхностями или двумя уравненями. Такова основная 
илея Пекартовой Анамиюической Геометрии. Съ пей нераз- 
рывно связано геометрическое изображенае отрицательных рЪ- 
шен1й корней уравненй, реализащля отрицательныхъ величинт. 
Съ этихъ поръ алгебра `и аналитическая геометрля вЪ своемъ 
развити  идутъ рука объ руку; алгебра доставляетъ новые 
пруемы для изолвдованя и рЪшентя тгеометрическихъ вопросовъ; 

въ свою очередь. геометрическя воображентя служатъ источни- 
комъ новыхъ понят и методовъ въ анализ». Задача о про- 
ведени касательныхЪъ къ кривымЪъ. опытъ рфшентя которой данъ 
Декартонъ, скоро приведетъь къ открыт! дифференшальнато 
исчиелен1я. Оверхъ того для математики открывается еще новое 
и обширное поле: Галилеи кладетъ основаня динамики, во- 


_провамъ которой суждено было служить источникомъ иногихъ 


великихъ открыт въ анализ». Необыкновеннымъ убпзхамъ гео- 
метровъ этой эпохи много способствовало знакомство ихъ СЪ 
сочинен1ями греческихъ теометровъ, которыя стали въ то время 
всвмъ доступны благодаря новымъ ихъ издашямъ и переводам. 
Превне исчерпали свою науку, вращаясь въ кругв своихъ фи- 
лософскихъ традишй, своихъ вкусовъ, своихъ стремлений. Складъ 


° жизни и историческя уеловля ихъ наслздниковъ, арабовъ и 60- 


отояне умовъ въ Европ въ средне взка не способетвовали 
настоящему возрожден древней науки; оно совершилось лишь 
въ 16-мъ и 17-мъ вЪкахЪ нашей эры. Геометры этого времени, 
отдЪленные отъ ереднихъ вЪковЪ эпохою великихъ культурныхъ 
реформъ., побуждаемые стремленями къ новымъ горизонтамъ, от- 
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крытымь во всзхъ областяхъ точнаго знан!я, не связанные. 


традищями древнихъ, положили на ихъ беземертныхь творе- 
шяхЪъ осповаюя новой науки, громадное и величественное зданте 
которой продолжаетъ воздвигаться и въ наше время. 

6-ой пер1одъ. (отъ Кавальери до Ньютона, приблизи- 
тельно средне 60 лВтъ 1'7-го столЪ1я). Эта эпоха начинается 
еще въ предъидущемъ пер!одЪ и отчаети елужитъ его продол- 
жентемъ. Ронавентура Кавальери создаетъ «способа недтъли- 
мыхь» для вычисления. размВровъ тоометрическихъь образов; 
ототъ с10с0бъ опирается на понятя, составляющая преобра- 
зоване идей лежавшихъ въ основаи «способа истощеня» 
древнихъ; понят!я эти были выражены Кавальери не точно и 
несовершенно, но въ сущности правильны, й самый 6пособъ со- 
вершенно строгъ. ПримЪнен1е его основано на вычисленяхъ и 


геометрическихъ соображеняхъ требовавшихъ большой изобрЪ-. 


тательности и трудныхЪъ заключенй и замЪненныхъ впослвдетвли 
интегральнымъ исчисленемъ; тЪмъ не мене самая теоря ин- 
теграловъ построена на понят1яхъ, зачатки которыхъ принадле- 
жать Кавальери. Способъ недзлимыхъ былъ развитъ и усовер- 
менствованъ Робервалемь, Баллисомг. Ферматомь.... и въ 
особенности Даскалемь, которые въ приложеняхъ этого ©10с0ба 
къ вычисленю площадей и длины различныхъ кривыхЪ., различ- 
ныхъ поверхностей, ихъ объемовъ и центровъ тяжести обнару- 
жили всю силу своихъ темальныхъ способностей. Изыска- 
н1я этихъ теометровъ привели къ открыто безконечныхъ ря- 
довъ. введене которыхъ представляетъ одно изъ величайшихъ 
завоевантй математическаго анализа. Однимъ изъ первыхъ ав- 
торовъ этого открыт я былъ Наколай Кауфмань (Меркаторь) 
приведенный къ понят!ю о рядахъ стараюями приложить методы 
Валлиса къ квадратурЪ гиперболы (1668). Премъ Валлиса 


: 


годился только для квадратуры параболъ разныхъ порядковъ. - 


ординаты точекъ которыхъ прямо пропорцтональны различнымъ 
степенямъ соотв тетвующихъ абециссъ; ордитата-же разсматри- 
ваемой Меркаторомъ гиперболы обратно пропоритональна вели- 
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чинЪ превышающей на единицу соотвЪтетвующую ей абециееу; 
Меркаторъ замЗтилъ, что безконечнымь продолженемъ обыкно“ 
воннато алгебрическаго двленя можно придать этому выражению 
ординаты такой видъ, который позволяетъ разсматривать пло- 
щадь гиперболы какъ алгебрическую сумму площадей безконеч- 
нато ряда параболъ, расположенных по опредзленному закону 
по величинЪ ихъ, иеопредЪленно возрастающихъ, порядковъ. 
ПримВнивЪ ЕЪ этимъ параболамъ формулы квадратуры Валлиса: 
онъ получилъ площадь гиперболы въ вид безконечнаго ряда, 
раеположеннато по возрастающимъ степенямъ абециссы,; въ силу 
найденной раньше теоремы Гр. де С. Винцента, рядъ этотъ 
сталъ визетВ есь тЪмЪ алгебрическимъ выражентемъ логариома. 
Почти одновременно ©ъ Меркаторомъ, отчасти независимо отъ 
него, и друме теометры, Броуниерз, Греюри.... обралили 
вниманзе на безконечные ряды и приложили ихъ КЪ квадратурз 
круга и алгебрическому выраженю  тритонометрическихь велй- 
чинъ, лин помощью дугъ и обратно. 


Другою цЪлью, къ достиженю которой прилагали свои 
усимя геометры этого времени, было открыт!е новыхЪ 61060” 


_бовъ, подобныхъ Декартову, для проведентя касательныхь КЪ 


кривымъ даннымъ свойми уравненями. Эти способы, равно какъ 
и сродные имъ методы Фермата и ГюМенса для отыскаюи гео- 
метрическяхъ тазлта и таптта, по своимъ основнымъ мыслямЪъ 
уже близко подходятъ къ дифференцтальному почиесленю ; они 


_предетавляютъ. однако, частные прремы пригодные для рзиеня 


только извфетнато класса задачъ и совершенно лишенные эл9- 
ментовъ. которые позволили-бы распространить ихЪ на общй 
случай. Ихъ отношене къ дифференцальному иечисленю можно 
сравнить съ отношенемъ алгебры среднихъ вФковъ къ анализу 
Вьеты и Декарта; но тогда отсутетве руководящей идеи иЪитАло 
развитю и приложению алгориома, между тЪмЪ какъ въ данномъ 
случа, наоборотъ, отсутств!е алгориома препятствуетъ развит!ю 
и приложено почти уже созръвшей идеи. 
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Помимо указанныхъ открытй, аналитическая геометруя и 
злгебра въ рукахъ ЦШаскаля, Валлиса, Гюйгенса и ихъ совре- 
менниковъ дЪляютъ значительные успЪхи вЪ развии и усовер- 
шенствовани частныхъ пруемовъ. обозначен. въ постановкз и 
рзшенти интересныхъ задачъ. Гюйгенсъ открываетъ въ динами- 
КВ теоремы, которыя послужать главнымъ обснованемъь для 
знаменитыхъ «Началъ» Ньютона. 


Въ эту эпоху н$которые геометры приняли удержавшееся 
и распространившееся затЗмъ обыкновен!е ипредиолатать, что 
всЪ величины подвергаемыя алгебрическимъь вычиеленямъ выра- 
жены численными отношенями ихъ къ принятой за мЗру еде- 
нйцз, даже и въ томъ случаз. когда данныя величины 
несоизмВримы съ этой единацей; при такомъ предположения 
алгебрическля уравненя выражаютъ соотношеная только между 
величинами приближенными къ даннымъ; уравнен1я независимыя 
отъ стенени этого приближеня представляютъ соотношения между 
самими величинами: таковы формулы теометри, обладающя 
свойствомъ однородности. Въ другихъ случаяхъ уравнения бу- 
дутъ заключать въ себЪ погр®шности, которыя. впрочемъ, мотутъ 
быть сдЪланы какъ угодно малыми. Такя воззрёня имзютъ 
цзлью. не лишая алгебры ея универсальнато значенйя, отожес- 
твить основныя алгебрическя операши съ дЪйствями ариоме- 
тики. Это нововведене, совершенно противное духу древней 
математики и идеямъ Вьеты и Декарта находится, по всей 
вфроятноети, въ связи въ введоненъ въ вычисленя логариомовъ. 
Нужно замЪтить, что въ обозрЪваемый перодъ. алгебричесвй 
языкъ., обозначеня, премы изложеня еще неустановилисъ. и 
самыя понят1я имЪютъ характеръ неясности и незаконченности. 


1-ой пер1одъ. (Отъ Ньютона до Эйлера; послздняя треть 
17-го и первая треть 18-го столЪтя). Величайшее событие 
этого пертода— открыт!е дифференщальнато исчисленя Лейбни- 
цемь и Ньютономз—0оно играетъ первенствующую роль во всей 
этой эпохВ и управляетъ всей ея исторей. Лейбницъ основы- 
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ваясь на соображешяхъ подобныхъ тВмъ которыми руководились 
его предшественники и на открытой имъ связи между квадра- 
турой кривыхъ и такъ называемой обратной задачей о каса- 
тельныхЪъ, находить новое исчислене (поушт ©8]еиП 5епп$), 
примёнимое не только къ геометрическимъ кривымъ Декарта, 
но вообще къ плоскимъ кривымъ какого угодно происхождения; 
это исчислене несравненно малыхъ разностей сосзднихъ орди- 
нать и ихъ сумиъ (са]саз Чегета 8 © заштафот!а8), 
алгориомъ котораго состоитъ въ дЪйствяхъ надъ знаками 4 и 
Ю и ихъ комбинащяхъ. Это открыт!е даетъ Лейбнииу рЪшеше 
задачи о проведени касательныхъ и отыскани тахита и тл- 
пита для возхъ случаевъ алгебрическихь кривыхъ. Ньютонъ, 
независимо отъ Лейбница и исходя изъ совсфмъ другихъ на- 
чалъ, приходить къ тЪуЪ же результатамъ; онъ разсматриваетъ 
величины какъ образуемыя непрерывнымъ пряращенемъ (соп по 
шогешетфо) подобно пространству описываемому движущимся 
тзломъ. Перемфнныя величины (иет{ез) представляюще эле- 
менты какой нибудь геометрической фигуры. ординаты, абецис- 
сы, длины дугъ. площади, объемы,..... связанныя этой фи- 
турой при своемъ одновременномъ измфненш растутъ съ 
неодинаковыми скоростями, и отношен!я этихъекоростей (Пахю- 
1е5) могутъ быть выведены изъ аналитйческато уравненя 
Фигуры. Исчисленте флюкой имфетъ тотъ же алгориомъ что и 
дифференщальное исчислеше Лейбница. и вся разница этихъ 
исчислен1й заключается лишь въ обозначеняхъ; и однако, эта, 
разница имфла не малое вл1ян1е на судьбу обЪихъ системт: тя- 
желыя, неудобныя обозначентя и связанная съ ними термино- 
логя Ньютона были впослЪдетви окончательно вытЪснены 06о- 
значениями Лейбница, удачный выборъ которыхъ способствоваль 
также поелЗдующему развито алгориома. Ньыютонъ воспользовался 
своимъ открытмемъ лить вЪ незначительной мзрЪ; онъ приложилъ, 
однако, свой труды къ его развитпо и усовершенствован!ю; 
дальнзйшмими успфхами свойми новое исчисленте обязано отчасти 
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англекииъ геометрамъ этой эпохи: Аотесу, Муавру, Тейлору.. 
Маклорену. тлавнымъ же образомъ МЛейбницу и ето поелЪло- 
вателямъ : Ивану, Якову и Николаю Бернулли, Лопиталю, 
Фонтэну...... Трудами этихъ геометровъ. имена которыхъ 


до сихъ поръ связаны съ важнфйшими открытыми ими теоре-. 
мами и изобр№тенными ими методами. положены были первона-. 


чальныя основанмя дифференщальнато исчислентя и интеграль- 
нато исчисленя уравнений съ обыкновенными и частными диф- 
ференцталами. | 

Эти первые шаги ‚ исчислентя безконечно малыхъ сопрово- 
ждались открытямй въ одругихъ областяхъ математическато 
анализа. Задача Меркатора о сведении квадратуры плоскихъ 
кривыхъ отличныхъ отъ параболъ на квалратуру этихъ пое- 
лЪднихъ получаетъь рзшен1е въ различныхъ случаяхъ и приводить 
къ новымъ степеннымъ рядамъ. Ньютонъ, примЪняя этотъ ме- 
тодъ. найденный ймъ не зависимо отъ его предшественниковъ, 
открываетъ формулу разложентя бинома и даетъ методъ для р%- 
шен1я аятебрическихъ уравнен!й помощью рядовъ (аналитичесвй 
параллелограмиъ). Пользуясь формулой Ньютона, Галлей нахо- 
дитъ разложене данной величины по степенямъ ея лотариема, 
Муавръ создаетъ теорю возвратныхъ рядовъ. Лейбницъ п 
братья Бернулли впервые обращаютъ внимане на теор1ю число- 
выхъ рядовъ, опредЪляютъ ихъ суммы въ различныхъ случаяхъ 
п даютъ первые признаки ихъ сходимости. Стирлинг отыеки- 
ваетъ правила для нахожденя выраженй разлатающихея въ 
данные ряды извЪетнаго вида, Способъ радовъ прилагаетея къ 
ариеметическимъ вычислен1ямъ. къ разнообразнимъ матемали- 
ческимъ вопросамъ. къ теорямъ конечныхъ разностей, вЪроят- 
постой, къ интегральному исчислению; онъ служитъ для нахожден1я 
интеграловъ въ тЪхъ случаяхъ когда они не могутъ быть най- 
дены въ конечномъ видЪ. 


Таково соетояме теоми рядовъ въ эпоху Лейбница и 
Ньютона; развит!е ея и введеше алгориома дифференилальнаго 
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п интегральнаго исчисленй сблизило алгебричесмя выраженя 
й вообще величины опредфляемыя алгебрическими уравненями 
съ величинами трансцендентными-—логариомамч, тригонометри- 
ческими линями, ихъ дугами,..... . интегралами не мотущими 
быть выраженными алгебрически. вообще съ величинами исчис- 
ленте которыхъ превышаетъ силы обыкновенной алгебры (Чца- 
ти гало у1ез Апа1у5е05 вопит фтапзсепай). Оба класса 
величинъ, съ этихъ поръ, составляютъ равно предметъ новаго 
анализа подъ общимъ названтемъ функций. Рьшене нЪкоторыхъ 
вопросовъ интегральнаго исчисленя поставило геометровъ въ 
необходимость разсматривать функщи въ неопредЪфленномъ видЪ 
и ввести особые знаки для различеня неопредфленеыхъ функ 
по ИХЪ формв ий перемЪннымЪъ отъ которыхъ онф завиеятъ: со- 
четан1е этихъ знаковъ между 6060ю и съ другими еииволами 
анализа привело къ 0бобаго рода исчисленю и дало новые 
принципы для классификалля и изучен1я перемВнныхЪ величинъ 
въ анализЪ; такимъ образомъ положено было основанше меори 
аналитическихь функийй. 


Тейлоръ находитъ одну изъ первыхъ и важнЪИшихь тео- 
ремт въ твори функий — разложене всякой аналитической 
функши въ рядъ носящИ ето ймя и примЪняетъ этотъ рядъ 
къ интегрированю нЪкоторыхъ дифференщальныхь уравнений; 
нфеколько позже Маклоренъ доказываетъь иначе и въ другой 
формВ тоже предложене и прилатаетъ его къ разложению въ 
ряды проствйшихъ функий и къ выводу извЪетной формулы 
для выраженя интеграловъ въ теорш конечных разностей. 
НЪкоторые виды функ служатъ предметомъ особаго вниман1я 
математиковъ этой эпохи: Фридрих Христлань Майерь даетъ 
первый опытъ аналитической тригонометрии; Лковъ Бернулли 
изучаеть показательныя функши; изучеме логариемической 
функции приводитъ къ введеню мнимыхъ перемВнныхЪ: эти 
послЪдн1я даютъ возможность установить связь существующую 
между тригонометрическими и показательными величинами. Изелф- 
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довання Фаньяни о дутахъ эллипса и гиперболы, разности ко- 
торыхъ выражаются алгебрически и о дзлеми пополамъ дуги 
лемнискаты предотавляютъ первые зачатки теорий эллиптичес- 
кихъ функ. 


Быстрое поступательное движен1е анализа не дало возмож- 


ности тгеометрамъ эпохи Лейбница и Ньютона строго и точно. 


обосновать введенныя ими новыя поняття. Жарюе споры возто- 


раюотся о началахъ дифференшальнато исчисленя. о безконечно . 


малыхъ и безконечно большихъ, о логариомахъ отрипательныхъ 
количествъ...... ‚ споры которымъ суждено было продолжатьея 
еще мног!е десятки лЪтъ. Эти споры не задерживаютъ формаль- 
наго развитйя новаго анализа, удпвительная сила котораго въ 
различныхъ математическихъ вопросахъ, въ механикВ, геометруи 
астроном.... обнаруживается все болЪе и боле. ВоззрВня 
на природу алгебрическаго счисленя остаются тзий-же что и 
въ предъидун!Й пертодъ. Классическое сочинете Ньютона 00ъ 
этомъ предметЪ упрочиваетъ взглядъ на алгебру какъ на общую 
ариометику ^ (Агйтемеа Отиуегза$). Ариометическое учене 
о положительныхъ и отрицательныхъ количествахъ, о корняхъ 


опредфленныхъ алгебрическихъ уравненй и объ ихъ вычиеленти: 


составляетъ сущность Ньютоновой алгебры; съ этой точки зрЪ- 
ня мнимыя выраженя вЪ алгебр служатъ только символами 
невозможности рьшен1я предложенныхъ задачъ (тга41е$ пироз- 
8101ез). 

8-ой пер1одъ. (Оть Эйлера до начала 19-го столЪт!я). 


Эпоха наибольшато формальнаго развитя анализа. УспЪхи ана-. 


лиза сдЪланные въ этотъ перюдъ достигнуты. главнымъ обра- 
зомъ. трудами Эйлера, Даламберта. Ландена., Ламберта. Ла- 
ранжа. Монжа, Лежандра. Усимями этихъ геометровъ ‘и 
многихъ другихъ. важнЪйше отдзлы дифференщальнато и ин- 
тегральнаго исчислен1й. варацтонное исчислене. открытое Лаг- 
ранжемъ, теорля Эйлеровыхъ  интеграловЪ. эллиптическихъ 
интеграловъ. Ламбертова теорля гиперболическихъь функщйы— 
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всф эти учентя доведены были почти до такого собтояня, въ 
какомъ они находятся и въ вастоящее время; способъ Лалам- 
берта для интегрированя линейных дифференцальныхь урав- 
нешй, изысканя Монжа въ теори уравнен!й съ частными произ- 
водными, теоря особыхъ рьшеюй дифференщальныхь уравненй, 
данная Лагранжемъ й друя болфе или менфе важныя работы 
въ наше время сдЪлались классическими. Эйлеръ собралъ и 
привелъ въ порядокъ, въ стройную систему результаты добытые 
имъ самимъ, его современниками и предшеетвенниками, въ со- 
чинен!яхъ, которыя служатъ до сихъ поръ образцом клаеси- 
ческаго изложентя. Онъ установилъ классификамю извЪетныхъ 
вЪ то время видовъ аналитическихъ функ, ихъ разд®лен!е 
на простыя и сложныя, на алгебрическя и трансцендентныя 
разныхъ родовъ и далъ полную теорю простЪйшихъ функшй 
мнимаго перемЪннато; ученте. о безконечныхъь рядахъ подвергъ 
онъ подробной разработкВ и оботатилъь ето многочисленными 
результатами. Первыя изелЪдовашя Эйлера въ этой области 
были направлены, по прямфру Стирлинта, къ отысканю извфет- 
ныхЪ классовъ рядовъ, которые можно было бы суммовать т. 
в. найти конечныя выражения разлатаюцщияся въ эти ряды. Эти 
изслфдован!я поелужили поводомъ къ основано теорий опредф- 
ленныхъ интеграловъ й къ усовертенетвованю Маклореновой 
формулы для интегрировантя конечныхъ разностей. Другтя работы 
Эйлера инЗютъ предметомъ разложене въ ряды различныхъ функ- 
Я, преобразован!е рядовъ изъ одного вида въ другой, отыскане 
признаковъ сходимости числовыхъ рядовъ. Не менЪе замЪчатель- 
ны работы въ теори рядовъ сдЪфланныя Лагранжемъ., который от- 
крылъ формулу для обращеня функщ носящую его имя и нашелъ 
выражен!е для остаточнато члена Тейлорова ряда; рядъ этотъ 


послужилъ Лагранжу исходнымъ пунктомъ для изложеня теорш 


аналитическихъ функщй независимо отъ понятй лежащихъ въ 
основами дифферентальнато и интегральнаго исчислении. По- 


нятя эти продолжаютъ подвергаться сомнЪшямъ и нападкамъ 


Т. ХП Зап. Мат. Отд, З 


34 Й. ТИМЧЕНКО. 34 


даже въ точной и строгой, хотя правда. слишкомъ отвлеченной 
ФормВ данной имъ Эйлеромъ. Дарно. посредетвомъ остроумныхъ 
соображен1й старается доказать полную строгость результатовъ 
достигаемыхъ исчисленемъ Лейбница. Даламбертъь старается 
выяенить истинное значен!е этого исчислентя, основывая его на 
теор1и предзловъ. Тотъ же геометръ высказываетъь остроумныя 
и справедливыя замфчан1я о началахъ алгебры, именно о теорти 


отрицательныхъ велйчинъ, его идеи мало распространяются; - 


Аллебра Эйлера, замЪнившая Общую ариеметику Ньютопа, въ 
отношении основныхъ принциповъ ничзмъ не отличается отъ 
этой послздней. 


ПзелЪдован1я и пререканя теометровъ о природЪ интегра- 
ловъ уравнен1й въ частныхъ производных вносятъ новыя иред- 
отавлемя въ теорпо функций — предетавлентя о функиляхъ не 
подчиненныхЪ одной и той-же аналитической формул во всемъ 
своемъ теченш или даже совершенно произвольныхъ, соотв$т- 
ствующихъ кривымъ проведеннымъ на плоскости ИБего ис; 
_@ъ другой стороны, изелЗдованя 0бъ интегралахъ уравнений 
въ частвыхъь пройзводныхъ порождаютъ зачатки теор1и трито- 
нометрическихъ рядовъ. 


Общий, характеръ развитя математическато анализа въ 
эту эпоху— чисто формальный. Геометры вырабатываютъ оруд!е 
большой и испытанной силы, оруд!е достигшее своего совершен- 
ства въ рукахъ Эйлера и Лагранжа. формулы которыхъ пред- 
оставляются въ высшей степени законченными. Однако область 
приложимости формулъ остается не выясненной и неочерченной; 
мнот1я иИзЪ нИихЪ не имвютъ даже опредЪленнато значеня и 
подвергаются различнымъ толковамямъ со стороны геометровъ, 
у которыхъ н$фть еще принциповъ для установленя однообраз- 
ныхЪ й правильныхъ воззрнЙ; мало того, потребность выра- 
ботки такихъ принциповъ сознается только немногими математиками 
составляющими исключен!е, сознается неясно и лить въ отдЪль- 
ныхФ, частныхъ случаяхъ. Другимъ слЪдетнемъ йеключительно 
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формальнато направлентя въ апализ® является то обетоятельство, 
что средства его почти совершенно исчерпываются. «Га тте 
её @6]А {гор ргоп4е», говорить послфдюйЙ и величайний 
представитель этой эпохи, Лагранж. ‹её & шошз  Чи’оп пе 
4бсопуге 4е попуеаих 013, П и@та 40 оп ма Гафал- 
Чоппег», Открыт!е этого новаго рудника выпало на долю 19-го 
въка, 


9-ый пер1одъ. (Первыя три четверти 19 столЪтя). 
Эпоха точной разработки математическато анализа; основанте 
новой твори функщй. 

Два человЪка столтъ во глав новаго движеня: Гаусс 
и Аошии. Склонный по свосму характеру къ точности и стро- 
тости, воспитанный въ нихъ’ старательнымъ изученемъ творешй 
древнихъ теометровъ, Гаусеъ считалъ эти качества высшимъ 
достоинствомъ веякаго матоматическато изслфдованя и съумВлъ 
внушить ихЪ своимъ ученикамъ  словомъ и дфломъ: онъ оста- 
вилъ по себЪ рядъ работъ не уступающихъ., по совершенству 
изложения, сочиненямъь Архимеда и Ювклида. Въ противность 
обычаямъ геометровъ прошлато столЪ1я, Гауссъ считаль необ- 
ходимымъ условтемъ воякаго анализа такую его постановку, при 
которой можно было бы отдать себЪ отчетъ и составить ясное 
представленте о значении каждато момента аналитическаго изыс- 
кан1я; сообразно съ этимъ въ опубликованныхъ имъ работахъ, 
имфвшихЪ иЪлью рЪфшен1е труднзИшихъ вопросовъ алгебричес- 
каго анализа и теорти чиселъ, теорш рядовъ и интеграловъ. 
‚ механики И аналитической теометр!и, етаралея онъ, насколько 
возможно, отраничить пользован1е йсчислентемъ безконечно ма- 
лыхъ и общими теомями и, во многихъ елучаяхъ, прибзгалъ 
БЪ геометрическому толкованшю и изелфдованию вводимыхъ имъ 
понят. Съ самыхъ раннихъ годовъ своей дЪятельности Гауссъ 
обладаль общими методами и понятями и важными результа- 
тами, распространене которыхъ содЪйствовало бы, несомнЪнно, 
вЪ огромной мЪрВ успЪхамъ науки; волвдетв1е сдержанности и 


36 И. ТИМЧЕНКО. . 





требовательности ето по отношеню къ своймъ произведенямъ 
открытя эти распространилиеь отчасти только въ тЪеномъ 
кружкВ его друзей и учениковъ. отчасти сдЪлались извФетными 
только по его смерти. Рапса зе тафага — таковъ былъ его 
девизъ. 


Совезмъ другою представляется дЪятельность Коши. Пыл- 
к и нетериливый, постоялно вдохновляемый новыми идеями, 
онъ спзшилъ приложить ихъ къ самымъ разнообразнымь мате- 
маляческимъ вопросамъ и сдфлаль свои труды вофиъ извфотными; 
его произведемя представляютъ точное изображене его дЪя- 
тельности. Характеръ эпохи сильнфе чВиъ въ ГауссВ выразился 
въ Коши; онъ быль глубоко проникнуть сознамемъ недостат- 
ковъ ий слабой стороны “воззрьнй своихъ предшественниковъ. 
исключительности и неотраниченности формальнато развитя ана- 
лиза; это сознанме придало извЪетной сторонЪ его дЪятельности 
отрицательный характеръ: въ своихъ аналйтическихъ работахъ 
онъ не только заботится о стротомъ опредЪленш значення вво- 
димыхъ понят, объ опредзлеюми границъ приложимости фор-. 
мулъ. но и въ самыхъ результатахъ имфетъ онъ въ виду часто 
отряцательныл свойства изслВдуемаго предмета, игнорированте 
которыхъ закрывало предшественникамъ Коши пути къ открытию 
новыхъ, найденныхъ имъ, математическихь истинъ. Вов важ- 
нфйния работы Коши группируются вокругъ одного капиталь- 
наго открыт!я, составляющато одно изъ величайших завоеваюий 
челов ческой мысли: это открыте-—повая иеорзя аналиитичес- 
кихё функций. 


Изучен1е перемфнныхъ-величинЪ вЪ анализ — такова вообще 
задача теор аналитичеекихъь функшй: согласно идеямъ новой 
эпохи. первой пЪлью этого изученя было опредЪзлить реальный 
характеръ зависимости опредЗляемой аналитическими формулами. 
Формулы эти могутъ быть весьма разнообразны и чрезвычайно 
сложны и представлять изъ себя часто неприводимыя сочетаня 
аналитическихъ символовъ. Но. гакъ извЪстно было еще Да- 
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ламберту и Эйлеру, веВ эти выражешя, по крайней мЪрё въ 
области алгебрическихъ функ Й и простзйшихъ трансцендент- 
ныхЪъ, скажемъ вообще элементарныхь функшй, мотутъ быть 


приведены къ такъ называемому мнёмому выражению ао т 
составленному изъ двухъ вещественных» положительныхЪ или 
отрицательныхь количествъ. эная это легко видЪть, что элемен- 
тарныя танаилическля формулы опредЪляютЪъ взаимную зависй 
мость составныхъ величинъ или наръ вещественныхъ количествъ; 
сближая вс трансцендентныя функии ©ъ проетьйшими, можно 
сказать, что теортя аналитическихъ функш есть теорея функилий 
мнимыхь перемънныхь; если представить составляющия мни- 
мато выраженя какъ координаты точки на плоскости, можно 
вообразить вебЪ также аналитическую зависимость механизмом, 
овязывающимъ движен!е точекъ на одной и той-же или различ- 
ныхЪ плоскостяхъ. Характерной особенностью такого движен1я 
является ето пЪльноеть, непрерывность. обусловливаемая непре- 
рывностью аналитическаго закона, и то свойство, что сравни- 
тельныя скорости точекъ., будучи опредФляемы изъ формулы по 
правиламъ дифферениальнато исчислешя., въ каждомъ момен- 
тальномъ положенми точекъ независятъ отъ направленя ихъ 
движентя; такое свойство функющйЙ мнймаго перемВннаго Кошя 
называль ихъ монотенностью. Изучен!е механизма функили, его 
скоростей и другйхъ свойствъ даетъ полный реальный образъ 
аналитической зависимости и цфлую систему новыхъ понлий ип 
методовъ для изслЪдовантя функц. Такова сущность воззруъй 
Коши: онъ разематривалъь аналитическая функции какъ особый 
случай общей зависимости между мнимыми величинами, общихъ 
функшй мнимыхъ перем$нныхъ. Два замВчательныхь аналйти- 
ческихъ открытя послужили дополнешемъ къ основнымъ поло- 
женямъ новой теория. Первое изъ нихъ — теоря интеграловъ 
опредФленныхъ  послЪдовательностью  значешй принимаемыхъ 
подъинтегральной функилей между мнимыми предфлами. Введе- 
н1омъ такихъ интеграловъ и открыт!емъ главныхъ йхъ свойствъ 
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Кошй безконечно расширилъ область теори функитй. давъ оено- 
ван1е для опредЪлешя. какъ фунюшй мнимаго перемфннаго. 0ез- 
численнато множества транецендентныхь функий выражаемыхъ 
интегралами. 'Теор1я интеграловъ между мнимыми ялредзлами 
виЪетЪ съ тЪиЪъ послужила для него аналитическимъ орудемъ 
для доказательства многихъ предложенй новой теорти функшй. 
Второе открыт1е—это знаменитая теорема о возможности и пре- 
двзлахъ разложения непрерывной и моногенней функции мнимаго 
перемЪфннаго въ степенной рядъ по формул Тейлора. Въ силу 
этой теоремы Коши, степенной рядъ, для извЗетнаго круга зна» 
ченй перемзнной является общей аналитической формой всякой 
моногенной функши-—элементомъ для ея опредЪлен1я и изучения. 
Воши налелъ также й друйя аналитическяя выраженя для н%- 
которыхъ классовъ монотенныхъ функц, разлатая ихЪъ въ 0ез- 
конечные ряды и произведентя рашональныхь функий. Глав- 
нымЪ средствомъ для полученя такихъ разложенй служило ему 
исчисленле : вычетов», которое приложилъ онъ, кромВ тото. къ 
рфшенио самыхъ разнообразныхъ вопросовъ математическатго 
анализа. Работы Воши и ето учениковъ и современниковъ, 
Лувиля, Пюизб, Бр!о й Букэ, по теор1и алгебрическихъ функи! 
и ихъ интеграловъ, по твори функшй опредЪляемыхъ диффе- 
ренщальными уравненями. хорото извЪетны. Коши принадле- 
житъ также множество работъ по тоори мнимыхъ величинъ, 
рядовъ, опредвленныхъ интеграловъ, алгебрическихъ. транепен- 
дентныхъ, дифференшальныхь уравнешй, вартащлонному йсчисле- 
ню. теори чиселъ.... Мнимымъ величинамъ и рядамъ поевя- 
ТилЪ онъ 060б0е внимане; реализатю мнимыхъ величинъ и 
дЪйств1Й надъ ними разематривалъ онъ съ самыхъ разнообраз- 
ныхъ точекъ зрЪн1я, стараясь придать своймъ взглядамъ воз- 
можно большую ябность; та точка зрья на которой онъ оста- 
новилея преимущественно передъ другими сдзлалась классичес- 
Кой; По его словамъ, онъ заимствовалъ ве у Арзанда; Гаусеъ, 
съ своей стороны, пришелъ къ тому-же взгляду независимо отъ 
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Коши и Арганда. Учеше о рядахъ было впервые поставлено 
Коши на тв прочныя основаня, на которыхъ покоится оно И 
теперь; кромв многихъ предложений о рядахъ, найденныхъ 
Коши, своему современному состояню учеше это обязано также 
работамъ Гаусса и Абеля, не говоря о многочисленныхъ рабо- 
тахЪ другихъ математиков, между которыми важнЪйшее мЪото 
занималотъ труды по теорий тригонометрическихь рядовъЪ н&8- 
чатые Фурье п усовертенствованные Дириклэ и Риманомь. Имена 


ЭТИХЪ ДВвухъ послЪднихъ геометровъ  свазаны также съ вели- 


камъ открытемъ Римана вЪ области алтебрическихъ функ 
и ихъ интеграловъ. Въ 1827 тоду Абель и Якоби открыли 
двойную пер!одичность обратныхъ оунюшй эллиптических ин- 
теграловъ; этимъ положено было начало теорти эллиптяческихъ 
функиЙ и вообше функийЙ - связанныхъ съ алгебрическими и 
ихъ интегралами. Не смотря на дальнЪйния открытя Дбеля, 
Якоби и ихъ поблфдовалелей въ этой области, на изыская 
Пиз и Коши, приложившихь къ вопросамъ ея теоршо фунещй 
мнимато перемвннаго, вопросы эти представляли еще, въ общей 
постановк®, непреодолимыя затрудненя. Риману пришла вЪ го- 
лову гентальная мысль приложить къ рёшеню ихъ одно весьма 


‘общее начало открытое Дириклэ въ аналогичномь вопросз теоре- 


тлческой механики; пользулеь этимъ началомъ и извЪетнымъ, 
зам чательнымъ распространенемъ геометрической теорти Функций 
Коши, Риманъ создалъ свою 7%еорио абелевыхь интараловв. 

Таковы важиЪ ше моменты въ развитш теорши функций 
въ разематриваемую эпоху. Пути открытые геометрамй этой эпохи 
еще далеко не пройдены. Продолжене и дополнеше ихъ работъ 
принадлежить нашему времени. Ихъ воззрЪня, помят1я. методы 
не пережиты нами, они еще составляють достояне 10-го и 
посл дняго. современнато намъ пер1ода. 


Таковъ обзоръ предлагаемыхь ипсторическихь свЪдешй; 
ин остается развить и дополнить его фактическими данными, 
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Первый перодъ. 


Црокль Дзадохь, ученый философъ У-го стольмя по Р. 
Х. въ своихъ комменталяхъ на первую книгу Евклида !). по- 
мфотилъ отрывки, заимствованные им ИЗЪ древнзйшихъ пиба- 
телей 2) и служашйе тлавнымъ иеточникомъ истори греческой 
математики до Евклида. Сопоставленме этихъ отрывковъ съ дру- 
тими. разсВянными въ сочиненяхъ различныхъ греческихъ пи- 
сателей и съ памятниками математической литературы Егиитанъ 
и Халдеевъ”) даютъ матермалы для суждешя о состоящи ма- 
тематическихь наукъ въ эту эпоху“). Воть какъ нередаетъ 
Проклъ происхождене геометрии °): 





') Ргоей Гладосй п рглаша Еае18 е]ететфогим ИЪгиа соштет{аги 
ех гесост. бо4о{г. Ечещет. Тараае т ае4. В. б. Телриети 1873. 

*) Ивдема Родосскаю одного изъ главныхъ учениковъ Аристотеля, 
живигаго въ конц 1\-го и началЪ П-го взка, Гемина ученато писателя 1-го 
вЪка до Р. Х..... Вопросъ о томъу какихъ именно писателей заиметвовалуь 
Проклъ ть или друг!е отрывки представляетъ большия трудности. ем. Раш 
Таптету. Га Сботбаче Стесдие. соттаепф зоп В13ю1те поцз езф рагуепие еф се 
{ае поцз еп зауопз. Еззал сг1Яаие. 1-ге раг@е. Раг1з., Саи ыег—У Шагв 1887; 
7. Г. Небе въ РЬ0]00иаз, Дейзи Раг 4. К]азз. АЦегВашт ХШЦ, 2. 

3) См. 5. Втев. беотлет1е Раругиз (ИейзейтИ Ё. аесурЬ. Бргаефе & 
АЦегМашзкиапае В. у. Герзгаз. 1868: Берё-Ос%. рр. 108— 110); Е ша ета- 
ИзеВез Нап@фаев 4ег аЦеи Аесурфег (Раругаз ВЪша 4ез ВгиязЬ Мазеит). 
пЪегзе{7ф ип@ егК1Атф у. 49. Езетойт, Гетрало 1877; М. Сатог. Уотезапееп 
Ир. Сезев1е {ее аег Мабфетаяк. Егфег Вапа. Ге’гржо, Тепфпег 1880: ВН. 
Нате[. Гат Сезев1е{е ег Мабпета$ к т АЦег Ваш апа МЩе!аЦег. Те!ридо, 
Тепрпег 1874; ЛГ. Сапюг. ОеЪ. 4. зосепаппфеп 5е4$ 4. аесур. МабпетайякКег. 
А. е. Ве а. В. УМеуг (ЗЦиииоз. а, К. АК. 4. УУ1553.). МУлеп 1884. бего]4?’з 
Ровп; (. Мазрего. Нафолге апелепие 4ез репр1ез 4е ГОгепф. 4-е 64. Рам, 
Насвейе & Со. 1886. | 

*) Въ послЬднее время истор!я математики въ доевклидовекую эпоху 
подверглась совершенно новой обработк® ; ем. М. Сащот о. е. Р. Тазтету о.е. 
(сводъ статей напечатанных въ ВиЙ. 4ез Эс. тай. & Азг. начиная съ Апр%ля 
1885 г.). С. Л. АИтап. бтеек Сеотефгу гот 'ТЬаез 10 Васа. Бара Чи1- 
уетэфу Ггезз зег1ез 1889 (еводъ статей напечатанныхъ въ Негтайепа начиная 
съ 1877 г.); С. А. Вгезсйтез4ет, Пле беотейме по@ @1е Сеошеег уог Епе а. 
Гери, ТепЪпег 1870. 

°) Ргобиз е4, Еме ет рр. 6417—65.7. 
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«Согласно съ обще раепроетраненнымъь преданшемъ перво- 
начальное изобрЪтеше Геометри принадлежять Югиптянамъ и 
вызвано было необходимостью постоянно повторять измфрен!я 
земли, дабы возстановлять границы владвн1й уничтожаемыя раз- 
лит1ями Нила. Не нужно удивляться тому. что практическая по- 
требность могла вызвать къ жизни эту или другую науку, ибо все 
произрождающееся дЪфлается совершеннымъ изъ несовершентаго. 
происходить естественный переходъ отъ чуветвованя къ раз- 
суждентю, отъ разсуждешя къ понямямъ чистато разума (40- 
о} 030с 00у © Моаьбу ха по тоблод) &т 05»). Подобно 
тому какъ точное знаше (4хр'В7< 1уФою) чиселъ получило на- 
чало у Финиюянъ благодарл развитию ихъ торговыхъ сношений, 
Геомотруя ЕКтинтянъ иметь указанное проиехождене» В 

Единственный до сихъ поръ извЪотный математическя 
памятниюъ древняго Ёгипта. папирусъ Ахмеса?), показываеть 
что въ этой стран математика была тЪфено связана съ прак. 
тическими потребностями; рядъ задачъ*) о пахождени площа- 
дей плоскихъ многоугольниковъ и круга, объемовъ усЪченныхъ 
пирамидъ опредЪленныхъ извЪетными данными числами — такова 
сущность египетской геометрии. почти буквально отвЪчающей зна- 
чен1ю этого слова; почти такой-же практический характеръ иметь 
ариометика Ахмеса“). Егинтянамъ извЪстно было еще ностроенте 
прямаго угла съ помощью веревки натянутой между тремя 





') Эта цитата, какъ и большинство другихъ. не предетавляетъ доелов- 
наго перевода; тамъ гдз нужно было обратить вниман!е на особенности под- 
линника я привелъ въ екобкахъ его отрывки. 

2) О времени написашя этого папируса и подробноетяхъ его содержан1я 
ем. Сатот о. с. Уог|. Кар. Г цоа ЦП, 1. 4. в. 5046. еёе., Нап о. ©. рр. 
83 —87, Мазрето, о. с. р. 73, Езетомг, Бётей. 1. ве. По словамъ Гоу въ Бри- 
танскомъ музеЪ есть еще болЪе древний евитокъ математическаго содержан!я; 
къ сожальнио, онъ повидимому слишкомъ крвнокъ и не можеть быть открыть, 
ем. ]алтез Сош. А зпот& В130гу оЁ Стеек Мабтета1ез. Сатт1@се Ошуегз Ку 
Ргезз. 1884. р. 16 п. 1. 

3) См. Вис. 1. с. 


*) М, Сашог. Уог1. Каф. Т. 
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кольями. отетоящими другъ отъ друга на разетоянтяхъь  отноея- 
щихея между 6000ю какъ 3: 4: 5-— отсюда происходить наз- 
ван!е +ариедэнавтовь '). данное греками егинетскимъ геометрамъ 
Таковы были математическя знашя, привезенныя, по словамъ 
Прокла, въ Елладу Оалесомь”); «онъ самъ сдЪлаль нЪеколько 
открытй и проложалъ своимъ послЗдователямъ пути къ новымъ 
результатамъ, пытаясь получить ихъ одни — болфе общими. друге 
болзе конкретными соображенями (1015 мёу хадомифтеро» те 
Во юу, торс 08 оодулихютероу)».—Иму приписываютъ доказа- 
тельство предложен1й, что кругъ дЪлится д1аметромъ пополамъ 3) 
что углы при оснований равнобедренныхъ треугольниковъ равны “). 
знан!е равенства вертикальныхь угловъ“), пропориональности 
катетовъ въ двухъ прямоугольныхъ треугольниковъ 6ъ равными 
острыми углами 6). то предложене, что треугольникъ опредф- 
ляетел вполнЪ основанемъ и углами при немъ7); кромз того, 
товорятъ, умфлъ онъ вписывать прямоугольные треугольники въ 
кругъ8), слфдовательно, по всей вЗроятности зналъ равенетво 
двумя прямымъ суммы утловъ треугольника ?): это позволяетъ 
думать, что Оалесу не чуждо было представлене о кругВ какъ 
0 зеометрическомь мъсть вершиянъ построенныхъ на его д1а- 
метр$ треугольниковъ, въ которыхъ сумма угловъ при дламетрЪ 
равна прамому {°)). Какъ ни недостаточны эти свЪздВня, они даютъ 


1) Демокритъ говоритъ о себЪ : урярыёыу суу9 010$ рЕтТх ХпобЕ ох 00015 
хо Е при) АмЕеу 099'0ё Абуопт( ту хадЕбиеуое ‘АрпЕбоэйттии. ((Сетепйз Фех. Э&то- 
таф. Г. Г. е4а. Робетапае 357. еа. В. Ко (Шрыае Е. В. бевучекеги зв) 
1831. Орегаю омшп!а $. П. р. 50. 3—5); приведенное толкован1е слова Наг- 
редопамае (натягиватели снурка) принадлежитъ Кантору (Уо. рр. 55—57). 

*) Ргос/из е. Емейе р. 65,7— 1. 

3) Гтос7из Ег. р. 15710—11. 

') 14. рр. 250.20—251.2. 

5) 14. р. 299,1—4. 

8) Ршатейиз. Бер. Бар. Сопаь. 2. у01. 1Ш., р. 174, еа. 2190. 

7) Ргосиз. Ег. р. 352.14— 18. 

*) [0депез Гаетвиз, УЦ. рВ1053,. ТГ, с. 1, п. 3, е4. С. С. Соъеф фр. 6, 25—27, 

3) АНтап. о. с. р. 11. 

2%) м. р. 13; 


РИ 
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нзкоторое осповаме приписывать Оалесу начало абстрактной 
математики, 

«Пиоаторъ преобразовалъ эти знамя въ форму свободнато 
учешя (е< сура пабеос зо) ро) восходя къ выешимъ ето 
началамъь и разыскивая предложешя его отвлеченно и чисто 
разумнымь путомъ (а&0)\с хой у0ер6с); онъ также открылъ 
теорию иррашональныхъ величин (ту \буюу пратиале(ау)› 1). 
Кь этому открыто привело его разсмотрВе равнобедренвыхъ 
прямоугольныхъ треугольниковъ, стороны которыхъ онъ старалея 
выразить числами *), или задача о разд лени прямой въ среднемъ 
и крайнемъ отношени: если на большемъ отр®зкЪ. въ такомъ 
дЪлени, взять часть равную меньшему, то больш! отрЪзокъ 
раздлится тоже въ среднемъ и крайнемъ отношени; продол- 
жеше этого процесс» истощитъ данные отрёзки если они со- 
измфримы, въ противномъ же случаВ никогла не окончится ; 
эти два случая устанавливаютъ различте между рашональтыми 
и ирраплональными величинами 3); существоваие иррашональ- 
ныхЪъ величинъ Пиоагорейцы считали одпимъ изъ величайшихъ 
открыт своей школы; въ числ другихъ математических 
знай этой школы намъ интересно отмЪтить слфдуюцщия. «По 
словамъ Евдема», говоритъ Проклъ*), ‹открыте о приложения 
равныхт, избыточных и недостающихъ площадей (7 = пара- 
ВоХ?] тФу Хорюу хй 1 бперВо^ 1 х® 1 Е) Ле, фи <), древние 
й принадлежить Пиоаторейцамъ, относившимъ эти понят!я къ 
построеню въ плоскости данныхъ площадей на прямой лини 
опредзленной длины: площадь приложена къ данной прямой, 
когда она равновелика какой нибуль данной плошади постро- 
енной на этой прямой; когла вя основаше больше данной 


1) Рхосиз. Ег. р. 65.,15—20. 

3) АЙтам. о. с. рр. 42. 48. 

*) 194. 1. с. ср. Ешсй@з Шетеща, ПЪ. Х, ргор. И.Т, е4. Не\его, у. ПТ. 
(ТАряае. ТепЪп. 1886) рр. 7— 13. 

°) Ргобиз. Ег. рр. 419.15—420.7. 
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прямой—она находится въ избыт/ль. котда меньше—вЪ недос- 
пиипкь; въ такомъ смыслф употребляетъь эти термины Евклидъ 
въ \1-0й своей книг > 1). 


«Въ Математической наукЪ 2) Пиоагорейцы различали 4 
отдВла: одна часть учить о 4ионит (10 пбзоу), другая о 
диащилт (лоб тт») и каждая изъ нихъ раздвляется еще на 
двз; ибо. говорили они. раздфльныя величины, дао. суще- 
ствуютъ сами по себЪ или вЪ отношении къ другимъ, конкретныя 
же. Чпапбим, пребываютъ или въ устойчивомъ состояли или 
въ движени; ариометика и музыка, теометря и астрономя 
(сферика) соотвЪтетвують этимъ четыремь отдфламъ» 3). Пи- 
оаторъ открылъ законъ трехъ квадратовъ. построенныхъ на сто- 
ронахъ прямоугольнаго треугольника; эту теорему приписываютъ 
ему кров Прокла“), Витрувй 5), Длотенъ Лаэртеюй 6) и Нлу- 
тархъ 7); этоть послЪдый упоминаеть также?) о томъ, что 
Пиоагоръ умЪлъ строить фигуры равновеликля однимъ даннымъ 
и нодобныя другимъ; рЬшенте этой задачи основывается на прило- 
женши площадей (паря3о\)) и на знани, между прочимъ, того 
предложенля, что подобныя прямолинейныя фигуры относятся меж- 
ду 6000ю какъ квадраты соотвЪтетвенныхъ еторонъ; эта теорема 
предполагаетъ существоване у Пиоаторейцевъ зачатковъ теори 
пропорций, вЪроятно ограниченной только соизмФримыми вели- 
чинами. Согласно Никомаху?), Пиоагорейцамъь были извЪстны 





1) Ср. Ешейва. Шет. 1.. У.ХХУПТ— ХХХ. е4. Нефего, у. И. рр. 163—171. 

2) Это назване принадлежить Пиеагорейцам : Ргос1из. Ег. р. 45. 

з) 1644. рр. 35.21—36.3. 

*) Га. р. 426.6—9. 

°) Бе Аисй.. 1Х. езр. П. 

*) Од. Г. УП. с. 1, 11. р. 207, 36—42 е4. Соъев. 

7) РЁ. №п роззе зиафИег оё зес. Ерёситё Пес. с. ХТ. Орега, ей, 01405, 
у01. ТУ., р. 1338, 25—31. | 

3) Р.. Сопь. а., УП. @цез. 29. Р1. Ор. ева. 01904, уо1. ГУ. ъ. 877, 29—35. 


°) №сотас№ё Сегазетё ГРуфадоте Тофгой. агИВейсае Пт И, гее. В. 
Ноеве. Шрз. 'ТЪ. 1866.р. 122, 11—14. 





МИДИ ЧИ Ч 
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три рода пропоршй—ариометическая, геометрическая и гармо- 
НическаЯ. 

Послв Пиоатора Проклъ упоминаетъ!) о двухъ знамени- 
тыхЪ ученыхь У-го вЪка, ив Хлосскомз, изобрЪтателЪ 
квадратуры луночекъ и 9е0дорь Киренскомо. По словамъ Ям- 
влиха?) они способетвовали успзхамъ математических наукъ 
распроетраненемъ Пиоаторейскато ученшя. Гипнократу Проклъ 
приписываетъь также методъ фредукщи (&коуотй)*): «тгефисио 
есть способъ уяснить теорему или задачу посредствомъ при- 
веденя ея къ другой известной или опредЪленной; Гиппократъ 
Х1осск!й, говорятъ. былъ первымъ йзобрЪтателемъ этого метода». 
Онъ мотъ запмствовать эти первые зачатки аналитическато ме- 
тода у ПШиоаторейцевъ. Что касается Оеодора Киренскаго, то 
объ немъ читаемъ мы въ томъ мет д1алога Платона «Оеэтетъ», 
гдз ученикъ Сократа й Оеодора разсказываетъ первому © сво- 
ихъ занячяхъ математикой “). Разеказъ Оеэтета содержитъ лишь 
часть того, что вЪроятно было известно Пиоагорейцамъ, тЪмъ 
не менфе достаточно характеренъ, чтобы стоило привести 
вкратиЪ его содержане: «Оеодоръ, говорить Оеэтетъ, училъ 
насъ о квадратахъ, коихъ площадь равна З и 5 футамъ, по- 
казывая, что по длинв они несоизмЪримы съ квадоатомъ. площадь 
коего равна одному футу (иже 05 ббщиетрбе т оби) и 
продолжалъ тоже изолВдоваюе отдЪльно для различных квад- 
ратовъ до того, площадь котораго равна 17 квадратнымъ фу- 
тамъ. ЗатЪмъ все безконечное число этихъ квадратовъ раздз- 
лили иы на два класса: сравнивая числа, которыя мотутъ 
быть получены перемноженемъ двухъ равныхъ чиселъ. съ фи- 
гурой квадрата, мы назвали ихЪъ четыреугольными и равносто- 
ронними. вс же прочя числа расположенныя между ними, 


1) Гуобиз. Ег. р. 66, 4—8. 

*) Лат. Че роз. РАНЕ ПЬ. 1П; 72/0:в0п. Апеса. Стаеса 1. р. 216. 
3) Ргосфиз. е4. Ег. р. 212, 24— 513. ЕЁ 

^) Рот Треамеиз тес. роз Е. Негтаппию М. УотаЪ Т. ТЪ, 1884. 


рр. 272, 273, 
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какъ 3 и 5, происходяшля отъ умноженфя меньшихъ чиселъ на 
больштя, мы сравнили съ продолговатыми фигурами и назвали ихъ 
продолговатыми. Линш, квадраты которыхъ образуютъ равно- 
стороннйя плоская чиела, мы опредЪлили словомъ длина (№7х0$) 
тЪже. квадраты которыхъ суть продолговатыя числа, мы опред?- 
ЛИЛИ КАКЪ боубыеис. Такъ какъ эти лини не сойзмВримы съ. 
первыми по длинЪ. но ло площадямъ квадратовъ равносильныхъ 
этимъ продолговатымъ числамь (105 О’ёлищебис @ будут). 
Такимъ же образомъ раземотрзли мы и кубическя числа (сд 
втерз9). 

Около того же времени, когда учете Пиеатора стало 
распространяться. появилась другая философская мкола — Элей- 
певъ, о которой Проклъ чеупоминаетъ, но которая имЪфла зна- 
чительное, хотя и не нелосредетвенное вляне на развит!е гре- 
ческой математики 1). Въ средин$ \У-го столЪя знаменитые 
парадоксы Зенона возбудили вопросы о дзлимости и сплошностй 
величинъ; Зенонъ находилъ противорзшя въ понятяхъ движен1я 
и множества; вотъ какъ бстаралел онъ обнаружить эти протй- 
ворЪчия 2): движущееся тЪло, прежде чЪмъ прти къ концу 
пути, должно пути на его средину; прежде чЪмъ пройти 
эту первую половину пути, оно должно пруйти на ея средину 
и т. д.; такимъ образомъ велЪдетв1е безконечной дЪфлимости 
этого пути, онъ будетъ состоять изъ безчисленнаго множества 
конечныхЪ частей, которыя т№ло, по мнзню зенона, не можетъ. 
пройти въ конечное время; подобный же аргументъ употреблялъ 
Зенонъ й противъ понят!я множества: если величины состоять. 
изъ множества свопхъ частей, дЪлимость лиш на безконечное 
множество долей предполатаетъ ее состоящей изъ частей, не имз- 


1) См. Е. ПеЦег. Оле РЬПозорье 4. бмесЪет. Ег\ег Твей. 4. Аай. 
1877. (Уотзоктайзейе РиПозорЬ1е). также Сбтип@т13з 4 С. 4. Сг. РЬПозорые 
3-4е Аий. 1889. Напте[. о. с. рр. 117..... Сатюг. Уот1. рр. 168... Ср. Р. Тая- 
пегу. Ропг 5 15ф01те 4е 1а Баептсе Нее. Ге Та; А Емрёдое. Раза. 


1887. СВ. Х, рр. 247—961. 
3) о. с.; ср. АЙтат. о, с. рр. 55.56, 
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ющихъ величины. и слздовательно беконечно малой; въ тоже 
время, велЪдетв!е безконечно большаго ихъ числа, эта лия 
безконечно велика. Атомисты !) старались устранить эти про- 
тиворз я предположентемъ, что величины состоять изъ конечнаго 
чиела недфлимыхЪъ элементовъ (@с0о’)?); этотъ взглядъ, поми- 
мо внутренней несостоятельности, несотласовался еще съ суще- 
отвовантемъ несоизмёримыхъ величинъ; атомистьъ Демокрить 
вфроятно думалъ объяснить какъ нибудь это несоглас1е: по 
словамъ Ллогена Лаэртскато 3). онъ написалъ сочиненте о нееоиз- 
ифримыхъ величинах (тео? Я\6уеу троиьюу хай уат®у). Па- 
радоксы Зенона, которые не трудно было опровергнуть“). не 
остановили. конечно. успфховЪ математиковъ; однако. съ цЪлью 
поставить свои заключеня внЪ облаети софистической длалек- 
тики. опи разъ на всегда изтнали идею безконечности изъ 
математическихъ понят. Они допускали Ту акеому. что д%- 
лен1е всякой величины на частй можеть быть продолжено какъ 
угодно далеко, и что увеличивая въ достаточное число разъ 
разность между двумя неравными величинами, можно превзойти 
сколь угодно большую величину 5). Чтобы доказать справедли- 
вость извфетныхъ предложенй. они старались. соотвЪтетвенно 
премамъ д!алектики, обнаружить что отрицан1е ея приводитъ 
къ противоуфчю этимъ двумъ акстомамъ; таково было начало 
метода истощентя величияъ. 

Продолжая свой историческй обзоръ, Проклъ переходить 
къ Платону 5). «Платонъ заставилъ математику вообще. а въ 
особенности геометр!ю, сдЪлать огромные успЪхи. относясь къ этой 


') Школа атомистовъ основана была Левкиппомъ и Демокритомъ, ет. о. в. 

7) Ср. псевдо-аристотелево вочинеше: Ше Ппе1з 1шзесаЪ из (Пер 
бтбио» урхиро >) её. о. Арей. Гр. ТЬ. 1888 рр. 141—.... 

?) 1:04. Г., [Х. УП. 13, еа. Соъеф, р. 239. 1, 3. 

“) См. напр. У. 8. М. После. П р. 458. 

5) Агситейз ор. её. Нефего. Гр. ТЬ, 1881 уо1. П. р. 296 (баайгафага, 
ратаро]ае); ср Аг юз. Мафаг. апзеи Ц. ИЪ. ПТ. Сар. ТУ. Еа. 01908 у. ИП, 
рр. 277, 50—52; 284, 3—11. | 

8) Ргосмз. Ег. р. 66, 8—14. 
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наук® 6ъ большимъ рвенемъ и возбуждая къ ней усерд1е дру- 
тихъ, въ чемъ свидФтельетвуютъ многочисленныя разсужденя 
посвященныя математик въ его сочинешяхъ», «Платонъ. между 
прочимъ, сообщилъь Леодаманту превосходный методъ для рзше- 
н1я задачъ. анализъ, въ которомъ искомое приводится къ 0ез- 
спорному принципу (2к” 90/7» бьоХотоонеуту) "). Чтобы разъяснить 
это короткое зам$чане, мы приведемъ опредфлене данное въ 
13-ой книгз Евклидовыхъ Началъ 2); смыелъ этого опредзлен1я 
слЪдуюпиЙ: «вЪ анализь. то что требуется доказать, прини- 
мается за данное съ цЪфлью. приведеня къ какой нибудь 0ез- 
спорной истин; отъ этой истины посредетвомъ синтеза прихо- 
димъ мы затЪмъ къ убЪжденюо въ справедливости предложеннато». 
Опред$лене это, развивающее указаше Прокла, по всей в}- 
роятности принадлежитъ кому нибудь изъ учениковъ Платона, 
взрнЪзе всего Иевдоксу Книдскому 3). который но словамъ 
Прокла“) пользовался анализомъ для рьшеня вопросовъ о 
дфлени лиюй въ среднемъ и крайнемъ отношени 5); тотъ 
же ПЮвдоксъь «увеличилъь число общихь теоремъ й приба- 
вилъ новыя пропорши къ тремъ извЪетнымъь раныие» ®) Пи- 
оатору. Ему приписываютъь также учене о пропоршяхъ въ 
томъ видЪ какъ оно изложено въ \У-ой книг Евклидовыхъ 
Началъ 7). Архимедъ считаетъь его авторомъ теоремъ объ отно- 
шен1яхъ размВровъ круговъ., шаровъ., призиъ и пирамидъ. ко- 
нусовъ и цилиндровъ 3) и указываетъ на истощене величинъ 





1) Ргобиз. Гг. 211, 18—22. 

*) Вис ет. е4. Нефего у. ГУ. р. 364. 

3) АЦтат. о. с. 136—137; Вгезсйте ег о.с. р. 168. Сатюг. Уст. р. 208. 
Нефетд въ ЛейзевтИ. Г. Ма. & РЬ. ХХХ, р. 20. 1883 —4. 

“) Ргофиз. Ег. р. 67. 6—8. 

5) Такое значене слову тому у Прокла придаетъ Бхезейтегет. его 
мнвн!е раздфляетея всЪми: ем. Тапи-гу о. е. р. 68 п. 3. 

6) Ргос из. е4. Ег. р. 67. 2—6. 

7) Еис[. Шет. её. Нефего. уо1. У.р. 280, безъим. ехолля принадлежитъ 
по мнЪн. Кяосйе (Оп4етзасв. й, 4. пей ааГоеЁ. Бе. 4. Рг. НегРога 1865. р. 10) 
Проклу. 

$) АгсЪ. ор. её. Нефего. уд]. Г. р. 4. 





о а бь. КВеАе Бан 
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казъ на мотодъ, посредотвомъ котораго доказаны эти теоремы !). 
Говоря объ эпохЪ Евклида и Архимеда, мы разсмотримъ сущ- 
ность теори пропорщйЙ и метода истощеня величинъ. 


Изъ другихъ теометровъ до Евлида, о которыхъ_ говоритъ 
Проклъ, самый замфчательный Менетмь. изобрЪтатель кони- 
ческихъ сЪчешй:; намъ придется впослздетви возвратиться къ 
чрезвычайно интересному мЪету *) въ которомъ говорится объ 
этомъ открыт. 


Первый пертодъ развитйя греческой математики особенно 
важенъ для характеристики математическихь идей и методовъ 
древнихъ, которые почти вс образовались въ эту эпоху: вотъ 
почему я остановилея на ней нЪоколько дольше, чЪВыъ, быть 
можеть, умфотно было въ краткомъ очеркВ; то что я разека- 
залъ составляетъ крайне незначительную чаеть того, что из- 
ВЪстно объ интересной истори образовая элементовъ греческой 
геометрши. Я позволю себЪ отослать читателя за обстоятельными 
свЪдЪями объ этой истори къ превосходнымъ трудамъ Брет- 
шнейдера, Пантора, Альмена, Таннери 3). 





Второй перодъ, 


Въ течеми \ и ПУ столь до Р. Х. почти вс главныя 
основаня греческой геометр!и были, какъ мы видЪли. разработаны 
по форм и содержанию; мног1е геометры “) старались, въроятно. 
выдфлить эти основаншя и изложить ихъ въ одной стройной 
И посл} довательной систем$; ихъ сочиненя были забыты 
п потеряли все свое значенте предъ превосходными доетоинст- 


_1) 4ией. ор. её. Не. уо1. 1. р. 996. 
2?) Ргосфиа е4. Ег. рр. ЮВ 
О риЕе; 
‘) Гиппократъ Х10сскй, Левъ ученикъ Неоклида, Оевд!й Магнез1йский; 
Ргосиз „е4. Еее рр. 66, 7,8, 20—22, 67, 12—16. 


Т. ХП Зал. Мат. Отд, 4 
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вами труда перваго александрИЙскаго геометра Евклида-—авто- 


ра «Началъ» по преймуществу !). «Во всякой наукЪ», говоритъ. 


Проклъ 2) «трудно выбрать и расположить въ соотв тетвующемъ 
порядкЪ начала, изъ которыхъ происходить и къ которымъ 
приводится все остальное (@0у та @А\Хх пробует пати ход 
&5 & та Ла ду) бетаи). Въ сочинени имВющемъ такую пфль 
нужно избфгать всего лишняго, собрать все находящееся къ 
соприкосновени и обнймающее предметъ. особенно заботиться 
о ясности и вифстф съ тВиъ о сжатости, отсутетвае которыхъ 
затемняетъ нашъ умъ, стараться дать теоремы въ наиболфе 
общемъ видЪ, чтобы не затруднять изученмя науки подробнымъ 
разборомъ частныхъ случаевъ. Во вофхъ этихъ отношеняхъ 
элементарное сочинен1е Евклида превосходить вов остальныя». 
Я уже упомянулъ о томъ. какое вмяюме имфла длалектика на 
развит!е науки. Это вмяне болфе или мене ясно отпечатл$- 
лось на возхъ дошедшихъ до насъ сочинентяхъ древнихъ гео- 
метровъ, въ особенности же на формз изложемя Ивклидовыхъ 
«Началъ»; «Евклидъ былъ. къ тому-же, сторонникомъ мн 
Платона и хорошо знакомъ съ его философею 3). Изложене 
‹Началъ» строго принаровлено къ требованямъ длалектическаго 
метода. Греческй  геометръ. излатая основаня своей науки, 


кажется, не столько заботится о раскрыт природы трактуема- 


го предмета, объяснеюми его, сколько о томъ, чтобы поставить 
воображаемато противника въ невозможноеть отрицать выеказы- 
ваемыя предложеня. Прежде всего, чтобы ограничить облаеть 


г) Ргобиз Ег. 68, Т; см. Х. Г. Нефетд. ТаЩегатоезев1е ее адепт 
брег Епе114. Гри. ТЪ. 1882, рр. 28—30; о пребывани Евклида въ Алексан- 
др!и и времени его жизни ем. Раррё Аехатагие во. 4. зар. её. Е. На зев 
Вег. 1877. у01. П. р. 679. Ргобиз. Ет. р. 68. 10—20. въ особ. Неёфетд. Эфа@леп 
рр- 1—28. Начала Евклида изданы по гречееки съ латинскимъ переводомъ 
и прим чан1ями Гейбергомъ; мы будемъ пользоваться этимъ поелёднимъ и 
лучшимъ изданемъ : Епе]141з Еетепфа. уо1. [-\. её. Нефеге. Глрз1ае, То. 
1883—1888. 

*) Ртоиз, Ег. рр. 73, 15—74. 11. 


‚) 1ыа. р. 68, 20,21. 


о Зо аль Сб мель, 


Е... -. оч 
*. 
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разсужденя и не возбуждать споровъ о словахъ, нужны были 
термины (005) —опредЪленя т); далЪе высказывались ИСТИНЫ. 
которыя противникъ а рог не мотъ отрицать — требованя 
(@тибиала. оьята), принятыя положения (ЛоциЗамеьеуя), общая, 
безспорныя представления (хо: &уулои) ). Теоремы выеказыва- 
лись затЬмъ въ принятыхъ терминахъ й доказательство состояло 
въ томъ, чтобы вывести ихъ какъ необходимыя слфдетвя изъ 
допущенных положенй или показать, что отрицан!е теоремы 
приводить «ъ противорчю 6ъ этими положенями (Яка) 
е& 900ухтоу); нерЪдко математичеекая истина выражалась въ 
форм задачи (по28\1]о.), п тогда геометры прибавляли условуе 
при которой она возможна —опредзлеше (41 теНо, бюрюиб<) 3); 
рышенте задачи получали они, переходя путемъ ряда умозаклю- 
чей отъ принятыхъ началъ къ иекомому предмету (424000 
атобеиктикй ) "). Самое изложене было подведено подъ извЪетныя 
рубрики 5), и геометры воетда бол№е или менЪе строго держались 
опредфляемой ими формы.—Мы не будемъ говорить ни о по- 
дробностяхь чисто геометрической части Евклидовыхъ началъ, 
которая вошла въ боставъ большинства элементарныхъ учебни- 
ков 6), ни 00ъ ариометическихь кншаль составляющихъ 06- 
нованте теор1и чиселъ 7). Для набъ, главнымъ образомъ, интересна, 
общая чаеть — прежде всего учеше о геометрических пропорцтяхъ, 





`) Объ опредзленяхъ въ Евклидовыхуъ Началахъ см. Тапяету. 11а С. 
ст., также въ ВаПейи 4ез 5е. пабЪ. & азёт. 1885. Тез ах1отез 4’Епе4е ; 
Неёфегу. Кис]. Е1. Уо1. \, Ргоесотепа стИлеа; Сашог. Уот1. рр. 936—939. 

2) 1684. 

3) Ргосшз. Ет. рр. 66, 22. 67, 1. 

*) 16:4.р. 69. 16. 17. 

°) Обетоятельное изслвдован!е технических подробноетей Евклидовыхъ 
Началъ см. у Таплегу. С. от., въ особенности гл. ХТ. Та фее№по]0о01е 4ез 616- 
тет 4’Еае4е. 

8) Книги ТТУ, УТ, ХГ—ХПШи прибавленныя позднВе другими ХТУ и ХУ 
книги (Неёфегд. Уо]. Т, И, ТУ, У); Сатог. Уотезатсеп, рр. 225—229; 232—235. 

2) Книги УП, УШ, ТХ (Небе. Уд. И); Сашт. Уон. рр. 228—230, 
бош. Н1зогу о0{. @г. М. рр. 74—73. 
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составлявшее для древнихъ, по выраженю Ератосоена, обудес- 
40$ ВСЪХЪ математическихъ наукъ 1). 

Сравнивая дв величины одного и того же рода между 
собою мы прежде всего обращаемъ вниман!е на то, на сколько 
одна изъ нихъ превосходить другую — ищемъ ихъ разность, 
ихъ ариометическое отношете. Такое сравнеше возможно 
одинаково. какъ для раздвльныхь величинъ (офи), такъ и 
для конкретныхъ (апатит); но раздльныя величины можно 
сравнивать еще и иначе, по числу составляющихъ ихЪ частей. 
можно искать ихъ чеометрическое отношеше; конкретныя ве- 
личины мотутЪ имЪть такое-же отношене поскольку онЪ соиз- 
мфримы. Равенство двухъ отношенй составляеть пропорию: 
это есть одинъ изъ простВйшихъ, элементарных мажемаиичес- 
кило законовз связывающихъ перемВнныя величины; къ нему 
должны приводитьея друтя болфе сложныя соотношения *). Та- 
ковы были, вЪроятно, основаня учемя о пропоршяхъ у Пиеа- 
горейцевъ; оно связано было у нихъ съ теортей подобныхъ 
геометрическихь фигуръ. Развит!е этой теори и стротое ея 
изложен!6 естественно предполагало обобщене понятя о про- 
порци и на случай несоизмВримыхъ величинъ. Это обобще- 
н16 въ томъ вид какъ находимъ мы его въ \У книг Евкли- 
довыхъ Началъ составляеть одну изъ самыхъ остроумныхъ 
теортй созданныхъ греческимъ ген1емъ 3). Древнле не предпола- 


1) Ргос из. Ег. р. 43. 22—23 ; вр. Амзяоеез. Её. №еот. Ъ. У, в. Ш; 
Ор. От. е4. 0140%, Уо1. П. рр. 55. 56. 


1) Какъ мы видЪли Пиеагору приписывали 3 рода пропорщй ариеме- 
тическую а—0 : : Ьр—е; геометричеекую а: Ъ: : Ь; е, гармоничеекую а—Ъ: 
Ь-е::а: е; Евдокеъ (Ргос из. Ет. 1. с.) прибавилъ къ нимъ еще елвдуюцйя 


три, а: се: : (6—е): (&—Ъ) ; Б:е: (Ъ--е) : (а—Ъ) из: Ь: : (6-е): (а—5) 


обратныя гармонической и геометрической; ихъ приписываютъ также Гиппаеу 


и Архиту; Ямвлихъ (11 М№е0т. бег. Ат ш. 14.) говоритъ еще о вовер- 
шенной или музыкальной пропорц!и Пиеагора обнимающей вез предъидунция. 








а: ее : а :Ъ; ср. Айтат. Сбтеек беотету рр. 44—46; Таппегу. ©. бт. 
5 
р, 68.2. 


3) Нефетд. Еле]. Еет. уо1. П. Сатог. Уош. рр. 228, 933; Наткы. Г. 
Севей. 4. Маештак. рр. 389- 398: АЙтая, 1. е. рр. 48.49; Нефетд. Эбадет 
рр. 33,34. 


Бабина 
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тали. какъ это дЪлали виослздетвти новзйнпе математики, воЪ 
величины. подвергаемыя теоретическому изслЪдованию, выражен- 
ными числами, отнесенными къ какой нибудь мЪрЪ., принятой 
за единицу. не разсматривали ихъ какъ 400фит; такое ‘пред- 
положен1е. въ приложений къ несоизмВримымъ величинамъ, 
потребовало-бы введешя иррашоняльныхЪъ чиселъ; строгое оп- 
редЪленте этихъ послзднихЪ включало-бы въ с66Ъ идею безко- 
нечности, что было противно традищямъ греческихъ геометровъ. 
Нужно было, слЗдовательно. дать новое опредзлен1е пропорщй, 
не относя ихъ къ понято побит, какъ Пиеагорейцы, но раз- 
сматривая отношентя зесип Чи дпатафет (хал@ пумхбтила) 1). 
Мы раземотримъ главнзйния опредфленя \ книги Началъ, пе- 
редавая ихъ для большей ясности и краткости въ современной 
символической Форм; замфтимъ прежде всего, что, какъ видно 
изъ этихъ опредфленй, Евклидъ имзетъ дЪло съ величинами, 
которыя можно дзлить на сколь угодно мелюя части и умно- 
жать во сколько угодно разъ; къ тому же во всей книг онъ 
приравнйваетъ ихъ прямолинейнымъ отр$ззкамъ опредзленной 
длины. Такя величины можно назвать линейными ?). А 


ОпредВлемя 3—7 даютъ понятя о равныхъ, большихъ 
и меньтихъ отношеняхъ; въ виду трудности передачи на рус- 
скомъ языкЪ своеобразныхъ греческихъ выраженя 3-го опред%- 
леня. мы воспользуемся латинскимъ его переводомъз). 


5. Вайо е3ё Чиатии е]аз4ет хепетз шасптайтит 86- 
сипдит лат бафет диаееф Раф а4до (Лбуос 0 000 шеедфу 
броузуфу 1 хаха пимибт Я пои 959). 


1) 1..1. У. Пер. 3. НеБ. П.р. 3. «Нельзя примЗнять ариеметическаго 
способа доказательства къ еввойствамъ величинъ вообще, развВ только данныя 
величины суть числа, что можеть быть только въ извзетныхъ елучаяхъ». 
Аптзоеез, Апа]. роз. Г. [, е. 7.75, а; Ор. от. е4. 0140%, Уо]. Г. р. 128, 41—45. 

?) Напке. 1. е.; ср. также 0. 5. Гаг Сбеотейле 4ег АЦеп. Матем. 
Аппаеп ХХИ Вала. 1883. рр. 504—519; Р. Ри Боё-Веутопа. Пе аПветеше 
Еипей опен Веот1е. Егэег Тьей. Та Босеп, 1882 рр. 41.... 


”) Нефетд. Е. Е, т, ЦП. т. 3. 
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4. Говорятъ что величины ИмЪютъ между с0б0ю отношене, 
(\6тоу Ёу=\м), когда умножешемъ одной изъ нихъ можно прев- 
зойти други. 


5. Говорятъь что величины находятся между с060ю въ 
одинаковомъ отнношени ($у сф адзф 101) а къ би с къ 4. 
если, разумВя подъ ЛГ и М кавя нибудь кратныя этихъ ве- 


личинЪ, имъемъ одновременно Ма № И Мм я 


6. Величины имфюпия одинаковыя отношентя называются 
пропорцтональными (9»%)0]0 ха). 

1. Если Ма>№.а Ме=или<МЯ одновременно. то гово- 
рятъ, что а имЪетъ большее отношенте къ 0. чВиъ с къ 4. 


Въ 3-мъ пунктЪ говорится о величинахъ того же рода 
(ераз@ет сепег1з); слВдующЙ пунктъ объясняетъ точнЪе смыслъ 
который нужно придавать этому выражен. 5, 9, 10 пункты 
содержать въ себ поняття о пропоршяхъ съ тремя членами 
или терминами (& пою бок) и о возникающих отсюда 


сложныхъ отношеняхъ: если а: =: е=6:0=...... ‚ то, 
сравнительно съ отношентэмъ къ 6. а пмфетъ двойное отношенле 
къ с (бм/\аоюуа ^.), тройное къ 4 (трит\авоуа),...... 2 


Давъ затВиъ назване. соотв тетвенныхъ 3) членовъ пропорши 
(предъидуще—р,, р. и послфдующе—3:, $»). Ювклидъ опре- 
дфляетъ различныя дЪйств1я подъ составляющими ее отноптентями. 


12. РегпиаНно галоп“): рр: р ::8: :8 (ртаесе4етз 
а4 рг. е$ зедиепз а4 3.); 13. Гея г.) : з:р; 14. С0тро- 
но г.в): (р--з): р; 15. бибкасно т/Т)г (р— 8): 8; 16. 


') Нед. Е. Е. П. р. 3; Нате. 1. с. р. 390. 

*) На современномъ алгебр. язык® а: с::а*: 5; а: 4: :а": %.... 
ср. Нефегд. 1. в. р. 5 пп. 2.3. 

3) ‘Обои икуЁЭм. 

“) Региоафа4а г.— Ла ^. 

$) шуегза г. —буйпади» 4, 

8) соуЭесе$ 260. 

7) дих рез, 


> ` х а 
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сотл'ет40 г.1): р: (р—8); 17. Если дано нФеколько величин 


а. 01, с,....... т, и столько же другихъ величиъ а,, 6», 
ОВО т, ИТАкихь ЧТО а 5 0 96:6. аа: 
и: ш.”), пропормя крайнихъь членовъ (75 т@у 
Фирм хо бтетоосоь 16 бу: а: Ш, :: а): Ш, бсобтавляетъ 


гай опен ех аедио; (57 190%); 18. Отношене называется разетроен- 
НымЪ -— ретитдаа в) когда для шести величинъ @. 0. си а. 
3, 1 существуютъ пропорщи: а: В::В:ти Ь:6:: я: В 

Было-лы слишкомъ долго причислять вс 25 предложений 
\ книги Евклида“); достаточно сказать что они относятея къ 
сравнению пропорй и преобразоваю ихъ посредствомъ ука- 
занныхъ въ опредзленяхъ дЪйствй; теорля пронорцй предетав- 
ляла такимъ образомъ первоначальное общее учене о матема- 
тическомъ выраженш законовъ  связывающихь  перемнныя 
величины и о простьйшихъ правилахъ сравнительнаго изучен1я 
этихъ законовъ—она предетавляла зачатки алгебры у древнихъ 
геометровъ. Кроиз Евклидовой книги мы нигдЪ не ветр8чаемъ 
сиетематическато изложеня такой алгебры, но открытя Архи- 
меда и Аполлон1я даютъ намъ основане полагать 5). что въ 
ихъ рукахъ она достигла значительнато развит1я и послужила 
имъ сильнымъ логистическимъ орудлемъ; отсутств1е правильной 
системы сокращенныхъ обозначенй должно было, однако. крайне 
затруднять и ограничивать ея употребление 6). 


1) бухотрофу. 

о в.. Бы р: 6:5: Вона 

3) тетараумёзи бус ом. 

*) Си. подробн. НапЁе, |. с. 

5) См. напр. АтеВиаей1: 4е 13. дчае 1 Виш@о уепапфаг тр Ц; 4е 
с0п01@. её зрВаего19 из; 4е зрЬаега её су1. Шт1 П; 4е ПНпез зрата1; 4е 
р1апогишт аедиЙ. (Агей. ор. отлила ст. её. 1аф. е4. Л. Г. Нефбетд. Гр. В. ©. 
ТЪ. 1880. 1881 уо1. Г. П.; АроЙотй соплес. Пт УП. е4. НаЦеу. Охоп. 1710. 
или въ нм. пер. Вайзат. АроП. у. Р. УП Ваев. &Ъ. К. Вет|. 1861. 

5) Объ истори греческой алгебры см. въ особенн. Меззейтаяп. Ге А]- 
серга 4ег Ст1ееВеп. Веги 1842. 
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Теор1я подобя фитуръ дала поводъ къ развито ученя о 
пропорщяхъ; пиоагорейская задача о приложенши площадей 
(парабо\1) стала источникомъ цЪлаго ряда алтгебрическихь 
преобразоваий ; эти преобразоваюя не имВютъ у Евклида общато 
значен!я, какъ пропорши, тзмъ не менЪе представляютъ первые 
примфры алгебрическато исчислешя. Въ простЪйшимъ теоремамъ 
относящимея къ приложеню. изложеннымъ въ 1-ой книгЪ Началь ') 
служитъ дополненемъь -ая, конечная цЪль которой рЪшить 
задачу о построенти квадрата равновеликаго какой угодно дан- 
ной прямоугольной фигурЪ ?); для этого нужно было предвари- 
тельно показать различныя преобразованя квадратовъ й прямо- 
угольниковъ во всевозможных комбинащяхъ, что и составляетъ 
предметъ первыхъ десяти предложенй этой книги; если мы 
согласимся изображать прямоутольникъ построенный на отр№зкахЪ 
аи 6 ихъ произведенемъ 40. то эти предложеня станутъ 
равносильны такимъ формуламъз):; ТГ. аб ас аа-.. 


=а(Ь--е-а-|-....); И. 5 - а(а—5)=а2; ПП. а = И. 
ТУ. 22=24 (&—5)?-- 2—5); У. @—5)5+ (5—5) ыы 

= (*): ус о+уь+ ($) = (3+5) ; упени на + 
+ (а— 1); У. 45-Е (а—5)?=(а&-Н5)2; ТХ (а—5)2- 5? = 
Сар о) хоч кие) 


ХГ предложен!е есть задача о рзшени уравневшя а(а—х)==х?“); 
ЕвклидЪ даетъ для искомой величины слёдующее выражеше: 


в 
в “+ (5) т доказываетъ 5), что оно удовлетворяетъ 





1) ХШУ и слвд. Не. хо]. Г. 

*) 1. П, ХТУ. Не. хо]. Г. рр. 161—163. 

3) Сатшог. Уотезапсеп р. 226. 

*) Ожаа геефала Ца зееате, $ гефбапсаат ф04а её аЦегафга ратфе 
сотрг. даа4г. ге]. ратз аед. 81% (Зее&10 апгеа,); см, Сатог, Уот1. рр. 151, 296, 

') Тна. рр. 226, 221. 


9; А. к м в >“ \ з вы д я те 
7 4»! У лв . ' _ 
се | ; ^ , , . 
Е. ` _ ; 4 } 
м ' у у 
} 


в. 
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данному уравненю. Въ ХХУШ и ХХГХ предложеняхъь УТ 
книги 1) Евклидъ даетъ уфтен!е боле общихъ уравненй 
(1),. .х(@а-х)=?, и (2)....х(а-+х)=5; ХХУП предло- 
жене доставляеть 010015 къ ХХУШ: наибольшее значене 


$ а ‘ 
2(а—х) соотвзтетвуетъ ты 2). слЪдовательно 0? не должно 


} 2 
превышать (5 . Уравненя (1) и (2) представляютъ два раз- 


личныхь е@лучая изъ трехъ возможныхь, въ которыхъ общее 
квадратное уравненме имзетъ положительный корень; рЪшенте 
3-го случая находимъ мы въ другомъ сочинени Евклида а» *): 
х2—=12- ах. Ювклидъ не обратилъ, однако, вниматя на суще- 
ствоване втораго рЪшен1я въ уравнеши (1). хотя оно легко 
получается въ данномъ имъ построении“). 


Предложеня ХХУП, ХХУПТ и ХХ[Х шестой книги 
элементовъ, въ чиелЪ другихъ, находятъ себ приложене въ 
Х-ой книгз. посвященной теорли несойзмвримыхъ величинъ В 
теоря эта предотавляеть развите ученя Оеэтета ®) на обно- 
вани тъхъ-же. извЪетныхЪ уже намт, представле Оеодора 
Киренскаго 7). Евклидъ также какъ и Оеэтетъ, различаетъ 
прямыя соизизримыя еъ данной по длинв —р7хе и соизизримыя 
еъ ней только боубие:; эти два класса прямыхъ называетъ онъ 
раптональными (67 ой) вс же проч1я — иррашональными (©0110!) °). 


1) Нефегд Еце]. Е]. у. П. рр 168—171; ер. прим. 1 настр. 44. Самот. 
Уот1. р. 228. 

2) 10:4.: «аз ег\е Махутит., ууееез т 4ег Сбезерле Ме 4ег Мыпешайк 

‚ паевоеуулевет зуот4еп 13%». 

3) См. Офазез. Арегеа Вало аае заг Гот1олте её 1е дву орретепф 4ез 
ш6о4ез еп оботёнче. 3-е 64. Рал1з 1889. сЪ. Г. $ 7. п. 2., Сатог. Уот1. р. 245. 

“) Де Мотдап. Епезв Сус]ореда. Атф. «ГтгаЯ опа (лап у» прив. у 
(ош. А ЭЪотф Н. о{ Сг. МабВ. р. 84. 

°5) Нефегд. Еше]1. Е]. уо!. ПШ 1. Х соптепз; Сатюг. Уот1. рр. 230 --232; 

№ ззе]тапп 0. с. Пе Мотдап. |. с. Со, о. с. рр. 78—85. 

8‘) Ргосиз. Ег. р. 68.8.9. 

7) Ом. прим. 4 настр. 45. 

*) Еше, Е. Х. Пе. 3. Неб. ПТ. р. 3. 


Ау я и’ Ф ‘ д 2 д” А — из’ чм >. ‚. х а > фо “= у УТ Ма АЕ ® 
‚в у ‚15 ^ к . ь т 9“) Ко вы р км ‹ а ут ”4 о 
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Основными элементами теор!и, кром$ этихъ представлеюй, слу- 
жатъ еще опредЪленя: раи’ональнао квадрата— построеннаго 
на данной прямой, рацюнальний — соизмЗрямой съ нимъ и 
иррашональной— несоизмВримой прямолинейной площади; сто- 
роны квадрата, равновеликаго этой послЪдней, также назы- 
ваются ирразиональными '!); сверхъ тото. постеленно вводятся 
еще слБдующйя поняя: Иредложеме ХХИ?). «Приложивъ 
квадратъ, построенный на средней прямой (шефа, иёот), къ 
раамональной прямой А, получимъ прямоугольникъ, ширина ко- 
тораго В рацтональна и несойзмВрима съ А по длинЪ»; если 
будемъ разумЪть подъ а иб какя нибудь соизмфримыя прямыя, 


то. алгебрически А==а или а, В=\/6, слВдовательно шефа 


есть выражене гида |/а]/Ъ или У аб. Предложене ХХХУ1?). 
«Прямая составленная йзъ двухъ рапловальныхъ прямыхъ, не- 
соизм8римыхъ по длинз— иррацтональна и ноелтъ назване би= 
нома“) (ех @побиз пот из — 8х 060 борту)»; алгебрически 
а--/6. или |/а-+|]/6. Предложене 0ХХИ5). «Отнявъ отъ 
раплональной прямой раллональную ея часть несоизм$римую съ 
ней по длинЪ, получимъ ирраллональную прямую называемую 


отртъзкомь (дтоторл)»; алтебрически: а—/6 пли /а—6 или 
Уа— 15; Евклидъ изолздуеть эти шеае, биномы и отр»3зки 
И съ ними все разнообраз1е боле сложныхъ иррацональныхъ 


величинъ заключенныхъь въ общей формул / (Уа + уь) 5). Из- 
слЗдован!е начинается съ предварительнато раземотрЗя раз- 


1) Емс. Е. е@. Нефетд. у. ПТ, рр. 2.4, Оеё. 4. 
2) Е. В. еа Ней. р. 64. 
з) 164. р. 106. 


‘) Я воспользовалея словомъ «биномъ», такъ какъ оно уже употреб- 
ляетея въ руескомъ языкЪ въ аналогичныхъ случаяхъ; Меззейтати и Саюг 
употребляютъ слово Втопёщеп. см. Уот|. р. 231; также (ош. о. с. р. 81, 
— Вцегипа18. 

5) Е, Е, еа. Неф. ТП. р. 224. 


°) ср. Бе Могдап. 1, ©. (ош. Ст. М. рр. 82, 83, Сашот, Уот. р. 281. 


рт * УФ ПО едьгк К 1 ее ми ОК РА ИР ТЕ, — ых. И 5-1 
“О $ ” у м, . БА { о м 
>. . ` * 
Ще. к. ‚м м. ту ” 
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личныхъ случаевъ, въ которыхъ величины относятеи между в060ю 
какъ данныя числа и другихъ, въ которыхъ такое отношене 
не имфетъ мЪета, и слЪдовательно разематриваемыя величины 
несойзиЪримы !); исходный пунктъ — теорема?) о томъ, что 
можно истощить любую величину отнимая отъ нея больше по- 
ловины. отъ остатка больше ето половины и такъ далфе: про- 
должая этотъ процесеъ достаточно долго, можно сдЪлать пос- 
лфднЙ остатокъ меньше всякой данной величины; выразивъ 
это предложене на современномъ алтгебрическомъ языкЪ. мы 
нолучимъ такую формулу: (1-а)-+а(1-а')-+аа'(1—а"')+....=1 
Оль 4. ба"... можно разумЪть какя угодно положи- 
тельныя величины меньшия половины 3). 


Мн казалось не безъинтереснымъ привести эти алгебри- 
ческте (акты. разсЪянные въ разныхъ мЪетахъ Евклидовыхъ 
Началъ; факты эти разрозненны — относятся къ различнымъ 
представленямъ, не связаны между собою общей мыслью; общая 
абстрактная алгебра такъ же мало существовала у грековъ, 
какъ абетрактная геометрия у Египтянъ. ВЪковыми усилями, 
трудами лучтихъ своихъ представителей древий греческй ген 
перешелъ отъ чувственной, эмпирической области египетекой 
науки къ самымъ отвлеченнымъ теометрическимъ умозрЪнлямъ; 
гений новаго времени. въ своемъ развити отъ БВьъьеты и до на- 
пихъ дней. едфлалъ предметомъ отвлеченя самый методъ 
древней математики. Но для того чтобы сдЪлать первые шага 


') Е. Е. еа. Неф. ПТ. рр. 6-62; предложеня П-- ХХТ. 

1) Теорема Т. Е. Е е4. Не. рр. 4.6; Сают. Уот1. р. 231. 

3) Если предположитъ а’=а—а’==....==а. то эта хормула обратится 
въ елвдующую: (1—а)-ЁРа(1—а)--а”(1--а){....=1 или 1-а-на? +аз--....= 


и и ‚ дающую сумму убывающей безконечной прогрессли въ томъ елучаъ, 
—а 





когда знаменатель ея меньше 1/, ; ср: Гласгоёх. Тгалф6 ди са]еа1 @16гепе] © 
да с. пибота. $, ПТ, Раг1э. 1819 р. 604, 
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въ такомъ отвлечени. чтобы стала возможна самая мысль объ ' 


немъ. нужно было методу воплотитьея въ опредзленную чувет- 
венную форму, долженъ былъ возникнуть и развиться современ- 
ный алгебричесвй символизмъ. Развнт1е метода греческихъ ма- 
тематиковъ въ такомъ направлеши мы й постараемся прослф- 
дить; но прежде чфмъ перейти къ этому. я сдЪзлаю небольшое, 
къ тому-же необходимое. отступленте, сказавъ н%еколько словъ 
0 610600 «истощеня» и о теори кривыхъ лин! въ древности. 


Греческле геометры. какъ мы уже имЪли случай зам тить, 
никогда не предполагали геометрическихъ величинъ выраженными 
въ числахъ. поэтому и не искали, подобно намъ, ариеметичес- 
кихъ формулъ для вычислентя прямолинейныхъ и криволинейныхъ 
площадей, кривыхъ поверхностей и объемовъ тзлъ. а старались 
только найти простзйпия отношеня существующая между такими 
величинами ; для этой пЪли пользовались они @пособомъ ‹ието- 
щентя» величинъ. Было бы ошибочно полагать, что с10с0бъ 
этотъ опирался у нихъ на опредзленную теортю и представлялъ 
общ1Й и однообразный для всзхъ случаевъ методъ!). Подъ 
сповобомъ истощеня слФдуетъ разумЪть различные премы, ко- 
торые до нЪкоторой степени замЗняли древнимъ наш методъ 
предзловъ и основывались поэтому на аналогичныхъ предста- 
вленяхъ о природв трактуемыхъ величинъ. Предетавлен1я 
эти, высказываемыя или подразумВваемыя. сводились въ сущно- 
стй кЪ ТЪМЪ ДВУМЪ аксомамъ. о которыхъ было уже говорено 
выше 2). "Было бы довольно трудно раземотрВть веЪ разнооб- 
разныя. въ высшей степени остроумныя соображеня къ которымъ 


1) Сашот. Уот]. р. 301. 


2) Стр. 47 и прим. 5 ср. 50. Г/аг беотефме 4. АЦеп, шзБезоп4еге 
ир, еп Ахюш 4ез Агевпае4ез. Мазь. Апп. +. 22, 1883 рр. 505 -519; Ная- 
Хе]. 7. СезсЪ. р. 122. Атс№ите4ез. ор. е4. Нефегд. Ое ЗрВаега еф СуНпаго, Роз. 
5. у. Г. р. 10, р. 11 п. 1); дпайгадага Ратафо]ае, Атев. Роз ео, у01, Ц. р. 296. 


#’ 
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прибЪгали геометры въ употреблени упомянутых иремовъ; мы 
постараемся передать то, что есть въ нихъ существеннаго и 
общато '). 

Лемма. Данный безконечный процессъ (А) производить 
рядъ величинъ 4, А,, 4......4,...... Которыя будучи час- 
тями произвольной величины „А постепенно истощаютъ эту по- 
слфднюю: продолжая этотъ пропессъ достаточно долго можно 
сдфлать разность между А и 4, какъ угодно малою. Теорема. 
Даны двЪ однородныя величины Аи В. Помощью процесса (4) 


образуемь рядъ величинъ Д,. ДА,, Д,,....А4,....., истоща- 
ющихъ А; подобный-же а (В) дастъ воотвЪтетвенный 
рядъ величинъ РБ,, В,, Вз,....В,....., иетощающихь В. 


Пусть отношене Д,: 8, не зависить отъ и п равно отношению 
однородныхь другь ©ъ друтомъ величинъ Си /). Мы утвер- 
ждаемъ что 4: Б::С: 1). Доказательство. Еели-бы отно- 
шен1е С къ /2 не было равно А къ В, оно было бы больше или 
меньше ого; допустимъ что оно меньше; значить С:0:: А: В’. 
глЪ Б’ величина однородная съ В и меньшал этой послфдней. 
Мы можемъ найти (Лемма) В, болзе близкое къ 2 чфиъ 2’ 
й слЪдовательно большее чфиъ 0’; тогда изъ пропорция 
А,:В,;:С:В:: А: В’ слёдуеть А’: А:: В: В', чего не 
можетъ быть ибо А, меньше чЪиъ АД, а 6, >56’; точно также 
можно показать несообразность предположения что С: [) больше 
чВиъ А : В. Откуда выходитъ, что 4: В::0:0.-9. Е Ь.— 
Какъ примВръ такого развуждешя можно привести второе пред- 
ложене ХП-ой книги Началъ?), гдЪ, на основани известной 
уже намъ теоремы 1-ой Х книги3), площади круговъ истоща- 
ются виисыванемъ многоугольниковъ получаемыхъ изъ квадрата 





- 1) ср. Офаез Арегса Вот1ае. еВ:Т. 5 10. Саог. Уст. 20.233, 234. 
Натье. 7. Сезев. рр. 121—126. Ое Могдат. Реппу Сусореа этф. «Сеотефгу 
оЁ Ве Стеекз»; Сож. бт. М. рр. 171, 172, 8104. 1. в. 

*) Е.. Мет. е4. Нефегд. у. [У.`рр. 140—148, Сазог. Ут. 1. с.. 
3) стр. 59 прим. 2. 
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поетепеннымь удваивашемъ числа сторонъ, —Не трудно видЪтЬ, 
какъ пришлось бы измЪнить доказательство. если-бы отношене 
А,:Б, завибВло отъ п, но стремилось бы къ опредзленному 
предвлу С:0!), | 

Процесеъ (4) востоитъ, очевидно. всегда въ ирироеть но- 


выхъ частей величины 4, но можно различить два случая: или | 


1) прироеть происходить равномюрно во веЪзхъ этихъ частяхъ 
А, тотда вс онз неопредзленно убываютъ; или-же 2) при- 
бавляются постепенно лишь новыя части въ прежнимъ 0безъ 
измфнен1я этихъ послфднихъ, и тогда вновь прибавляемыя ста- 
новятся наконецъ какъ угодно малыми; въ первомъ случаЪ 
процессъ (А) выраженный на современномъ математическомъ 
языкв приведетъь къ опредЪленному интетралу. во второмъ къ 
безконечному ряду. Мы уже видЪли къ какой строк приводить 
теорема 1--ая Х-ой книги Началъ?); частный случай ея по- 
лучимъ толкуя алгебрически второй способъ Архимеда для 
квадратуры параболы ?); Архимедъ истощаетъ отрфзокъ этой 
кривой вписывая въ нее рядъ групиъ треугольниковъ., одного, 
двухъ, четырехъ, восьми....., изъ которыхъ каждая равно- 
велика четверти предъидущей“). 


Духу греческой математики вообще было весьма мало 
свойственно стремленте къ обобщенямъ 5); новые геометрическте 
элементы появлялись лишь тогда, когда они сопровождали ©о- 


1) см. АтсЬив. С)пайгафага рагаро]ае. рг. ХХГУ; е4. Ней. рр. 348—352. 

*) см. въ 060б. прим. 3. етр. 59. 

3) Мошиаа. Назбойте 4ез Ма бе таяаиез. Мопу. 64. 1799- 1808. уо1. П. 
Рагё. У. Тлх. Г. ХХ: Сатог. Уот|. р. 261; Ве. 'безеБлеЪ {фе ег апепаЙсвет 
Вефеп. Та тсеп. Гаирр. 1889. р. 4. 

*) Агсит. Ое Чла4г. Раг. Ор. её. Не®. ргор. ХХ1--ХХ!Ш. у. П. рр. 
342—348; Сатог. 1.с. Маме. Назфойге 4ез зс1епеез таб та/1аез еф рВуз1аиез 
$. Г. Рамв. 1883. рр. 107—110. (о. От. М. рр. 226, 297. 

5) Сапюг. Ус. р. 301. — 
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четаня прежде извЪстныхт. или когда изобутене ихъ являлось 
необходимымъ для рътешя извЪфетныхъ задачъ. Таково было 
вФроятно происхождене кривыхъ лин въ древности. Въ раз- 
личных мфотахЪ свойхъ комментартевъ 1) Проклъь упоминаетъ 
о разнато рода извзетныхъ тогда кривыхъ. говорйтъ объ ихъ 
употреблени и свойствахъ. «Никомедь раздфлялъ веяый пря- 
молинейный уголъ на три равныя части помощью контоидь 
(3х т@у х01/0=8®у тращьфу)?); онъ изобрЪлъ ихъ и открылъ 
ихъ происхождене, построен!е и свойства. Пруме р№тали 
ту же задачу посредотвомъ квадратрисъ (тэтротюСоосфу) Гип- 
113) и Никомеда, употребляя смюшанныя лиши пазываемыя 
квадратрисами; третьи, пользуясь спиралями Архимеда *) 
раздЪляли ‘прямолинейный уголь въ данномъ отношени "> 
«Такимъ-же образомъь теометры имзли обыкновен!е разсуждать 
о кривыхъ линяхъ, объясняя свойства каждато отдфльнаго ихъ 
вида. Такъ, Аполлон показалъ свойства каждаго изъ кони- 
ческихъ сЪчентй, Никомедъ—конхоидъ, Гиший— квадратриеъ, 
‘') Ргосй О. ш рг, Еце1. Е. 1. вот. еа. Еее. 


*) Раковино-образная кривая; прямая лин!я соединяющая любую ея 
точку съ извзетной точкой назыв. полюсомъ (п6205), разеВкается извЪетной 
прямой такъ, что отрвзокъ ея, считая отъ кривой, имветъ опредвленную по- 
стоянную длину; конхоида служила также для удвоен!я куба; сем. Рарриз. С. 
е4. Нийзсй. $. Т. рр. 244—246 (Та. ТУ); Ешюосй Азсопйае сотота. ш Атевпа, 
Атсй. ор. её. Нефегд у. Ш. рр. 114—126; (ош. бг. Ма. рр, 266—268: Сап- 
юг. Уот|. рр. 302—304. | 


*) Въ квадратв «Вуб., сторона «В вращаясь равномЪрно около а пере- 
ходитъ въ положенше аб; въ тоже время Ву равномфрно опускается. оета- 
ваясь себЪ параллельной, въ тоже положене об; точки перееъчен!я этихъ 
прямыхъ принадлежатъ квадратриез; Рарриз С. е4. НаЙзев. Уо|. [. р. 250; 
она употреблялась Диностраляомь, Никомедомъ и др. для выпрямлен1я кру- 
товаго квадранта; #654. р. 252; о 1 447% и изобр. кв. см. АЙйтая. С. Сеотебгу. 
рр. 93, 94, 180- 193, Сашег. Уог1. рр. 164--168. Татлегу. ббот. бег. р. 108. 


“) "Ем, кривая описываемая точкой движущейся равном$рно изъ не- 
подвижнаго конца равномврно вращающейся прямой, вдоль этой прямой; 
Атстте4ез. Пе Ппе!з зригаПЬиз. Ор. е4. Неф. уд. И. рр. 2—138; Сатёот. 
Уолт]. рр. 262, 263; (ош. (т. М. рр. '229 —231. 

5) Ргосиз. Ег. р, 272, 3—12. 


р’ > х у.“ $. 4 сх, Ма $ ^^ м“ ий < | в, И ЗАО 
. е > и >. > М, и таг, 
Е ь Н . >! в 
. К $ - . : 
‹ 
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Персей— спирическихь миий\‘) (ху впециху)?)». «Геминв 
раздЪляеть линш на составныя (о5%детос) и на несоставныя 
(900%9зто$), называя составными ломанныя и собтавляющия 
уголъ; далфе дЪлитъ онъ несоставныя лиши на тв, которыя 
образуютъ фигуру (суиотоюбса 1.) и на тв. которыя могутъ 
быть продолженными въ безпредвльность (’бжероу зхВа\Лонёми) ; 
къ первымъ, товоритъь онъ, относится кругъ, овалъь (7 т05 
9орз05) 3), циееоида“), ко вторымъ сЪчеютя прямоугольнаго й 
тупоугольнато конуса 5). конхоида, прямая лия и воз другя 
имъ подобныя; несоставныя лини бываютъ. по другому раз- 
‚ дВленю, простыя и смьшанныя (бт х. их); однЪ изъ 


простыхъ образуютъ фигуру, какъ кругъ, друйя неограничены. 


(&6ристос) какъ прямая; смФштанныя могутъ быть на плоскости, 
тогда онф замыкаются подобно циссоидЪ или уходять въ 6ез- 
конечность; или же лежать он на тфлахъ, будучи ихъ ©Ъче- 
ями. какъ открытыя Менехмомъ 6) коничесмя лини й спири- 





') олри — поверхность. очень неяено описанная /Герономь Алексван- 
дрйскимь: Пегопз Мех. Сеотефт1еогала еф зетеот. теПдлаае ее. е4. Ёг. 
Нийзсй. Вего!т1 ар. УУе1@тапповз, 1864. р. 27, ОеЁ. 98. — Кольцеобразная 
поверхноеть вращенля. валикъ (Са ю'. Уот|. р. 209 — У ч155), проиеходящая 
отъ вращен1я круга около прямой лежащей въ его плоскоети. но не прохо- 
дящей черезъ центръ; спиричеекя лини — еВченя этой поверхности плос- 
костями параллельными оси вращен1я; ем. Сатюг. Уот1. рр. 209, 210, 307; 
бош. Ст. М. рр. 270, 271; Сйфачез. Арегса В. Мофе Т. 

2) Ргобиз. Ет.р. 356. 6—12. 

3) Эллипеъ — сер. Нефетд. Бба@ет иЪ. ЕпеПа р. 88 «9Эорёбб \уаг ууайг- 
зспешеь 4ег Мате, \уош Мепалев оз @е Кагуе Бепапифе»; Алтая. о. е. 
р. 155, п. 8; 9.—камень замвняющий дверь. 

*) 7. хто! 9/5 — плющевидная ливня Докла, р-шающая задачу объ 
удвоен1и куба; Ет!осёиз, Сотт. 11 Атев. Атей. Ор. е4. Неф. х. ТТ. р. 78—82 
(0% Р1оез ш ИБго 4е валзе1з.); пусть АВ. ГА два перпендикулярныхъ 
д1аметра круга, возмемъ на Га въ равныхъ разстояняхъ отъ центра точки 
К и Ни проведемъ полухорды КЁ, Н@ паралл. АВ.; соединивъ Е еъ А пря- 
мою пересвчемъ НИ въ точкЪ © циееоиды, которой будутъ принадлежать 
вов точки построенныя подобнымъ-же образомъ; ер. бош. От. М. рр. 269, 


270; Самог. Уот1. рр. 306, 307. 


5) Парабола и гипербола. 


*) Ср. стр. 49. 


. 
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ческля лини Персея; друг1я, подобно винтовой лини т) на конус 
й шар, существуютъ вокругъ тЪлЪ (перЁ тд, отеред.). Три сВчен1я 
конуса суть парабола, типербола и эллипеъ; изъ спирическихъ 
сЪченй одни имЪютъ форму петли какъ путы у лотади =] 
друтя расширены по ерединЪ и съуживаются къ оконечностямъ, 
третьи, будучи продолговатыми, уже въ срединф и расширены 
на концахъ» 3). Изъ этихъ отрывковъ видно, что кривыя линий 
были самато разнообразнаго проиехожденя, и что вообще раз- 
личали ихъ только по внфшнему виду и случайнымъ обобен- 
ностямъ. Существовали, однако, попытки дать болЪе рац1ональную 
теортю кривыхъ лин: эти попытки находятся въ связи съ 
развитемъ болЪе общато понятйя о такъ называемыхъ зеомет- 
рическихь мюстахо“). Подъ именемъ мфета въ геометрии 
слъдуетъ разумфть совокупность проетыхъ геометрических 
формъ, точекъ, лин1Й и поверхностей, изъ которыхъ каждая слу- 
жить рьшенемъ нЪкоторой неопредЪленной задачи, допускающей 
безконечное число рзшен!й; совокупность формъ, положеня ко- 
торыхъ связаны однимъ общимъ закономъ происхожденя. За- 
конъ этотъ можеть быть весьма разнообразенъ даже для одного 
и того-же теометрическаго образа, соотвзтетвенно различнымъ 
свойствамъ этого послЪдняго. можеть быть данЪъ какъ геомет- 
рическое построенте. или наконецъ, какъ механическй способъ 
описан1я образа (т0тос влуали‹)5). Вотъ какъ говоритъ объ 
этомъ [[аппз въ УП-ой книг своего «Сборника › 8). 


«Мста бываютъ вообще. частью неподвижными (Ях1, &фех- 
т0_,—какъ уже замфтилъ Аполлон!Й, частью происходящими 


1) “ве. 

2) гошжтх <} т0б (лпоу пл; вр. АЙтат. о. е. п. 9, рр. 156, 157. 
3) Ргосиз. е4. Ег. р. 111, 1—112, 8. 

*) Мопыда. Н. а..М. Т. Г. Раз. Т. Тау. Ш, ХУ. 

*) Нате. 7. безев. р. 152; (ош. (г. М. р. 187 п. 1. 


°) Раррё Аехапата СоПес1001з фпае зарегзипф отаесе её ]а ше е@1ай 
Еч4ечсиз Нийзей. ВегоЙи1 ар. \Уе!Чтаппоз у. 1—ПТ, 1876—1878. 


Т. ХП Зап. Мат, Отд, 5 


+ й | 
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отъ поступательнаго движеня (ргосте1етфез, биебодхой) —линя 
какъ мото точки, поверхность — линш, тЪло— поверхности, 
частью, наконецъ, пройсходящими отъ вращеня (стелиуетет(ез, 
Яуазтрорихо() —мЪето точекъ — поверхность, лини —тВло; такимъ 
‘образомъ ли можно разсматривать каАкъ 1001 Ин 
точекъ, поверхности какъ 1061 слгеитуетг$етез точекъ и ргос- 
теф1еп{ез линйЙ: свойства линейныхъ мФетъ можно доказывать 
помощью поверхностей. ВеЪ прямыя й круги носятъ назвуне 
плоскихъ мВетъ ($т(мебо, т, р1ап!). коничесмя сЪченя, пара- 
болы или эллипсы или гиперболы, называются 1061 зо НАТ (оте- 
реб т.); вс прочя лини называются просто линейными мЪс- 
тами (урщиихо.)» 1). 

Главное значене эти представлемя о геометрическлхъ 
мфетахъ пр1обрфли въ приложени къ рЬшеню опредзленныхъ 
вопросовъ. Всявй геоаетрическай вопросъ имзетъ въ виду нз- 
которое неподвижное мЪето (]оспш Йхит) опредзленное радомъ 
условЙ; отвлекаясь отъ одного изъ этихъ условй мы полу- 
чимъ уже не 1осаш Нхишм. а 106иш ргостедетет ”), кривую 
лин!ю или поверхность; отвлекаясь отъ другуго условя полу- 
чимъ второе мето того-же рода; пересвчения обфихъ кривыхъ 
лиНЙ или поверхностей даютъ рьшенте предложеннаго вопроса 3), 
Совокупность разнообразныхь методовъ, служивтихъ для рВшен1я 
геометрическихъь вопросовъ такимЪ путемъ. составляла у древнихъ 
одну общую науку, геометрическаго анализа (10618 гезо] 1608) м 
‹[10608 называемый гезо[абиз (<. дуодобргуос говоритъ Паппъ 
въ началв УП-ой книги «Сборника». «есть особый предметъ, 
предназначенный для тЪхЪ. которые познакомившись съ началь- 
ными обснованями теометри, пожелали бы научиться рфшать, 


1) Рарриз е4. Н. уо1. П.рр. 660, 17—662, 15 (ТаЪ. УП.; Госогазта р|. 1. 2). 
2) ЕхешрИ отайа. 
3?) ср. Мотиаа. Н1з. 4. МайЪ. Рагф. Г. Тау. Ш, ХУ, 


*) Ср. Сваз{ез. П1зеоптз 4’ тамсига&0п 4а соигз 4е Сбош. Бир. 4е 1а 
Езе. 4. вс. 4е Рат1в, 1846 (Тгацё ае С. 5. Ратаз 1880, 2-ше 64.) Т, р. 550, 
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а 
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помощью различных лин, разные предлагаемые имъ вонроеы. 
Предметъ этотъ развивается путемъ анализа и синтеза (рег 
тезоиопет евф сотрозопет)»1). «Анализъ бываетъ двоякато 
рода, теоретический (зресауци ©.) имвющИЙ пфлью розыс- 
канте истинъ ий проблемалтический служащ для рьшеня пред- 
ложенныхь вопросовъ. Въ теоретическомъ анализ — допустивъ 
справедливость доказываемой истины, мы должны, послздова- 
тельными умозаключентями, прЙти къ какому нибудь положен1ю, 
истинность котораго несомнЪнна. безъ чето то что требуется 
доказать не имфло бы мЪета; доказательство будетъ. зат®мъ. 
состоять изъ ряда заключен1й обратныхъ тфмъ которыми поль- 
зовались мы въ анализ$. Въ проблематическомъь же анализз 
предполагаемъ извЪфетнымъ рёшене предложеннато вопроса равно 
какъ и вытекаюшй изъ него рядъ слфдетвй; если эти слЗд- 
стня приводятъ насбъ къ чему нибудь, что возможно найти, 
рЪшен1е предложеннаго вопроса также возможно. и доказательетво 
состойтъ въ такомъ-же рядЪ обратныхъ заключений какъ и въ 
теоретическомъ анализ; если-же мы придемъ къ очевидно ложному 
слЪдотвю, предложенная задача невозможна › 2). 

Отъ этого описаня анализа и синтеза представляющато 
развит! е короткаго опредфленя даннаго въ прибавлеи къ 
Хой книгь Евклидовыхъ Началъ 3), Папиъ переходить КЪ 
перечислению различныхъ сочиненй древнихъ геометровъ. ко- 
торыя по своему содержантю входили въ составъ геометричес- 
каго анализа“); онъ разбираетъ залВмъ и снабжаетъь необхо- 
димыми леммами нЪкоторыя важнЪфйния йзъ перечисленныхъ имъ 
книгъ 5): четыре книги Евклида: ‹/)44@> (1 кн.) 6) и «Рот45- 


') Рарриз е@ НийзеЬ. уо1. П. р. 634. 3—11. 

?) 1634. рр. 634. 24—636, 14. 

°) См. 48, стр. прим. 2; ер. Рарриз. 1. с. 634, 11-93. 

*) Рарриз. р. 636. 18—30. 

5) См. СРазез. П1зеойтз р. 550; Арегеи В150т1аче СК. Т. 55 30—42. 

‘) Ср.етр. 57, прим.3; «Евклидъ называетъ Оафа вее что слздуетъ не- 
посредетвенно изъ уелов1й задачи въ силу предложен!й находящихся въ его 
Началахъ». (Сйаз(ез, Арегса №136. СВ. 1.57); см. также Нефегд\. Задлеп 39—41. 


А. 
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та» (2 кн.)') и двадцать книгъ Аполлошя, между прочимъ 
о плоскихъ ифотахъ и коническихь сЪчен1яхъ ?). О характер» 


общихъ идей лежащихъ въ обновнаи этихъ сочиненй., что 


для насъ преимущественно интересно, я уже говорилъ при 0о0- 
зорз 2-го пер1ода?); не могу не сказать еще нЪеколько словъ 
о сдфланномъ Паппомъ разбор$ Аполлотевыхъ книгЪ о кони- 
ческихъ сЪченяхъ. 

Въ началЪ этого разбора Паппиъ обращаетъь внимане на 
ту точку зр%н1я, съ которой Аполлон1Й разсматривалъ коничес- 


кя сЪченя: онъ трактовалъ эти кривыя какъ геометрическя 


узота и различалъ ихъ, какъ таковыя. на параболы. гиперболы, 
и эллипсы: кратыя замфчаюя Папа“) относятся къ ХТ ХИ 
и ХШ предложенямъ первой книги Аполлония 5). гдЪ даютея 


свойства точекъ коническихъ сВченй, выражаемыя алгебрически 
2 

такими уравнешями: /*=рх—для параболы, у2==ра- -5%? — 
; к р ‚9 ==ра- эл 


2 
для гиперболы, для эллипса: у—рт— 517 (— четвертая про- 


порц1ональная къ тремъ квадратамъ построенннымъ на а, би) 6); 





1) ‹Пориемой можно назвать всякую неполную теорему. выражающую 
зависимости между предметами изивняющимиея по опредвленнымъ законамъ. 
причемъ зависимости эти высказаны настолько, что требуютъ еще ближай- 
шаго изыеканя и разбора». (Сатот. Уот|. р. 241); ем. Сашок 1. в. рр. 239—243; 
Сфаз1ез. [лез $г013 Пугез 4е Рог1зтез 4’Епе]14е гефаЪ113 ропг ]а 1-ге №013 4’аргёз 
]& пойее еф 1ез 1еттаез 4е Рарриз еф сопогтбшепф аа зептает$ 4е В. б1т- 
зоп зиг ]а Роге 4ез бпопеез 4е сез ргороз1опз. Ратаз 1860; Спа{ез. Арегси 
186. СБ. Г. 6 8 е Мое ПГ Нефегд. балет, ГЦ. А, рр. 56—79. 

*) Ср. стр. 55 прим. 5; стр. 65, 66. прим. 1; Сфазез Ар. 613. св. [5$ 11—13; 
Сатог. Уот1; рр. 290—296; Маме. Н. 4. зе, Май\, &. Г. рр. 137—176; Н. а. 
Пешйфеп. Оле Гевге уоп 4ей Кесе]зепп1еп па АЦег Ваш. ОешзсВ. у, В. у. 
Е1зевег—Вептоп. Корепвасеп 1886. 

3) См. стр. 20. 

*) Рарризг е4. Нийзс№. рр. 672, 24—674. 31. 

°) См. Вазат. Оез АроП. Ваев. 1$. К. р. 18 — 23; Мале; Н1з. рр. 
142—150. 


*) Аполлон1й называетъ гиперболой только одну ея вЪтвь; другая но- 
ситъ назван1е «весло оррозфа» (томй бутихеше т): ргор. ХТУ. Е. Т, 
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далфе, приведя словами самого Аполловя кратыйЙ обзоръ со- 
держания воЪхъ восьми книгъ !), Цалиь излатаетъ свой взгляды 
на упоминаемую Аполлонемъ знаменитую задачу: «10015 24 
{тез а р|агез Ппеаз». Задача эта, для трехъ и четырехъ ли- 
НЙ состояла въ елЪдующемъ?): пусть даны (по положеню) 
три прямыя Г, №, [5 или еще и четвертая Г; требуется 
нейти теометрическое м3ето точекъ А обладающихъь такимъ 
свойствомъ: еели #, [5 8. 4 суть дланы прямыхъ, проведен- 
ныхъ изъ А сотвётотвенно кЪ Ё,, [ь, [3. Ра ПОДЪ данными 
углами, & [ данная по длинн® прямая, то прямоугольникъ по- 
строенный на | и [, долженъ имфть данное отнопенте къ пря- 
моугольнику № [ въ случаз 3-хъ и къ прямоугольнику ИЯ 
въ случав 4-хъ лин. Искомое м%ето ееть коническое свченте в): 
Стараясь обобщить эту задачу на случай какого угодно числа 
лин. древн!е встрзтили затруднене, которое Папиъ выражаеть 
въ слфдующихъ словахъ“). 

‹Если проводятся изъ какой нибудь точки прямыя (,, В, 
14. 14, 1, 8 къ пяти или шести линямъ и дано отношен1е пря- 
моугольниго параллелепипеда [, [. [; къ прямоугольному парал- 
лелепипеду построенному на двухъ оетальныхь прямыхъ [ / и 
на ‘данной прямой [ или на трехъ остальныхь (4, (5. в, то 
точка описываетъ лин опредзленнато положеня. Если же 


‘будемъ проводить прямыя боле чЪмъ къ шести линямъ, то 


нользя уже будетъ говорить о тЪлв заключенномъ, подобно пря- 
моутольнику и параллеленииеду, въ четырехъ прямыхъ 5): ибо 
не существуеть теометрическихь образовъ имвющихь болбе 
трехъ измзренй. Геометры живийе незадолго до насъ выражали 
это нЪсколько иначе, говоря о твлЪ обнимаемомъ прямоугольни- 





г) Рарриз. е. Н. 674. 23— 676, 18; р а4 Еп4етит своп. 11Ъ. 1. 
Мате. 1. е. рр. 138- 140. 

2) Рарриз. е4. Н. р. 678, 15—24. 

з) 184; ср. Нефетд. Эба@лепт рр. 86, 87. 

“) Рарриз. е4. Н. р. 680, 2—27. 

5) обжёть м» Ехооби Ау, 24» 26705 Я 80985 тоб Отд ту блерсев- 
ХовёУоУ туд х. т, А, 
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ками построенными на двухъ парахъ прямыхъ лин!й!). Но все 
это можетъ быть выражено и доказано въ самомъ общемъ видз, 
равно какъ и для частнаго случая 3-хЪ или 4-хъ лиюЙ, ©ъ 
помощью сложныхъ отношен!Й »?). 

Если отношене двухъ величинъ А и Б давалось не не- 
посредственно. а черезъ третью С. то древн1е геометры гово- 


рили что отношеше А къ В сложное3) и предетавляеть с0- 


четан!е *) двухъ отношенй А:СиС:В:—А: В-=(А :0)Ж(С: В); 
можно было слфдовательно разематривать данное отношен!е 
А: ВБ какъ сложное изъ нЪеколькихъ другихъ: -— й , К, 
1:14. 5:1, в: вводя промежуточныя величины 4%, №, Р5), 
тавя чтобы М а ММ: УВ 
РВ: в ртотда Ах ВЕ (2 ЖЕ 
отношения прямоугольниковъ и параллелепипедовъ [; [, : В и 
1 8:4 5% равносильны такимъ сложнымъ ([1: ее. 1) в) 
и (1 :14)><(@ :5)Ж(:4%); такъ какъ они имфютъ опредЪ- 
ленный бсмыслъ для сколькихъ угодно прямыхъ [,, [., (,....., 
то и могутъ служить для выражен1я обобщенной задачи ‹ай 
р1агез Ппеаз». «Искомое мЪото», прибавляеть Паипъ, «ебть 
лин1я опредЪзленнаго положешя» 7). 





1) Тёф 9пф тбуде перцехбивуо» (1,. 1,) Ауоутес 811 тд @пд тйодЕ тетрйуюуоу 
(1,2) Я ет тд 5пф тауде (1, 14). 

3) д.& тау суупимЕуыу 6. 

3) ). суупимёуо‹. 

8“) суухЕоЭ и ёх тё А: С ко (0: В. 

5) ер. Ешосвиз ш Атерии. 4е врЬ. еф су1. ПЪ. П. е@. Нефегд. р. 140 
11—21; Евтоюй въ комментар!и, въ которомъ находятся приведенныя строки 
(рр. 140—148) разематриваетъ сложныя отношен!я съ другой точки зрён 
сообразно съ 5 опредвлен1емъ У[-ой книги Ев. Нач. на которое онъ сеы” 
лается (р. 140, 23); объ этомъ опредзлени (Еисё. Е1. её НПеёв. у. П, р. 72” 
13—15) Гейбергъь замВчаетъ: ПеЁ, 5 яше 410 ицегро]а{а езф..... Фогёаззе 
аще ТБеопешт..... (В. ЕЁ, П. р. 73 п. 2); вр. №сот. Цег. Тшуг. Ат. 1. Ц. еа. 
НосЁе рр. 120 её з44.; Ешос. а4а АроПоп. р. 32. АроЙй. Регд. Соп. ИЪ. е4. 
НаЦеу; ем. е. 5. Ешсф. Еф. 1.`УТ ргор. ХХШ (е4 Нед. П. рр. 146. 148). Агев. ае 
с0п014. еф зрВаего14. ргор. Х. (е4. Неё. Т, р. 340). 

8) Еис[. Е. 1. с. 

т) Рарриз. её. Нийзей. р. 680, 27; ср. 1044. рр. 678, 295—680, 2, 
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Истор!я задачи Паша Г) предетавляеть `намъ примбръ 
тВхъ затруднен. которыя встр®чали древе математики при 
изыеканши средствъ для матемалическаго выраженя законовъ, 
связывающихъь перемфиныя величины; онй могли выражать таке 
законы лишь различным ‘образомъ въ разныхъ частныхъ слу- 
чаяхъ и только иногда, подобно Паппу, етарались сблизить эти 
случаи между собой; объ общихъ премахъ для веЪхъ возмож- 
ныхЪ вопрововъ не могло быть и р$чи; понятно. что при та- 
кихъ условяхъ употреблявиийся ими методъ анализа не могъ 
развиться въ однообразный правильный алгорйомъ въ области 
теометр!и. Гораздо боле удобную почву для такого развития 
представляла теорля чиселъ, сочетания которыхъ составляются 
изъ однихъ и тЪхъ-же олементовъ, соединенныхъ простыми и 
немногоразличными ариометическими дзИствями. Въ нашу за- 
дачу не входитъ изложен1е истори науки о числахъ, получив- 
шей свое начало еще у Египтянъ и Халдеевъ?) и, наравн® 
съ геометрией. неперестававшей занимать умы греческихъ ма- 
тематиковъ отъ Пиеагора до Дюфанта3); мы постараемся 
только опредзлить положенте. которое заняла эта наука, по отно- 
шеню къ интересующему насъ вопросу 0бъ аналитическомъ 





1) см. ЛШотиеа. Н. 4. М. Рагё. 1. Тлу. У, УП... .рго вле. ... $е146 
рат 1ез апелетз её тбзо]а раг еах азда’» ип сегейт рошё.... 1 зо1а10п 
обпбгае..... Авбрепааь 4’апе шё обе поцуеЦе, +еЦе де Гапайузе 156 Ъ14ще 
её Гагф 4’ехрепиег а1о6т1аешепф$ 1а ргорг166 еззепыеПе её ргипогалае 
4’ипе соитЪе..... 1е1 Рарриз #21 шеп оп @’апе а\елИ6.... Пу гёроп4, 
еп 41зап& Ча’оп репф бпопеег вез ргоёа Аз раг 4е зпар]ез сотрозопз 4е 
га1з0пз. 1апоасе #огё 1316 4апз 1а оботбые апееппе, (Т. Г. р. 330); Мале 
Н. @. з. М. +. П. рр. 51--58. 


2) см. Сатог. Уог1. Кар. ТГ, (ер. стр. 41, прим. 4); 1654. Кар. ПП. въ особ. 
рр. 21, 22. 24, 32, 35, 36, 69, 70, 75. 


3) Сош. Стеек. МаЬ. Сварф. ТУ. Сатют. Уот|. раззпа въ ое. К. К, 
УТ, ХХГ, ХХХПГ, Натйе]. Таг безев.: О1орВапф рр. 157—171; Е. 5. Опдег. 
Арт1зз Чег Сезей. 4ег /ает1евте уоп РуфВасогаз 13 ааЁ О1юрБалоф. Егёаг4 
1843 (Сутопаз1а]1ргосталт). 
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метод. въ послзднемъ своемъ словз—въ Ллофантовыхъ арио- 
метическихь книгахъ !). 

Особенно интересны съ этой точки зрфюя обозначеня и 
правила, перечисленемъ которыхъ начинается первая книга 
Ллофанта?). Имзя въ виду анализъ числовыхъ задачъ. Длофантъ 
даетъ прежде всего опредЪленя различных видовъ (5109$ — 
зрее1ез) чиселъ, данныхъ и неизвзетныхъ. 

Опредъленя 1, 2 и 3. Первая степень неизвзетнаго 2 
или само неизвЪетное (70$ р0уддюу 9)о|оУ) обозначаетея 
буквой ‹ и называется просто бр бе —числомь, 22 —0бубие — 
квадрат?) обозначается сокращенно черезъ д°, 43—06 — 
кубь черезъ х, 2“ —квадрато-квадрате (боуаиодбуцис)“) — 
60°, хз—квадратокубъ (доуаибхоВос)— 0х. 16 — кубокубъ (жб- 


р 1 
хуВо‹)— хх °); обратныя этймъ видамъ неизвЪстныхъ дроби ей 
1 1 . ь) С \ < 
—° —›:... НоСсЯТЪ бсоотвЪтетвенныя названтя бр лодтду. доубцловтбу, 
Е. } 
хововтду, й т. д.8); извзетныя числа (090®<) обозначаются 
сокращено черезъ м. 

)предъленя 4—8. Число, будучи умножено на число. 
даетъ квадралъ (с‹=°), 026 ==00°, и т. д.; произведене 
числа на одноименную дробь=1; пройзведете двухъ дробей 


1) Гдоррапй ех. АтИпшейеогат 111 УГ ефе. саш всотш. Васйей еф 
оЪз. О. Р. 4е Еегтыи. То]озае 1670; см. также нЪзм. переводъ /Дульца (ВегИп 
1822); Т. Г. Неай. П1орЬатоз 0 А]ехапата; а за4у ш Ще Ь150гу оЁ 
Стеек А]1сеЪга. Сатшт1Асе 1885. 


1) Л привожу только наиболе характерныя опредзлен1я; см. подр, 
Ней. о. с. Свар$. ТУ. Сатюг. У от1. рр. 399—402 ; о цвли и характер сочинен1я 


Д1оФханта вообще (ср. обзоръ 2-го пер. стр. 20, 21) см. въ 0сб. Неай. о. е. СЪ. 
Сы. 1, У 


3) Для обозначен!я квадратовъ извзетныхъ чиеелъ Д1оФхантъ употреб- 
ляетъ слово татрйуоъос. 


*) Ср. Рарриз прим. 1, стр.; 70; у Д1оханта это назван1е относится только 
къ числамъ (ем. Вис. ЕТ. еа. Не. у. П. рр. 186. 188. ТлЪ. УП. ае{. 16—19); 
назван1я: квадрато—кв. и т. д. находятся у Оеона Смирнеколю (П ет. по 
Р. Х.): Ехроз10 гег. ша. еёе. ед. Нек. ГАрз. ТЪп. 1878. 
5) Далве 6-ой степени Д. не идетъ. 
85.:%_ 250 


$‘) Дроби Д. обозначаетъ иногда такъ: 2-8 $ с» ит. п. 
х 
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обратныхъ числамъ равно дроби обратной квадрату й т. д.; 
умножене количества на извЪстное число не нарушаетъ его 
принадлежности къ тому или другому виду ($1005) —кЪ &°, или 
‹. ИЛИ 09° ит. д. 

Опредьлене 11. вводить два дЪйстня служащихъ для 
упрощен!я уравненй: «если изъ какой нибудь задачи вытека- 
етъ равенство между разными видами количествъ въ различномъ 
чиелВ съ той и другой стророны (уравнен1е), то 1) нужно от- 
нимать подобныя количества отъ подобныхь пока не останется 
только по одному количеству каждаго вида; и 2) если на одной 
сторон или на обЪихъ находятся отрицательныя (вычитаемыя) 
количества (5) ^е(ег т@ =), нужно прибавлять къ обЪимъ 
сторонамъ эти количества (тд \е(тоута =.), пока вс количества 
не станутъ положительными ($у0т%0хоута з.); тотда уже нужно 
примзнить къ уравненю дЪйстве 1)»'). 

Опредълене 10. Отрицательныя количества нужно скла- 
дывать между собою и сумму ихъ вычитать изъ суммы поло- 
жительныхь; такъ нужно поступать съ количествами каждаго 
вида отдЪлЬНо. 


Опредъленще 9. Отрицательное количество, будучи умножено 
на отрицательное, даетъ положительное (Хе ис етй Лем коА\я- 
пласааде ся поией бар» )”); знакъ отрицательнаго количества 
есть Л?). Длофантъ никогда не производить алгебрическаго 
счислен!я и потому не имЗетъ случая ссылаться на это пра- 


вило: (—)Ж(—)=-Р ; оно могло служить ему для возвыше- 


НЙ въ квадратъь и кубъ разности двухъ, количествъ разнаго 


1) Д1оФ. гов. вобетв,: «йтд &хит. т. шероу дефовь браирЕ х, т. )., $05 бо 
$9 &00$ 0: &10ей (00у уёуетои> (двухчленн. урав.). но далфе прибавляетъ: 
«Оотёро» 6& сои да(орву хо} пыз 600 & 0 (выу & хата деф фто» тд то4обтоу ДОЕТОи 
(3-хъ членн. ур.). 

3) Дегрис ВЕ еп: Упор пои Де» [(—) >< (4) = (—)]. 

:) Объ этомъ знак и другихъ ем. Неай. 0. с. Сварё. ТУ. МоаНоп 
апа дей 101з оЁ. О. и А4 депаит. р. 160; бош. Стеек. М.рр. 108—111, пп. 
и Аадеп4а Р. 108 п. 3 р. [Х. 
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вида: результаты такихъ возвышенй даетъ онъ въ различныхъ 
случаяхъ. Положительные и отрицательные члены пишетъ Д1о- 
фантъ рядомъ, поставляя коэффищентъ 1) послЪ знака количества; 
мы приведемъ для примфра р»шене одной простзйщей задачи 
почти слфдуя Длофанту ?), только вмЪето греческихъ обозначенй 
чиселъ будемъ писать арабемя цифры: «Задача: найти два 
числа койхъ сумма и разность квадратовъ даны; рющшене: ио- 
ложимъ $1 в? 10, в? 10 Л $1; квадратъ: 56° 1 с 20 
100. 52 11° 100 Л ‹ 203; разноеть: с 40 равняетея 80; 


раздвливЪъ: ‹ равняется 2; откуда слЪдуетъ результатъ: боль-. 


шее число ость 12, меньшее $». 


Замзтимъ еще, что Ллофантъ не веегда употребляетъ- 
сокращенныя 0бозначенмя и часто въ одно и той-же фразз пи- 
шетъ < и 9065, М и \=Фе и т. д."); не нужно думать по- 
этому. что-бы эти обозначеня представляли изъ себя, подобно 
буквамъ нашей алгебры. символы, не имЪвипе внутренней связи 
съ обозначаемыми предметами: они служили лить для того, 
что-бы придать письму болзе сжатый и легче обозрЪваемый 
видъ °). Мы не станемъ товорить о многочиеленныхь и въ 
высшей степени остроумныхъ премахъ къ которымъ прибзталъ 
Ллофантъ для удобной постановки и точнаго или приближен- 
наго рЪшеня чибловыхъ вопросовъ 6); значеше и достоинство 
этихЪ премовъ евязано, въ значительной мЪрЪ, съ несовершен- 
ствомъ  употреблявшатося имъ алгебрическаго механизма 7). 
Упомянемъ только о тВхъ способахъ. которые употребляет онъ 


1) лл790 —чиело. 

?) По сокращеннымъ табличкамъ найденнымъ .Р0дэ въ парижекихъ ру- 
кописяхъ книгъ Д. см. Г. Воде. Г’а]обрге 4’А1—КВАг1илю1 © ]ез шб\о4ез 
1п1еппе её огесаие. Лоитпа{ Азайдие. Лапулег 1818. р. 42. 

3) У Д1офанта 55 х’или просто 55 *.. 

и) Сы. Най. 0; СИЕ ТА 

°) Ср. 1644. рр. 77-- 80. 

5) 14. СВ. У. ПО1орвапфоз пебто@з оЁ зо оп ; № ззейтаят. А1о. 4. 
Ст. рр. 355—436; П1орваю’з Аа 0 запозтеб\о4еп ; Нате] 1. е. 

7) Неай. о. е. СЪ. ТУ. $5 6. 


2 < 
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для рЪшенйя опредзленныхъ алгебрическихь уравнений '). Вов 
они сводятся у Л1офанта къ уравнеюямъ первыхъ двухъ сте- 
пеней”); изъ приведеннаго примвра можно видЪть какимъ 06- 
разомъ рЪшались уравненя первой степени. Что касается 
уравненй квадратныхъ, то Ллофантъ нигдз не даетъ формулы 
для ихъ рВшеня?); можно однако съ достаточной вЗроятностью 
полагать, на основани опредЪлешя 11-го и тЪхъ вычислений, 
которыя онъ производить при рётени нФкоторыхъ. задачъ, что 
онъ разематриваль отдЪльно три случая: ах?--0х=6... (1), 
ах2—х-Р с... (1) и ах +6—=1х....(П), @д8 а бис 
положительныя числа) и пользовалея для нахожденя корней 
формулами: (]/1/. ав— !/. 6): а....(1), (ую ав): 
И 9 (У —ае у): а....(3)“); сверхъ того 
нужно замфтить, что онъ разематривалъ только одно рЪшене и 
никогда не имлъ случая брать радикалы съ отрицательными зна” 
ками 5). Эти формулы Ллофантъ могъ получить, приводя уравнен1я 
къ виду: (ах- 1/, 5)? = .а?-Рае, (ах— 1/, 0)" = И, 2 -Рас, 
(ах— 1/6)? = '/,5?-—ав. 8); первая изъ нихъ (1) была къ 
тому же извфстна уже Герону Александуйскому (около 100 
т. до Р. Х.), который пользовался ею для рвшеня одного чис- 


*) См. въ 060б. Неай. ор. с. рр. 88—94. 

1) Не говоря объ уравнен1яхъ двучленныхъ, у Д1оФанта ветр%зчаетея 
только одно уравнен!е 3-й степени (Т1Ъ. УТ, рг. 19): х Е х-Е3=х-- 
3х —3х?—1; приводя его къ нормальному виду вогласно правиламъ опре- 
дфлен!я 11, получимъ х?-{-х=4х?-|-4 или. что вее уавно х(х?-{-1)=4(х?-|-1) 
откуда видно что уравнен!е имзетъ лишь одинъ вещественный корень 4; 
ДлоФантъ даетъ это рёшене не указывая пути, которымъ онъ къ нему при- 
шелъ (см. Неай. о. с. рр. 98, 94, 234). 

3) Эти Формулы. по всей вЪроятноети, заключалиеь въ потерянныхъ 
книгахъ Д1офантова труда; ер. Неай. о. с. рр. 27—30. 

*) 154. рр. 92. 93; Воде. Хопгоа] Аз1а1аце. Тату. 1878 рр. 58, 62, 63; 
Меззейтатт. 0. с. р. 319. 

5) Ср. Воде. 1, с. рр. 88—90. 

8) М№ззейтатт на стр. 324 и сл. своего еочинен1я разбираетъ различные 
_ пути которыми Д!оФантъ могъ прйти къ своему рзшеню; между прочимъ, 
такимъ путемъ могло служить уподоблен1е числовыхъ задачъ теометричес- 
кимъ задачамъ Евклида, о которыхъ мы уже говорили (стр, 57), 
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леннаго вопроса изъ области геометрии !). 'Т% случаи ураввнешй, 
которые привелй бы насъ къ ирращональнымъ, отрицательнымъ 
или мнимымъ корнямъ Длофантъ считалъ равно невозможными 
(&06уалос, @топоз)?) и а ром! исключалъь ихъ изъ раземот- 
рзня; прИдя, при рЪшени задачи. къ такому невозможному 
уравнен1ю. онъ возвращался назадъ и измфнялъ соотв тетвен- 
нымЪъ образомъ ходъ своего анализа. съ цфлью прти къ ра- 
п1ональному результату 3). 


Треми перодъ 


При обзорЪ третьяго пер1ода я уже говорилъ о сравни- 
тельной незначительности того вллян!я. которое имфла инд1Йская 
наука на математичесыя идеи арабскихъ, а слвдовательно. 
пр1емственно, и первыхъ европейских алгебристовъ. Вмяне 
это сказалось, главнымъ образомъ, въ распространеи новой 
системы нумерации“) и отразилось на алгебрЪ введемемъ и$- 
которыхъ обозначенй связанныхъ съ основными принципами 
этой нумерации; какъ ни маловажно можетъ казаться значенте 


*) Негопз 24ех. беотей1а е4. Нийзей. р. 133, 10—23; Геронъ даетъ 
У1545-841—29 


Формулу = 
рмулу т 


для вычисленя д1аметра 4 круга по вумм8 в 





его площади, окружноети и самаго д1аметра, считая и 4 есть селздова- 


п 19 
тельно корень кв. ур.: а Н@--04а=8 или м 79=$) ср. Салот. Уот|. 
рр. 341, 342. 
2?) См. ТАЪ. ТУ, рг. 28, 14Ъ. У. рг. 2. (Ней, о. е. рр. 82, 198, 209). 


3) Ср. Неа, о. е. р. 82; Меззейпати. о. ве. П1орВаюРз Аа Йбзапозтео- 
4еп; МебвоЧе 4ег Хагаскгесвиаоо ава Мерепаясаъе. 


‘) О такъ называемыхъ арабскихъ цихрахъ и систем счисленя см. 
Сатог. Уог1. Кар. ХХХИТ. Агазеве ИаЪ]я2е1евеп &ес. рр. {606—....; ем. 


также Е. ИТоерсйе. Мето1те заг 1а ргорасаоп 4ез сЪ1Йтез ш@1етз. Фойгпа| | 


азайаие. 1863. Тапу.—Ебут., рр. 27—79. Матз— Ауг., рр. 284—290, ИИ 
442- 529. 


ПРУЧТечАИИ с аая 


вх № 


Г” Г. .7 
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этихъ нововведен!й вначалЪ, они однакоже дали впослЪдетв1и 
происхождене въ высшей степени важнымъ предотавлентямъ. 


между которыми первое мото занимаеть предотавлене о ма- 


тематическомъ нулЪ‘). Это оботоятельство не позволяетъь намъ 
совершенно игнорировать труды индйскихЪ математиковъ; вис- 
тема выработанныхь ими понятй и методовъ, по своей свое- 
образности. представляетъь кромЪ того сама по себЪ значитель- 
ный интересъ 2). ИндШеве малематики въ своихъ изысканяхъ 
имЪли въ виду. главнымъ образомъ, рВшенюе численныхъ воп- 
росовъ изъ области прикладныхъ наукъ, именно практической 
ариеметики, практической геометрии и астрономи?); конечною 
пЪлью этихъ ИзыскаюЙ было нахожденте общихъ, удобныхъ 
для приложен!я правилъ и формулъ. Подобно Длофанту, инду- 
сы употребляли сокращен1я для обозначения неизвЪотнаго числа 
и его различныхъ степеней“); алебрическе многочлены писали 
они. также какъ и Длофантъ, поставляя рядомъ эти сокращенные 
знаки и послз нихъ ихъ коеффитенты, съ тою разницею, что 


1) О происхождени нуля и знаковъ чиселъ у индусовъ ем. кром® Иоерйе 
1. е. въ ое. у Дантора. Уот. рр. 511—518; сер. 164. рр. 61, 501, Воде. д. 
Аз1а%. 1879 р. 19. 


?) См. Сатюг. Уог1. Кар. ХХХ; Воде. Г’А1оёте ?АГКи&зтат ее. 4. 
Азайаие Лапу. 1878. 


3) Въ Инди, насколько до сихъ поръ извЪетно. совезмъ не было уче- 
ныхъ. посвящавшихь себя чисто-математическимъ изысканянитъ (Сашог. Уот]. 
р. 508); источниками для изучен!я инд ской алгебры елужатъ сочинен1я трехъ 

^ — 
астрономовъ: Агуаб йа (въ УТ стол. по Р. Х.). Вгампауииа (УПГ етол.) и 
Вфазката (ХИ етол.); части ихъ творенйй относяцйяея къ алгебр переведены 
Кольбрукомь и Родэ: Н. Ть. Саефтооке. А1вета уИВ ат Иыпейе ап@ шепзи- 
та41оп #гот Ве Запзег оЁ Вгабтесара ап@ Вравеага фтааз1адей Ру Н. ТЬ. 
1. ^ . . . 

С.; Г. Воде. Тесопз 4е Са]еа1 4’АгуаЪЬ ака. (Ехётаф Чи 2. Азадиае. 1879, 
ау. фехфе бапзет; ем. также 7. А. Тапу. 1878. 

_*) Вгавтасар{а, ВЪазкага: #— удумАауаб (104-9100) сокр. у; 2?— 
уата. хз--уадва (сЪа4А— произведене; Со]ефтооке. о. с. р. 5, п. 6), 2‘ —удеава 
т. д. 2° или извЪетное число обозначается сокр. г@ (гИраКА. гйра) ер. Сазог, 


Уот]. рр. 526, 527; Во4е. Сые. 4’Ат. р. 40. 
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отрипательныя количества изображали они не знакомъ вычита- 
ня, а точкой поставленной надъ коеффищентомъ; сообразно 
съ этихъ отрицательными считались самые коеффишенты. самыя 
числа; индусы разсматривали поэтому тая числа не какъ вы- 
‘Читаемыя только, но изолированно, сравнивая ихъ съ поло- 
жительными и противуполагая этимъ послёднимъ; они реали- 
зовали ихъ. какъ это дЪлаемъ й мы. въ области практической 
ариеметики. какъ долги или убытки (положительныя числа какъ 
имущества или прибыли) !).—въ области теометри ий астроно- 
ми, какъ разетояня отложенныя или пройденныя отъ какой 
нибудь точки на лиШи въ сторону противуположную направле- 
ню положительныхъ разетоянЙ ^), или какъ времена прошедпия 
до наступленя даннато момента?) Чтобы выразить уравненте, 
индусы писали два полинома одинъ надъ другимъ безъ вся- 
каго особаго знака; при этомъ эти полиномы они изображали 
какъ однородные. содержащте одни и тЪже степени нейзвзет- 
наго (въ томъ числЪ нулевую степень йли извЪфетное число); 
отсутств1е какой нибудь изъ этихъ степеней въ одной изъ 
частей уравнентя выражалось коеффищентомь 0%). Такимъ 


образомъ, въ индайской алгебрв отрицательныя числа й нуль, 


какъ коеффицщенты различныхъ степеней неизвЪетнаго въ урав- 
нентяхъ, входили въ вычислен1я наравнз съ положительными 
числами. Ихъ приходилось, слфдовательно, подвергать за одно 
съ этими послЪдними различнымъ ариометическимъ дЪйств1ямъ 
по опредзленнымъ правиламъ. Вотъ какъ излагаютъ эти пра- 
вила индШеюе математики 5). 


1) гпат— долгъ, Ксауа— убытокъ, ЧВапала, зуат — прибыль. имущеетво; 
Соебтоойе 0, ©. р. 131. п. 1. Водм, 3. Аз. 1878 рр. 23, 94. 
2) Софебтооке, о. с. р. 71. $ 166. 


т) Воде. Оме. 4’Аг. рр. 41, 42; Фопти. Аз. 1878 рр. 25—99. 
`°) Напримвръ уравненше х* — 2х? — 400)х =9999 изображалось. такЪ 


уёуауа 1 удха 9 уё 400 га 0 В | 
уйувть 0 удть 0340 т 9999 (ВВазкага, Соефтооке. о. с. р. 215; Воае, 
у. Аз. 1878 рр. 79—81); вр. Ибрейе. ФТопги. Аз. 1854. 5-ше зёг. ТУ рр, 350, 
351; о приведен!и уравнен!й къ нормальному виду (уравнов шене-—Шуаа) 


см, Ааае. 3. Аз. 1818 рр. 16, 17, 
) Еода. Гра. 


се 
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«Сумма двухЪ имущества» (положительныхъ чиселъ) «есть 
имущество, двухъ 0044065» (отрицательныхъ чиселъ) ‹ — долгъ, 
имущества и долга —ихъ разность, или, если они равны — нуль. 
Сумма нуля и долга есть долгъ, имущества и нуля — имущество. 
двухъ нулей - нуль»!'). «Правила вычитаня: меньшее вычи- 
тается изъ большато, имущество изъ имущества, долгъ изъ 
долга; но если вычитается большее изъ меныпаго, значен1е 
избытка мЪняется. Долгъ будучи вычтенъ изъ нуля дЪФлаетея 
имуществомъ, имущество — превращается въ долгъ. Лолгъ 
безъ нуля остается долгомъ, имущество — имуществомъ. Члто- 
бы вычесть имущество изъ долга или долгъ изъ имущества 
нужно составить ихъ сумму»?). «Произведете двухъ имуществь 
пли двухъ неимуществь есть имущество; результатъ про- 
изведеня имущества на долтъ представляетъь убытокз. То-же 
правило имфетъ мЪсто и при дЪленш. Квадратъ имущества 
или долга есть имущество; имущество имЪфетъ два корня: 
один составляетъ прибыль, другой — долгъ. Корень убытка 
не существуеть, ибо таковой не есть квадратъ»”)....... 

.......< Имущество или долгъ. будучи раздЪлены на () даютъ 
безконечное количество, называемое частнымь на нуль, не пре- 
терпВвающее измфнентй, приращеня или ущерба. какое бы боль- 
шое число мы къ нему не прибавляли или отъ него ни отнй- 
мали; его можно уподобить вЪчному времени безконечной пЪпи 
существован Й › “). Къ этому слЪдуетъ еще добавить то зам%- 
чанте, что индусы умЪли преобразовывать свой формулы въ другя 5), 





') Вгавтасарба $ 19. В. р. 25. 

1) Ви. $5 20, 24, В. Па. 

*) ВЪАзКата. К. р. 22, 

*) Соебтоойе, о. е. рр. 137, 138 ({ВВёзкага), В. рр. 29, 30. 

((—28) + Ус—2а)-89г 
2т 


числа членовъ арие. прогресс1и по. первому члену. разности и сумм) и пре- 
аа а . ыы 
2а + УС РЕН, Воде. С. а’Ах. 


5) Агуавада даетъ Формулу (для вычислен1я 








1 
образуетъ ее въ другую: в—5 (1+ 
рр. 13, 20; 7. Ав. 1878 рр. 28, 29 п. 1. 


т 
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и Что ихъ не останавливали даже встр5чавииеся въ вычи- 
слентяхъ радикалы !). 

Соотвзтетвенно такому состоянтю основныхъ алгебрическихъ 
знай, они подробно развивали методы рфшеня уравнеюй и 
умфли давать формуламъ этихъ рВшенй сжатый и удобный для 
выражен1я видъ?). Мы укажемъ. для примФра, на два инте- 
ресные пункта въ теори трехчленныхъ квадратныхъ уравненй. 

Т. Общее правило 3). Перенеси извЪетное число на сто- 
рону противуположную той на которой находятся остатки отъ 
вычитан!я неизвфотныхь и ихъ квадратовъ (ах’--х=с). Въ 
извЪстному числу умноженному на учетверенное число квадра-. 
товъ неизвЪетнаго прибавь квадратъ коеффитента среднаго 
члена; корень полученнаго результата 0безЪ этого коеффицщтента, 
будучи раздЪленъ на удвоенное число квадратовъ нейзвЪетнато, 


= 
даетъ искомое число аи Двойное ръшенйе“). 
ы | 


.  Удта 1 А О га 12 
Въ уравнеши: т Г й 11070 (Ира 0х 12 =0х- 
—х--0) приведемъ обЪ части къ одному знаменателю и я | 

уйуа | 


кратимъ его; уравнене приметъ затЪмъ такой видъ: удта 0 
с 


о г о ‚раз Ирибаваяя къ обЪимъ чаетямъ квадратъ 52 и 
уд т 
у& 11 т032 


извлекая корни: *^ 10: Но такъ какъ отрицательныя 
И А 0 та 16? и 





') ВБазкага. Код. 7. Аз. 1878 рр. 44, 45; Индуеы обозначали ирра- 
ц1ональные квадратные корни сокращенлемъ Ка (Катгапа; ем. Воде. С. 4’Аг. 
рр. 30, 31). 

2?) См. Коае, 1. Ав. 1878. рр. 70—82. 

°) Правило Брахмагупты; Соебгооке. о. с. р. 346. $ 48; Воде. 5. Аз. 
1878 р. 75. 

*) ВВАзкага, Соефтооке. о. с. рр. 215, 216; Воае. 1. с. рр. 83, 84; онъ 
даетъ и общее правило для того случая когда оба корня положительны: «вЪ 
опредзленномъ отрицательномъ числ», говоритъ ВБазкага, ‹есть нзчто про- 
тивное общепринятымъ воззрзн1ямъ (ер. Соебтооке. о. с. р. 218, $ 142; 
Кода, 9. Ав. 1878. рр. 82—88). 
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единицы корня первой части болыше нежели единицы корня 
второ1. можно взять эти послфднйя положительно или отрицательно, 
и тогда получимъ двойное значене для нейзвзетнаго, 48 и 16. 


Невозможно съ точностью указать времени, когда 60- 
чинения Дуофанта были переведены въ первый разъь на арабскй 
языкъ 1); во веякомъ случа они были извЪстны арабскимъ 
математикамь ТХ-го столфия, что можетъ быть доказано съ 
доетаточной яеностью разборомъ сочиненй, жившаго въ этомъ 
столЪти, первато арабскаго алгебриста Л/охаммеда бенз Муса 
аль Харизми?). Сочинене этого математика объ алгебрь съ. 
удивительною взрностью воспроизводить. въ главныхъ чертахъ, 
основныя Понят1я и методы ДЛлофанта; замфчательно однако. 
что онъ при этомъ не пользуется никакими сокращенями по- 
добными Ллофантовымъ и даже коэффищенты выражаетъ пол- 
ными числительными йменамй; ему, между тЪиъ, хорошо была 
извЪетна инд1йская система нумерашя, которую онъ изложилъ 
въ другомъ своемъ трудЪ вмЪетВ съ основными правилами арйо- 
мотическаго счиелен!я °). Алгебра Аль Харизми носить своеоб- 


+) (м. Ней. лор. оё. А1. СВ. Ш, 52, Съар. УПЬ $1; Сато. Уом. 
рр. 394, 395, 596, 603, 604. 


*) Мопаштей реп Мопса А1-К№8т1з1 изъ провинц!и АйАётезт въ Пер- 
е1и; см. Саюют. Уот|. рр. 599, 600, 611. 


3) Сочинене это дошло до наеъ въ латинекомъ переводв; въ 1857 г 
была открыта рукопись этого перевода въ Кембриджек!й библ1лотекв и издана 
княземъ Волсотради: Адогитё 4е питето Тп4отит, первый выпускъ Тгабай 
4’АтИлоейеса изд. Вопсотраст1; см. Сазюг. Уог1. рр. 611—616; сочинене 
это было однако написано поелЪ алгебры, ибо въ немъ упоминается объ этой 
поелздней. алгебра Аль Харизми издана въ 1831 году Розеномь съ англий- 
скимъ переводомъ и примвчан!ями: Мойаттей беп Миза, А1сеЪга. АгаЪ. 1ехф, 
4$гап31. & побез' ру Ег. Возеп. Гопа. 1881; старый латицек1й переводъ ея 
изданъ [45тё въ прибавлени къ 1-му тому Истории математичоскихь 
наукь вв Итзли. 1833: Мое ХИ.... Гбег Маитей Виз Моуя аспоатаатя 
4е а1дебта её итистафща рр. 253—297; ем, также упомянутую уже раньше 
статью Во4е. Г’обрге 4’А1—КпАг1зш1 ее. допги. Ав. Фапу1ег 1878. 


Т, ХП Зап, Мат. Отд, $ 


Г ан“ - к’ РР: фм >? "т = ь Ч 4 + 
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разное назване «Д1-]6г ма’-шаааа]а»: слова «]60г» (тезбам- 
го) и «шидара]а» (оррозо) относятся къ извЪетнымъ 
дДЪйстаныъ, Боторыхъ авторъ не объясняеть и которыми онъ 
не пользуется въ своей теори поименно"); толковане, которое 
даетъ этимъ словамъ одинъ изъ позднзйшихъ арабскихъ алгебри- 
стовъ 2), показываетъ, что это ничто иное. какъ два дЪйствля надъ 
уравненлями, описанныя въ 11-мъ опредзлени ариеметическихъ 
квигь Длофанта?): «часть уравнев1я заключающую въ 60% 
отрицательный членъ слЪдуетъ ‘дополнить, прибавляя въ тоже 
время равный ему членъ къ другой части; это тебаитайюо. да- 
тВмъЪ количества подобныя по виду и равныя между ©0б0й должно 
отнять отъ обфихъ частей уравнешя—это орроз Ию» *). Отри- 
цательные члены у Аль Харизми носатъ назване «4418» — 
буквальный переводъ греческаго слова <Л№ле$ или зу ее! 5); 
онъ приводитъ правило «знаковъ» при умножени двучленовъ; 
‹произведене (4+0) на (с+4) состоитъ изъ четырехъ произ- 
ведешй ас, 0с. а4. 04 : если фи 4 входатъ оба какъ поло- 
жительные или какъ отрицательные. то произведеме ихъ 04 
войдетъ въ результатъ положительно, въ противномъ случа — 
отрицательно ›5). Аль-Харизми, подобно’ Длофанту. съ цЪлью 
имЬть 4810 только ©ъ Положительнымй членами, приводитъ., цо- 
мощью операий гезы6и0113 е5 0орроз\10п1$, разсматриваемыя 
имъ квадратныя уравношя къ шести различнымь  случаямъ, 


1) Пей. О1орЬ. рр. 149, 150; Сйаяез. Назойге 4е ГА]1оерте, С. Веп4аз 
Цез звапеез 4е ГАеа4. 4ез зе.: звапсе 4а |ап41 20. вербешрге 1841, $. ХИ, 
605 —611—614.. «Оез ехргеззопз Аебта еф Айпислабща: Возеп (ер. А. 
о{. М. р. М. рр. 177—135) переводитъ елова «ег,» и ‹шадара]а» по ан- 
гл1йски словами ‹еотр!ейоп» и «гефае оп». 

2) Вера е4—Пт—математикь ХУ1—ХУЦ етольтЙ ; ем. Саюог. У0г1. 
рр. 612—675; «Еззепи 4. Веепепкап36», агар. цо@ 4ещёзев у. Меззейталю. 
ВегПа 1843. 

Ом. стр 

‘) Воще. К’А1верге 4’Ак Ваза, рр. 38, 39. 

°) 1044. рр. 32, 33. 

8) 164. рр. 33—35; 16. о, с. +. Г. рр. 265,23—266,2...... 
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ах? х, ах? =6. Бх==е, ах? Фх=с....(Г), ах? е=\х....(П), 
ухе =ах?..... (ПТ) *); для рьтешя ихъ служатъ, впрочемъ, 
формулы несходныя съ Длофантовыми, отличныя также и отъ 
инд1Йекихъ 2); онз получаются, раздЗляя предварительно коеф- 


фишенты уравненя на а3): к для уравн. (Г), 


киа для (Ш и к ИНК (ПО), гдз 


ь 


Й 
р=., Ч =; Мохаммедъ бенъ Муса имЪлъ понят!е и о двой- 


ственности рЪшеня квадратныхъ уравненй“): онъ старался 
обнаружить эту двойственность для уравненя (11) крайне не- 
авными и запутанными геометричеекини соображенями *); въ 
приложентяхъ 5Ъ задачамъ онъ пользовался, въ большинствз 
случаевъ, только однимъ рьшен1емъ, соотвВтствующимъ знаку (--} 
при радикал °). 

Мохаммедъ бенъ Муса изложиль лишь простьйшие элемен- 
тарные вопросы алгебры. Арабов алгебристы Х-го, Х1-го и 
ХИ слольтШ, давшие этой наукВ дальнзашее развитле, были его 
_вЪрными послЬдователами и ревностными учениками Длофанта ; 
вов они, какъь и Аль Харизми, не употребляли сокращенныхъ 
обозначен 7). Замвчательнйший изъ нихъ, ‘Абу-Бекр Шохам- 

‚) 14. рр. 264,16—18, 255,156—19; Воде. 1. с. рр. 16. 

вр. вер. 7, 90. 

з) Кофе. 1’А15. 4’А1—КЬ. рр. 62—69; вр. Неай. Плорь. р. 1583. 

4) см. [46 0. ©. 6. Г. р. 257,6—25: уравнене х’--21=10х; У5*—21=4, 
4. ех гаеа шефебайе, чае е36 ашачие, пипие».... «Цао э1 уо1щег1з 
эа4ез 1рзш шеблебай гафециа еб»; 216. Р1орв. р. 154. 

5) [4бтё о. с. 6. 1. рр. 261—263; Воде 1. ©. рр. 90—92. 

5) [54, р. 92, 94, ер. Немв. Олорв. р. 155. 

т) сы, ИоерсАе. Веспегевез заг \’В1з$01ге Чез зе. паб. евех 1ез Омеп- 
{аих. Ргешлег агЫе1е. оигиа! Азайдие, 5-гае зёг. Тоше {У ; Овборге — Мох . 
1854, рр. 349, 350; Неа. о. в. Сварь УШ. «Оюрващоз эа4 бе еат1у Ага- 
аш а1оеБтал8бз»; Сашфог, Уог1. Кар. ХХХУ. 
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медё бенз Альхасань Алжархи въ своемъ вочинени .Раи” т) 
написанномъ въ начал ХГ.го столвтя и имЪвшемъ предметомъ 
рЪшене уравненй, какъ опредЪленныхъ., такъ и неопредзлен- 
ныхЪ. часто упоминаетъ о ДлофантВ и широко пользуется его 
методами 2). Для выражешя различныхъ степеней неизвЪстнаго 
числа пользуется онъ классификацтей греческаго аналиста: эта 
классиоикащя вошла во вееобщее употреблеме у арабокихъ 
математиковъ предночтительно нередъ мене удобной инд! ской 3); 
неизвестное арабы называли 5/44й—7ез или а" —тах, квад- 
ратъ его 274[—сепзиз (въ переводЪ первыхъ европейскихъ 
алгебристовъ). кубъ—#а’6; дальнЪйния степени носили названтя 
Ка’о каб. пи] та. та Ёа’о и т. д."). Алькархи разематри- 
валъ 6 случаевъ опредзленныхъ квадратныхъ уравненй и боле 
ясно чфиъ Альхаризми разобралъ случай двойнаго рьшеня; говоря 
объ уравнеши х?--21=10х (которое разсматривалъ и Альхарйзми), 
онъ приводилъ его къ виду х’—10х--25=4 и, замфчая, что 
первая часть есть равно квадратъ, какъ х—5., такъ й 5—х, 
заключалъ, что данное уравнене имЗетъ два рёшеня 7 и 5. 
ЗамЪчательно. что это разсуждене онъ называетъ «способомъ 
Ллофанта» 5). Также какъ и Длофантъ, Алькархи считалъ воз- 
можными лишь положительныя и ращональныя р»шеня урав- 
нений 5). 


1) см. «Ежрай 4и Еф». $га166 а’ сёЪге раг А. В. М. В. А. АЦкагткЬ\; 
ргёсвав 4’ап теш. заг Га]с. 11466. еВ. 1ез Аг., раг Е. УУоереке, Ратг1з 1858; 
это еочинене посвящено было великому визирю Абу Галибу прозванному 
Еаййт А|-тш4; см. Сатог, Уот1. рр. 655.... 


2) ср. Неай. о. с. ев. УШЩ. $5 6, въ ос, р. 157. 


3) см. Сфафез. Наз\болте 4е Га]1оё ге. С. В. +. ХШ. р. 603.... «Се зу- 
86ие» (4ез Н114098) ‹6фа1ф 4тёз-шЕемечг, аз ]а ргафз1дае еф зойз 1е ро 
4е уце зслепЙаице., & ве] и1 4е О1орваще. Ге сВо1х 4ез Агафез, еп зе йхапф 
зиг се] а1-е1, а ргопуб 1еаг @1зсегпетенф». 


*) 154. Баг 1ез ехрезз1013 гез еф сепзиз рр. 601—603.... Сатот. Уот. 
р. 659; Неай. о. с. рр. 157, 158. 


5) 1634. р. 158; ер. прим. 3 на етр. 75; Неа полатаетъ (1. ©.) что можно 
не безъ основанйя ечитать примвръ Аль Харизми и Алькархи заиметвован- 
нымъ ими изъ недошедшей до наеъ части сочинен1я Д1оФанта, и что во вея- 
комъ случаЪ можно утверждать, что Д1оФанту было извЪетно двойное рьшен1е 
квадратныхъ уравненйй. 


8) Онъ исключалъ даже рьшен1е х==0; Неа. о. с. р. 159. 





| 
| 
| 
. 
| 
| 
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Начиная съ ХП-то вЪка алгебрическя сочинен!я арабовъ 
стали переводиться на латйнсюй языкъ и распространяться 
среди ученыхъ христ!анской Европы !). Въ этому времени отно- 
сятся первоначальные зачатки возрожденя наукъ. ВмЪетВ съ 
арабской наукой, алгеброй и индИской сиетемой счисленя, Ев- 
ропейцы звакомятся съ нзкоторыми геометрическими и астро- 
номическими творен1ями древнихъ грековъ, въ томъ числ съ 
Евклидомъ и Итоломеемъ, и переводятъ ихъ на латинсв!Й языкъ °). 
Въ началв ХПШ-го етолЪия появляются уже самостоятельные 
труды первыхъ Европейскихъ математиковъ, Леонарда изь Пизы 
и [00дана Неморарля. 

Истор1я алгебры въ разсматриваемую эпоху предетавляетъ 
изъ себя лвлене чрезвычайно сложное и запутанное, обусловленное 
разнообразными влянями, которыя не легко прослфдить 3). Я не 
имЪю въ виду излагать эту истортю въ настоящемъ очерк и огра- 
ничусь только указа емъ на напбол$е выдающ1еся, характерныя 
ся моменты, начиная съ сочиненй Леонарда «[лбег АФасв»“) 


1) О проиехожден!и алгебры въ Европ ем. въ 060б. Сёазез. Н1эфо1те 
4е ’а1еёЪте, С. В +. ХШ. $1-ег, Ое Гёродае оц 1’А1вёЬге а 646 пётодайе 
еп Епгоре рр. 499—524; Оают. Уот. Карие! ХХХХ. Арасеп ип А1во- 
`тИтоцкег, преим. рр. 774, 778—780; Нате]. 7. СевеЪ. 4. М. М1 6$ е1а1$ег,› 
И. Регзойе. Оебетзейзитдею аг. Бейт. т 18—13 ФомЪ. рр. 334—342. 

2) Ср. Сашог. Уог. рр. 181, 782. 

3) Ср. Сфазез. 1. в. кромВ этого мемуара Шаля (0. В, $. ХШ, Пит. 
её 6 1-ег рр. 497-524, $ П рр. 601—626, можно указать на слфдуюця ру- 
ководетва для знакометва съ истор!ей алгебры, въ Итал!и, сочинен1е 0. 1461. 
Н1зфо1ге 4ез зе1епеез штаба ааез еп Цае 4ери1з 1а гепа1ззапее 4ез 1егез 
зале & 1а бп да ХУП-ше эё@е. Т. 1--ГУ, Рагз 1838 — 1841;— въ Германи 
С. Г ОСетат4. СезеЪ4еВе ег Мафветайк ш ОепёзеЬ1ап4, Мапереп, 1877 
(Сезев1е Ве 4ег \У1ззепзевайет ш ОейфзеМап4. Х\УП-ег Вапа)— Егз{фез Виев, 
В1з хаг М:Ме аез зеъиейт4ею ЗабтВипде{з; Р. Тгеийет. Пе ‘аел4зеЪе Совз. 
АВВапипоеп ог. Сезев. 4. Майв. 7меНез Ней, Гегре, ТЬ. 1879. См. 
также Р. Соззай. Сота аеП’А1оерга: от1ойше, фтазрого шт ЦаПа, рги1 
ргостезз1 11 езза ае!\’а]сеЪга. 2 уоП. Рагиа 1797—1799. 

_ &) [ег АБасё сотрозйиз а Геопат4о Ло Вопасеё Рзапо, ат апто 1202; 
сочинен1я Леонарда были изданы Вопсотради въ 2-хъ томахъ: Беги а. Г, 
Р. Воша 1857—62; глава ХУ, заключающая въ себ алгебру Фибоначчи по- 
мвщена въ приложении ко П-му тому Н, 4. в. ш. еп Майе рат С. ШБ. 
Мое ПТ. рр.. 307—476. 
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и Тордана «Пе питетз ааН$»'). Оба эти сочиненя изла- 
таютъ алгебру въ томъ вид. какъ она ичзвЪстна была ара- 
бамъ въ приложени къ уравненямъ 1-ой и 2 ой степени; 
но сверхъ, того они содержать въ себ два замЪчалтельныхъ 
нововведен1я: употреблене цифръ (арабскихъь у Леонарда и 
римскихъ у Тордана) л въ особенности. употреблене буквъ 
для обозначения какъ неизвЪстныхЪ —искомыхЪ. такъ и данныхЪ 
чиселъ: буквы эти не были простыми сокращенями, какъ у 
Длофанта, но представляли изъ себя настояще символы подобно 
тЪмъ. которыя употреблялъ Евклидъ въ общихъ разсужденяхъ 
надъ неопредЪзленными величинами и числами ?); введен1е ихъ 
давало возможность находить правила рфшен1я общихъ типовъ 
числовыхъ уравнеюй й затзиъ примЪнять ихъ къ рЬшеню за- 
дачъ съ опредзленными числами. Ни Леонардъ ни Горданъ не 
обладали однако никакими сокращенными знаками для выраже- 
ния ариометическихъ дЪйствИ 3); результатъ какого нибудь 
дфйств1я надъ данными буквами должны были они обозначать о 
новой буквой; воз операши надъ разсматриваемыми йми чис- 
лами выражали они словесно и не подчиняли ихъ ни какимъ 
общимъ правиламъ, прябфгая каждый разъ къ особымъ разсуж- 
дешямъ; было-бы поэтому безполезно искать въ ихъ трудахъ 
слЪдовъ настоящей буквенной алгебры. алгебрическаго исчисленя’ 


') огаапиз 4е питетз 4айз: Оег Тгасфаф 4. 9. Метогагаз «Ое п. 4.› 
Негапзсесереп уоп Р. ТгеиЦет. АЪрат 1 апсеп #2. @. 4. М. Имецез Н. 1879. 
рр: 125—166; въ предиелов!и, посвященномъ вопровамъ о личноети Тордана 
и его сочинен1яхъ, Трейтлейнъ между прочимъ говоритъ: ‹ У 1т уег4еп а]30 
шт Иакарй @1е В Телец 4ез Фог4апиз Мешогаг1аз ааЁ 4еп Апапс 4ез аге1- 
евп{феп ]артЬип4ег{з {ез$зе42еп тиззет. 


1) ср. Офаяез. Назюше 4е Га]оёЪге. Мофе виг 1а пабиге @ез орёгайопз 
адётциез (40т&-]а соппа1ззапсе а 646 абт1Ьибе. & $06. & Ефопаес!). С. В: 
4. в. 4е ГАс. 4. 5е.; збалее и шегсгед1 5 Мал 1841.4. ХИ, рр. 741—743.. 

«). Меш. а зу! сефе пофаоп.... П Гауай етргипфее, И. те 
Е 6 тет 4’ЕаеНае» (1. с. рр. 743, 744); иногда (р5же у Гордана) чиела обо- 
значались двумя буквами. какъ лини. 


*) Чтобы выразить сумму двухъ чисель Л и Т. писали ихъ рядомъ, 
отдзляя другъ отъ друга точками. 





` 
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въ стротомъ смыелЪ этого слова 1). Мы приведемь для примзра 
р»шен!е двухъ залачъ у Леонарда и Тордана, переводя ихъ 
разсужден!я, для краткости, на современный алгебричесвай языкъ. 

Табе" АБась”)...... — «01151 10 ш 4паз ратфез е1 
41151 Паш рег ат © 19$ат рег Пали еф ргоуепегит 3. 
Ти Вас опезИопте оротфеф атаефам урте@сеге еЙат еф детот- 
утаНоп из етот гате. 5 Надие ргппа Патим рагйат а. 
о+ зесипаа В. её». —6 : а=а; а: 6=9; 9-=31/.; 9ж=а 
4Жа=; (9><)Жа=а: (4Жа)><=в; (ажЬжа-+ 
4+ (аа =азжеж(а-а)=31/, Жаж=а?- В; а— тез. 
а? — сепзиз; 6—= 10—а= 10— сепз. ; °=100- сепз.—20 тач.; 
аз = 100-- 2 сеиз—20 тез= 31/3 ажЪ=(10 тез— сетз, >< 
>38, =33/3 тез — З/; сепя. «А@4е ето пб1аие рати 20 
тез её 31/. сепзив еф Тафе в»: 100-Н5\/з сепз.=531/, теб. 
‹(тае оттма @14е рег пошегим сепзпи 36. рег 5'/, 1 
ует!еф сепзиз еф ЦепатИз 181/, дле едпапфиг тад1еиз 10. 
Ча етоо га@еез © шиШрИеа еаз М зе египф 25. ех 
(из ехёгахе 183/.> тешат. 61/. Что. тада. 5 =, 4. Па- 
Ъе!5 рго «шатоте рогИопе цпате тот рото ет 21/. > 3). 

Де питетз 4айз........ 4) — ‹«Оха4дтарит ди (9) 
сит ааеоте дай питет асе питетит дие (т) таб 
брзфиз рег дат тпитетит тйриема ртодисй сопнуи 
Чирйсйег аз тата. З№ вп 1Чет  дпа@гайиз. @. тах. 6. 
питпегиз даз а9@Цив. с.›; 4 Ре «ама8 ш апет 6. диоба8 
46» ас ‹«сплз ше еаз 4».; 4=е, Ф==}; + (6—4) =9; 
6><(а-+е)=а--с; аж/=ф-+а-+с; /=7Р-е; 9=У—6; 
—_ Убр. Оая С. В. +. ХИ. рр. 744—747. 


2) игодисйопез Афдефтае её А/тисйаБЩе..... диаезопез еёиз4ет : ТаБтф. 0. с. 
$. П. рр. 369. 27—371, 4; Ср. Сйаяез. С. В. Т. ХИ. рр. 744—745. п. 3. 

3) Нужно замЪтить что Л. пивалъ : ст 18.... вмвето 31/,. 183/,.... 

4) Еа. ТгеиЦет. 89. р. 164; ЕБопасеё выражается такъ объ этомъ случа 
кв. Ур.: «Е э1е зешрег ваш га@1сез аедиапфиаг сепзи1 еф пашего. зо]уатбаг 
ЧпаезНопез дарЦеНег»; см. Сйазез. С. В. $. ХИТ р. 505. п. 1: Леонардъ рЪ- 
шалъ также нзкоторыя производныя отъ квадратныхъ уравненя : си. 146+, 


о. с, $. П. рр. 448.... 
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9=1]//—с. «Петро его .9. 4е .4. рофезф тешапеге „6. её 
аа4Но. 9.24. (4) ройезё Нет, 5.» 6=4з Иу/— с. 


Направлен!е данное алгебрь Леонардомъ и Горданомъ не 
было опфнено ихъ послздователями разсматриваемато и даже сл%- 
цующаго [У-го пертода, которые въ большинствв случаевъ 
пользовались буквами только для обозначения нейзвотныхъ чи- 
селъ’ въ уравненяхт !); алгебристы разсматриваемой эпохи ни- 
чего не прибавили къ тому что было извФетно арабамъ 2) — 
даже въ концЪ ХУ вЪка умЪли они рЪфшать., кромВ уравненй 
1.0ой и 2-ой степени, лишь нФкоторыя уравнен1я высшихъ ете- 
пеней производныя отъ квадратныхъ. Вотъ напримёръ, какъ 
рвшаетъ уравнен!е 4-ой степени Лука Пащоли изг Бурю 3): 


«Ропашо спе |а зрега феггепа а 4е геуоопте 20400 
11а е зарег 10 едитофо Ча ппо ропю е ш ропю 81 шооуе 
Чай ропт шоб 10 рглио у& уегзо отеще е] ргиио о1огпо ип 
1112]10 10 5660140 2 10 {ег2о 3 есе., 10 зесоп@о уа уетво ос- 
©14епфе 10 ргипо 41 пп по 10 ве60п4о 8 е 10 фег2о 27 
есс. Афотатбо шт Чпапй 41 $1 фтоуегаппо П 41е шоуплепи 
Ш па 90] рото». 


Уравнен1е этой задачй въ современной форм таково: 


ей + 20400; пли х4-- 2х3 3х9 9х—81600; 
Цач1оли товоритъ далфе: х--2хз--3х2-2х--1 = 81601: 


хе 2-3 2х1 =х-х+1=]/81601; «а 605 №Ю 





1) Сващез.` С. В. %. ХПИ. 1. ©. 


1) «Оле Гоп гетош{е аах а1о6Ът14ез ий опф 316646 а П1ораще, & 
соттепеег раг Г6опаг@ 4е Р1зе, 4и1 епзе1опа сефе зелепее еп Еигоре 463 1е 
ХП]-е ябе]е. 4’аргёз 1ез @егз 4ез Атарез. оп п’у {тоитега раз аште сйозе». Гастойхь 
Еззалз в. ’Епзе1опететф еп оби. её ваг се]а1 дез МабВ6т еп раг@е». 4-е 64. 
р. 247. прив. у Шаля, С. В. %. ХП р. 745; ем. также Г. о. е. $. Ш. р. 
148: ср. Назке[. 7. С. 4. М. р. 349. 


3) Габи. о. с. $. Ш, рр. 284—285; Гмса Рассой. Витдо. бишта 4е 
АтИюшейса е{с. см. [465%. о. с. $. Ш. рр. 136.... 


— 
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соше зе 4еЁизсе рег сари дпатбий аееге А. 81601. 
т. 3/. 1а В. 4 гипапетце. ж. 1/) е ш фай о1отШ 9 Ио- 


уата В ай ропы шт пп рошю» (х=]/ 81601 —3/,—1/,)1). 
Этому ученому конца ХУ’ вЪфка принадлежать не маловажныя 
усовершенствован1я въ алгебр 2), которыя даютъ ему, рядомъ съ 
Леонардомъ изъ Пизы, выдающееся положене среди итальян- 
скихъ алгебристовъ этой эпохи. Но гораздо болЪе замчатель- 
ными для насъ являются труды его современника Николая 
Шюке?). идей которато впослвдствьи получили всеобщее рас- 
проетранене и вЪ усовершенствованномъ вид послужили вм ств 
еъ методомъ буквенныхъ обозначентй Леонарда и Гордана глав- 
нымъ матераломъ при построен теор!й новой алгебры. 
^  Сочинеме Николая Шюке «Туратёу еп (а зслепсе 4ез 
потфтез»") имфетъ иФлью, какъ большинство трактактовъ по 





1) «по больш. кругу ефхеры въ 20400 м. въ окр. дв точки движ. изъ 
одной и тойже въ разныя стороны; первая прох. въ перв. день | мил, во 
2-ой 2. въ 3-й З ит. д., вторая — въ 1-ый д. милю во 2-ой 8 въ 3-й 27 и 
т.’ д.; черезъ сколько дней онз ветрВтятся?» 

2) см. [46тё. о. е. $. 1. рр. 137—146, 286—294; ем. также примзръ 
приведенный у Мате. Н1зо1те 4ез зе. т. еф. рЬ. $. П, Раг1з 1883, рр. 188— 
192; авторъ замвчаетъ : «оп зе гепага Б1еп сотарфе, раг Гехешр!е зуапф, 
{1гё аа [лБеЙиз т Иез ратнаез (Сат4аю 41 4е 1а изме рторотйоп., та18 ©’е5% 
цпе еггепг). 4е се ди’ фа & сеМе 6родие 1’А1оёЪтге, еф 4е 1а шап16ге 400% 
ее 61а1{ епаро1оубе & 1а зо1а оп Чез рго тез 4е бботабы1е›; Сйазез. Арегел 
18$. Мое ХИП. С. аи м. асе, 15-ше в., рр 533—538; о еочиневи битта 4е 
Ат. ее. вотъ что говоритъ А. Фе Мотдав (АгИ\тейеа] Воокз гот фВе т- 
уеп 101 0 реги пс $0 $1е поЧега ще еёс. Гоп4оп 1847. р.2, 19—21): «Те 
у’отк Изе{ ваз Бееп 4езст её Та НаИоп. Моп{ае]а, Реасогк., Ыт1, &е., 
Ба № мова уеф гедлатге а уоае о Цезегтр&1ю0п $0 40 Ц ]азйее». 

3) ем. Момее заг М№соз СРидиеё еф зоп Терагфу еп 1а за1епее 4ез пот- 
Бгез раг М. Атзё4е Матте, ВаИейпо 41 Р1рПостаа е 41 зот1а 4еПе зе1епте 
ша{ета ее е Из1епе, риЪ1. 4а В. Вопеотраст1. Тото ХПТ. Вота 1880, рр. 
555—585. : 

') А. Матте издалъ сочинене Николая Шюкэ въ ХПТ том Виа. 4. 
5е. т.е. Ё. р. 4. В. Вопеотраст1 рр. 589— 659, 693—814; въ конц его Шюкэ 
пишетъ : «Еф а1131 а1оппейг 4е ]1а с1от1епзе Гоц зе фегите се Мате Гедие1 
рочг га1з0п 4е сез фгоуз рагИез сепега]ез Фе 1арреЦе фгурагбу. Её аизз1 ройг 
салзе да а езбе {24 раг №е0]аз Свидиеф рагёеп Васвецег еп тедесште 
Зе 1е пошше 1е 411рагфу Че №со]аз еп 1& зе1епее @ез потаЪтез. Гедае 2$ 


сотапее шей1е её пу а1уоп виз 1е Возпе Гап 4е ва1аф. 1484», 


а — у Ата - ` Мы к ЗЛА о Хы: мял, от 97906-38 РАМ \ 
х а В Е С М Я ОНО КЕ РЕ 
< #5 р й у = и. Го ии А Вх а ЗА 

Рая /„ ы$ 7% * 
че 
«м “ 
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алгебр$ того времени '), изложеше началъ ариометики и рЪфше- 
н1е числовых уравненй 1-ой и 2-ой степени; эти предметы 
развиты вЪ немъ съ необыкновенною обетоятельностью и поелз- 
довательностью. чему способетвуеть введенная авторомъ сис- 
‚тема понят! й обозначенй. Для выраженя сложетя й вычи- 
таня употребляются сокращеня 11, пли р. И т.?); для выраженя _ 
радикаловъ знакъ А; Шюке различаетъь радикалы различныхъ 
степеней п обозначаетъь ихъ соотвЪтственно черезъ 42, Аз, А“ 
ит. д.3); съ помощью этихъ знаковъ онъ пишетъ числовыя 
формулы — 7007ез сотрозег или тасатез сопрозеез“); такъ.` 
Д', 30. р. В: 120 или А* 1, 120. р. 30 овначаеть 





Узо-+ут 1 ИЛИ Ут 30. № 30. т В 18. — 
узо ]18 5). 


Шюке показываетъ затВуЪ. какъ можно упрощать тавя 
формулы. преобразуя ихъ помощью возведеня въ степени суммъ 
и разностей (а + Ъ) 8), пряводя радикалы къ одному показателю )”, 
перемножая эти показатели при извлечени корней изъ корней )з, 
извлекая корни изъ чиселъ, точно йли миа О 
такъ напримЪръ, выводить онъ равенства: В?. В : 18. И Бе 





1) ср. Сфаз[ез. С. В. $. ХПГ рр. 614. 615. 

3) Тьже знаки употреблялъ н Пач1оли, ер. Малте. 1. с. р. 563, Натйе. 
2. 6, а. М. р. 349, 17. 

3) «Касше Фе потафте ез% пипс пошЬге 411 майрИе еп зоу упе #012 ой 
р!аз1епгз зе]оп 1]ех1оепее еф пабаге 4е 1а гаеше ргойауё ргее1лзететё 1е 
потЬге 401$ П езф гае1те». «В. 9. ез$. 9. её а1пз1 4е $013 ааЦтгез поЪгез». 


‹... пеЙхге В216. её 4еПез гас1щез раг 1ез апс1епз 3004 арреЦеез гас1пез диаг- — 
геез». «Васше Четее ...». «Васте диаг{е....› е4е.:..; Виш. р. @. В, Воп-_ 
сотраст1 рр. 654. 28— 30, 655. 3, 4.'9. 10, 15 ефе. 

') Па. 


5) Па. рр. 656, 33, 38. 

‘) Вий. Вопсотр. +. ХИТ. 1880, рр. 659. 713. 

т) Га р. 658. 3—15. 

8) 164. рр. 658, 34—39. 659, 1—4. 

°) Те зесоп4 сварИте фтаеёе сотапё 1ез Васшез зе рецепф ехёгайте © 
аргемег, Вий. Вопсотр. рр. 6983—6965; ГехётаеМоп 4ез гаешез ГПарат#а1еез, 


рр. 696—709. 





;% 


г. 
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13.1); №. В. 5Бш2. я В6. 9. юш В. 80.?); В?. 3. р. № 
Б. равно В. 8.р. В? 60.3); В». 2. р. В? 18— трижды В* 2. 
слож. съ В? 2. что воставляетъ В?. 32°). 


Сложене. вычитан!е формулъ. умножене и простите 
случаи дЪленя ихъ одна на другую приводятъ къ подобнымъ 
же формуламъ *); эти дЪЙствйя производять Шюкэ, руковод- 
ствуявь правилами знаковъ, которыя излатаетъ онъ въ обычной 
впосльдстви формз: ‹плюсъ на плюсъ и минусъ на минусъ 
даютъ плюбъ, плюсъ на минубъ — минусъ и т. д.>5). 


Уже въ томъ, что мы сказали о сочинени Шюке можно 
было бы видЪть первые зачатки алгебрическато исчисленя, Но 
самая замчательная часть его труда — это. во первыхъ. учене 
о неопредзленныхь величинахъ и ихъ степеняхъ'), и во в10- 
рыхъ, учен!е объ отрицательныхь числахъ 8). 


‹ Можно разсматривать числа», говоритъ Шюке. «съ раз- 
личныхЪ точекъ зрфн!я: прежде всего. каждое отдЪльное число 


можно разсматривать какъ раздфльную величину (там ёе 413- 
$тефе) или какъ число взятое просто. .6езъ всякато напмено- 
ван!я, какъ чиело найменованя .0.; подобныя числа будемъ мы 


обозначать такъ: 12°. 13° ит. д.; затЪмъ можно разсматри- 


1) Вий. Вопе. р. 658. 36—88. 
2) 16за. р. 659. 31—33. 

3) 14. р. 713, 20—95. 

`) 16а. р. 713, 35—39. 

5) 164. рр. 715—736. 


8) Риз её риз. тотз её тотз. афоняютз — Риз её тоётз зоизтауотз. (ело- 
жен!е); Р/мз её риз тоёпз её тобтз зоизтауотз. — Риз @ тотз афоия отв. (вычи- 
тан1е). 9 тш ре из рат р?из её тотз рат тотз [| еп лет риз. В аш тшИ- 
рйе из рат тотз...... Ц ев дет Фюиз0итз тотз. — Фш рати риз рат риз @е. 
Ср. Нате 7. Сезев. а М. р. 349; ем. прим. къ той-же страниц, гдё Напйей 
приводить доказательство правила ‘знаковъ данное Расюй и осуждаетъ его 
быть можетъ елишкомъ етрого. | 


7) Ср. Мате. Ва. Вопе. 4. ХПГ. 1880. рр. 568—566, 
*) 15а, рр. 563. 564 п. (4). 
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вать числа конкретныхъ величинъ (папе сот пие), первыя 
числа, называемыя Иначе линейными; онй будутЪъ обозначаться 
такъ: 121, 131, 301 ит. д. Въ третьяхъ, могутъ быть чиела 
вторыя или квадратныя 122, 13?, 19? ит. д.; въ четвертых, — 
третья. кубы, потомъ—четвертыя, квадраты квадратовъ. пятыя, 
шестыя и т. д.›!). «Старые математики (Тез апе1еп8) называли 
первыя числа с/05ез и обозначали ихъ черезъ В, вторыя— 
слатрз— 13, третьи— сие — [`], а четвертыя— слатрз ае 
слатр —Н А; этихъ назваюй, далфе которыхъ они не шли, не 


достаточно для обозначешя веЪхъ возможныхь родовъ (44 7е- 


"апсез) чиселъ, коихъ существуетъ безчисленное множество. 
Ве эти числа могутъ входить и подъ радикалы, какъ А? 121 
В?. 132... В». 12%. ит. д. Они подразумЪваются взятыми ©ъ 
плюсомЪъ, если противное не обозначено нарочно словомъ ми- 
нусё. какъ ш. 12°. пли ш В? 123, ит. д. Случается еще, 
что наименован1я (показатели) снабжены знакомъ минусъ и 
разсматриваютея какъ таковые (6ъ минувомъ), хотя въ тоже 
время число ихъ положительно; напр. 12.1” или даже ш 
12.2. ®. 2), 

Шюкэ, вЪроятно, пришелъ въ первый разъ къ понят!ю 
объ отрицательныхъ показателяхъ, устанавливая привила сло- 
жен1я й вычитаня показателей пря умножени и дзленш ете- 
пеней, которыя правила онъ далЗе подробно излагаетъз). Нужно 
замЪтить при этомъ, что во всемъ своемъ сочинени онъ раз- 
сматриваетъь отрицательныя числа сами по себЪ, отвлеченно ; 
вотъ какъ объясняетъ онъ пхъ природу: *) 

«Говоря плюбъ или минуст, мы всегда подразумВваемъ 
при этомъ нЪфчто, какъ плюсъ .12. или минусъ .12. Чтобы 
понять это, нужно знать, что минуеъ и илюсъ относятея между 


1) Вай. Вопе. $. ХШ. р. 737, 9—28. 

2) 164. рр. 737, 383—738, 19. 

3) 164. рр. 739-746. 

*) Ср. воззрён1я индШекихъ математиковъ, см. стр. 78, 79. 
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собою какъ убытокъ и прибыль или долг и имущество; .0. 
есть одновременное обладане тЪиъ и другимъ (въ равной мЪрЪ); 
вмЪето 12.2. можно написать .0. минусъ 12.8.; лицо ямфющее 
.0. т. 12.8. не изфеть ничего и сверхъ того должно .12.8, 
и ебли бы было .0. р. 12 В. оно имфло бы .12.8. и сверхъ того 
.0. Тоже слЪдуетъ замфтить й о прочихъ числахъ»'). 

Что касается теори опред$ленныхъ уравнен1й, данной 
Николаем Шюкэ, то она ничЪиъ не отличается оть т0й, 
которая’ была извЪстна его предшественникамъ ?); онъ не 
употребляль буквъ вмЪето неопредфленныхь чиселъ и по- 
тому не могъ даже воспользоваться своими обозначенями для 
выражения Формулъ рЪфшеня квадратныхъ уравненй; нельзя 
однако не обратить внимая на удивительную ясность и отчет. 
ливость съ которою онъ выражалъ эти формулы словесно 3). 





Лука Пачоли й Николай Шюкэ — поелфдн!е математики 
ХУ-го столЪя; ихъ труды боставляютъь уже границу старой 
эпохи и переходъ къ новой; можно было бы, поэтому. тВми не- 
многими свЪден1ями, которыя я сообщилъь объ алгебр Шюке, 
закончить исторшю разсматриваемаго пер1ода. Я не могу, однако, 
оставить этого пер1ода, не упомянувЪ о математическихь пред- 
ставленяхъ. не вошедшихъ непосредственно въ течене идей, 
® обусловивтихъ развит!е алгебры, но евязанныхъ съ ними и не 
лишенныхь важности и интереса; я говорю о теория иррацло- 
нальныхъ корней. | 


Отличительнымь характеромъ восточной математики было 
внутреннее сллян!е ученя о геометрическихъ соотношеняхъ съ 


') Вий. Вопе. р. 138. 20—29 ; ср. е, в. р. 744, 
*) Лаште. 1. с. рр. 567—569. 
*) Вий. Воте. рр. 748, 149. 
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наукой о числахъ; эти соотношения изучались главнымъ обра- 
зомь СЪ той цфлью, чтобы найти наилучипе премы и правила 
ихъ вычисления '); поэтому й ирращональныя величины разсма- 
тривались не какъ таковыя, а предполагались выраженными 


числами съ извЪетнымъ приближенемъ; радикалы и ДЪЙстТвля. 


надъ ними имЪли только алгебрическй смыслъ; нерЗдко даже 
общтя формулы восточныхЪ математиковъ вЪзрны лишь прибли- 
зительно и только въ извзетныхъ предзлахъ =: Отъ арабекихъ 
ученыхЪ, изучавшихъ твореня греческихъ геометровъ и фило- 
софовъ, не могло однако ускользнуть то глубокое разлише. ко- 


торое полагали греки между геометрией и ариеметикой, учемемъ _ 


о величинать вообще и ученемъ о раздъльныхъ числахъ 3). 
Особенно должно было бросаться имъ вЪ глаза это различе, 
когда. пользуясь пПараллелизмомь извЪстныхЪ предложен Вв- 
клидовыхъ Началь и Длофантова анализа, они старались вос- 
пользоваться геометрическими истинами для доказательства ал- 
гебрическихъ "формуль *). Омарз Альхайями, писатель конца 
Х1-го въка°), строго различаетъ «отвлеченныя числа» отъ 
‹изиБримыхъ величинъ», геометрическое р'ьшенле квадратныхъ 
уравненй отъ ариеметическаго рЬшемя — въ райональныхъ 
числахь; корни. квадрато-квадраты и пр. опредвляеть онъ не 


алгебрически. иодобно Длофанту, & съ помощью ученая о про- 


4. 


порщяхъ; такъ, |/ а есть длина отрЪзка, квадратъ построенный 





1) Ср. етр. 99; Сфебтооке (Вгавтесирфа ап ВБазеага ее. ПО15зетба-_ 
поп р. ХУ.) говоригь: «ГЬеу (Ве Ь114из) са] Нуабед А1серга тааер плоге. _ 


эа4 У огеабег засеезз. Пап Сеошефгу аз 13 еу14епф {го фе вошрагай- 
уе1у 10%" ваце о[ Шешг Коо\!е4се ш ше опе. ап4 ве вов риеб оЁ вех 
&е1меп ш бе ошег». 

2) См, Сйазез. Арегеа В15$0г1дае. №офе ХПИ. заг 1а оботейле 4е Вгаб- 
шезарфа её 4е Впазкага Аерагуа, Воде. Шесопз 4е еэ1еи1 4’АгуабБада, 

*) См. напр. стр. 53. прим. 1). | 

*) Ср. Навке. 2. (Ч. 4. Маф. р. 267. 

°) См. Самог. Уог1. рр. 665—668; Напкей. 1. е.; [а дёбте 4Отаг АШрау- 


уати, рабИее, гайаЦе еб ассотрасове 4’ехёгалбз Че шапизегИз 1164918, раг 


№. Иоерске, Рэлтаз 1891. 








ль В рабо а о В оон "Пи был. аа 
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на которомъ есть средняя пропорплональная между площадью а 
п квадратомъ принятымъ за единицу. «Когда примВняютъ квад- 
рато-квадраты въ задачахъ объ изиЪрени». говоритъ Альхай- 
ями, «10 это нужно понимать лишь образно. ибо нелЪпо было- 
бы причислять квадрато-квадраты къ измЪримымъ величи- 
НамЪ»...... 1) ‹Квалрато-квадратъ не можеть принадлежать 
ВЪ такимъ величинамъ ни по существу, своему, ни даже слу- 
чайно».... «Число представляетъ силошность измфримыхъ ве- 
личинЪ прерывной» *). 

Такимъ представлешямъ. основаннымьъ на глубокомъ. для 
того времени, понимани духа греческой геометр1и не суждено 
было удержаться и распространиться среди другихъ, столь чуж- 
дыхъ этому духу воззрьнй. ОредневЪковая наука, въ своихъ 
основныхъ принцинахъ мало чЪиъ отличалась отъ восточной. 
Однако п въ средне вЪка, спустя около 250-ти лЬтъ посл 
Альхайями, ветрфчаемъ мы, правда, единственную въ своемъ 
родз, но весьма замЪчательную попытку обосновать новое уче- 
не на идеяхь древнихъ геометровъ. 

Мы уже видЪли, что однимъ изъ главныхъ  логистичес- 
кихъ орудй древнихъ геометровъ были такъ называемыя слож- 
ныя отношения). Ювклидъ, между прочимъ, разоматриваеть 
двойных, тройных, четверныя..... отношен1я составленныя изъ 
двухъ, трехъ, четырехъ,.... равныхъ данному «:0“). М№сое 
Отезте, бывш епиекопомъ нормандекаго города /4еих въ 
ХУ-нь столтш “), предполагаль ИЕвклидовъ рядъ еложныхъ 
отношеюй: (а: 0)*, (&:6)3, (&:0)“.... дополненнымь еще 
ирращюнальными отношешями, вводя дробныя отношеня или 
корни даннаго; такъ, теле ртгоротНоплз 5 а4 3 есть новое 

1) 17 Аюёвте 4? АЙлауть, р. 8, 

*) 10:4. См. стр. 53 прим. 1. 

_*) Вис. Шет. Г. У. 4ей. 9. 10, см. етр. 54. 

*) №сойе Огезте. А]зот1зтиаз ргорогопит, пегаазоесерей уоп М. Сите» 
Веги 1868. см. также статью куртце въ свое в’ ДелбзевеИ Раг Мабвеш. 
поа Рьуз. В4. ХИ1. Зарр|. рр. 62—79, $ 9. А!хог. рг. 00а5136г1 №1е01ау Огет; 


рр. 101—10+, Апвапо, Ел1се 5беЦеп аиз4. А. Р. &е. ср. НапАей. Д. ©. 4. Маба. 
рр. 351, 352. 
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отноптенте. которое, будучи удвоено даетъ 5:3; Огезше при- 
думалъ и 060б0е обозначене для такихъ отношеюй и развйлъ 
подробно ихъ алгориелъ; это обозначенте и этотъ алгориомъ вполнЪ 
соотв тетвуютъ нашимъ дробнымъпоказателямъ и ихъ теори!'). = 
5\1 и р» О 
ВыЪето Е /з ИЛИ 15 /з Огезше пиптетъ Е или да-. 
3 ) жать: | 


РВ 1 ее 
же | ы] вмфсто (21/,) Ик № Л ит. д.; затъиъ до- 








и сы ЕЕ сы 

казываеть онъ, что а`=(а”)", (а? )т ал, а. р. =(а“6)", | 
а К У я 

а. п ра = (а^ р"? о, а "фа (".)- Иа Теа Вотъ КкакЪ вЫра- 

жаетъ онъ. между прочимъ. теорему 0бъ отношен!и  размЗровъ. 

двухъ кубовъ: «ргорогИо согрогиш ег 5161 зпагом фазпии 


ргорото зезша]фега » 2). 


БД дов Обе ВВ оС бы 





Четвертый перодъ, 


«Въ этотъ перодъ истор!и науки», (Вепа15запсе) говорить 
Налке], «замфчаемъ мы одновременно двоякаго рода д?зятель- 
ность. Оъ одной стороны математики завершалотъ труды своихъ 
предшественниковъ и удачнымь разрЪшентемъ задачъ, завъщан- 
ныхЪ имъ предъидущимъ пер1одомъ, пр1обрЪтаютъ себЪ славу 
и всеобщее внимане. Другая сторона ихъ дЪятельности про- 
ходить безтумно и мензе замЪтна: это работа для будущихъ, 
еще неясно видныхъ цЪлей. развит!е новыхъ, 0болзе общихъ 
идей и подготовка вопросовъ, разборъ которыхъ выпалъ на 
долю слЪдующей ближайшей эпохи>?). Вез эти работы. на ко- 
торыя намекаетъь Напке], связаны главнымЪъ образомъ съ вопро- 
сами объ алгебрическомъ рЪшен1и уравнеюй 3-ьей и 4-ой сте- 
пеней. Эти уравненя съ давнихЪ поръ занимали алгебристовъ 


1) Ср. Напке. 2. ©. 4. МадЪ. р. 352. 

2?) Ср. Сие. Зе, Гецзевт. 1. с. рр. 71—73; Напйе: 1. е. р. 358. 

3) Назбе. Гаг безевлев4е 4. Мабтеша к ; Сезезле ве 4ег А]1хеЪга у’аЪ- 
геп4 4ег Вепалвзапее, р. 370, 25—37. 
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среднихъ вЪковъ; Омаръ Альхайями. о которомъ я уже гово- 
рилъ по другому поводу !), былъ однимъ изъ первыхъ обратив- 
шихЪъ на нихъ внимане; но онъ не нашелъ алгебрическато 
рЪшен1я и показалъ только еповобъ строить ихъ корни геомет- 
рически, пользуясь извЪстными свойствами конйческихъ сз чении 2). 
Въ течени четырехъ послЗдующихь ввковъ математики тщетно 
старались отыскать рЪшенте уравнейй выше второй степени 
для воЪхъ случаевъ 3); Лука Пачюли объявилъ даже эту за- 
дачу столь же мало возможной при современномъ ему состоянш 
науки, какъ и квадратура круга“) Лишь въ начал ХУ[-то 
столВт1я  итальянскимь теометрамъ Сиуииону Ферро (около 
1505 г.) и Николаю Тарталья (въ 1635 т.) удаловь на- 
конецъ найти рьшенте уравненй 3-ьей степени 5); методъ Тар- 
талья есть тотъ самый, который приводится обыкновенно въ 
классическихь руководотвахъ подъ назваемъ способа Гуодде °). 
Скоро посл открытя Тартальй Людовик Феррари нашелъ 


1) См. стр. 94 и прим. 5. 


2) [?а4ё6те 4’Отаг АИФ. рр. и 12, 68, К ер. за. рр. ХУ--Хм 
и 65, п; ем. также Саююг. Уот1. рр. 666, 667:....‹'Отах А]1еЪаАт\1».... 


«аз сепйоф дет Маюпе зеше Вегуоггасепае ЭеПипо 1ш ег Сезев1е{е 4ег 
А]оефга хахаууе1зе». 


*) См. Газ. Назюте 4ез з. ш. еп ЦаМе +. П. рр. 219, 913, 4. Ш. 
№ое ХХХТ, рр. 302—356; Напке. 7. @. 4. М, рр. 345, 346. 


*) См. Напке. /. Сбеземеще 4. М. р. 360. 


°) Оцитюонь Ферро изъ Болоньи (1496—1595) (141%. о. в. $. Ш. р. 149); 
№сою Еошапа, по прозванию Тамадйа, изъ Бреечши (1500—1557) (ем. 4 
0. с. $, Ш. рр. 149—167; Мое ХХХИ, рр. 357--362; Маме. Назвюойте аез эс. 
тп. её рЦ., $. П. рр. 242—246, Напа. 1. С. 4. М. рр. 360--367). «Зеро ег- 
гецз Вопоп1е1515, 1алп апи1з а Бе опа {егтё сарбаии Пое шуейй, 
$га4141% уего Апоп1о Матлае Е1от14о Уепефо, 41 вип т сефалеп сит 
№1е0]а0 Таг{а]еа Вт1хеПепзе а]14 ап о уеп1ззе{, овсазопет 4е41%, иф №1ео]алз 
1пуепег1ф её 1рзе». Рег. Сат4апиз. Атёз тадпае зе 4е тидийз айдебтайсе ег 
ипиз. Мей1о]ап1 её Могии`фегоае 1545, Пе сиро её гефиз аедааПЬиз пишего 
Сар, ХТ. (прив. у 19%. о. е. $. Ш. Мое ХХХИУ, р. 437). 


®) Ср. Натке|. о. е. р. 367. 
Т, ХП Зап. Мат. Отд, 7 
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алгебричеекое рЪшенше уравнешй 4-ой степени !). Это были 
первыя блестящ1я завоеваня, которыя вывели европейскихъ ма- 
тематиковъ изъ тфсной областя греко-арабской алгебры. Новые 
усп$хи математики дали сильный толчокъ развито основныхъ 
ея вопросовъ. между которыми первое мЪсто занялъ въ разема- 
триваемую эпоху вопросъ о природ алгебрическихъ уравненй 
и ихъ корней. 


Обшля формулы, которыя находятъ алгебристы для р%ше- 
ня уравнений съ рашональными коеффишентами, вЪ однйхъ 
частныхъ блучаяхъ даютъ опредфленные раплональные резуль- 
таты, въ другихъ -- представляютъ изъ себя неприводимыя вы- 
раженая, которыя. по самой ихъ природЪ, или по свойству ихъ 
состава, нельзя приравнять никакому извЪфстному раллональному 
числу; въ ряду такихъ формулъ, первыми обратившими на себя 
вниман1е математиковъ, были корни квадратныхъ уравнен1й въ 
томъ случаз, когда находяшляся подъ радикалами числа по- 
ложительны, но не суть полные квадраты. РаземотрЪе этого 
случая было особенно важно. потому что можно всегда съ по- 
мощью извлечен1я корней найти приближенныя рзшеня пред- 
ложенныхъ задачъ?). Формулы рзшеня квадратныхъ уравненй 
ВЪ этомъ случа имфютъ всегда одинъ изъ видовъ; сумма 
числа и радикала (а |) или разность числа и радикала 
(а— 6. ии ]/65-а. тд а и 0 ращюнальныя чиела); оба 
эти вида, теометры среднихъ вЪковъ и эпохи возрожденя раз-. 
личали между с0бою и, сравнивая ихъ съ аналогичными г6ео- 
метрическими выражен1ями въ Х-ой книг Евклидовыхъ Началъ, 


1) Г. Еетатё изъ Болоньи или Милана (1599— 1565) *(1л6тё. о. ве. $. ПТ 
р. 180. ‹АПа езф гесп]а поЪ1ог ргаеседетфе, еф езф Гла@ох1е1 ае Еетз ат] 8 
1 еат ше госапфе 1пуеп1 еф рег еала Бафепааз отпез аезтаопез Ёегтё 
сарЦи]огит 441пайгаф1 ее» Сагдапиз 1. е. Вес1а П. (Та о. ©. в. ПР 
Мое ХХХТУ, 441). 


2) Ср. стр. 90, прим. 9 и стр. 94. 





ве №. - 
р 
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называли первую формулу бмотиит., вторую хеслзилт "), самый 
же радикалъ — литегиз зитиз — переводъ арабскато слова. 
соотвЪтствующато греческому &).9105 — итайопаз ?). Для 0бо- 
значеня суммы, разноети и радикала употребляли онй, КАКЪ МЫ 
видВли, буквы р, т, А,3) которые вЪ разсматриваемую эпоху 
замфнены были` современными знаками +, —, ]/ “). Эти 
пошта и геслза могли они, кромз того, сравнивать съ одина- 
ково неприводимыми двучленами. которыхъ части содержатъ 
неизвВстныя числа въ различныхъ степеняхъ. какъ а--05, или 
сх—41?; надъ тии и другими формулами и другими подоб- 
ными имъ. но болзе сложными. производными отъ нихЪ. произ- 
водили они извзетныя операщи, сложен1е. вычитан1е. умноженте. 
дълене, которыя сводились къ чаетнымъ операщямъ надъ от- 
дФльными членами; необходимость разсматривать при этомъ 
каждый изъ этихъ членовъ со своимъ знакомъ не только по 
его величин, но какъ слагаемый или вычитаемый, правела къ 
установлению такъ называемыхъ правилъ знаковъ. а впосл%д- 
отви къ представленю 00бъ отвлеченныхъ положительныхъ и 
отрицательных чиелахъ 5). 


1) Ср. Напве[. о. е. р. 344. (Геопагдо Еопаес1); «шпует1ез сепзат 
12 369 
еззе Ботя 361ееф 1255 еф гад1еет 4е 6865 >; Геопат4ао Р. Г. 4. АЪЪ. 
(Табе о. е. $. Пр. 397. 9-11); Сат4атиз. Атз тадпа отийтейсае. ВазПеае 
1570: 3 раз В. 2, В. 7 шшиз 2, ее. вр. Маме. Назойтге 4ез зе. шт. её рВ. 
$. П. р. 258. 


*) Ср. Тгеицет. Пле аезцзеве Созз. АЪВ. 2аг. С. а. М. 2. Неё., ПТ. 
Уоп 4еш ВееБпеп ш\ Гггаб1опаеп, рр. 44—57, въ особ. р. 45. 


$) См. стр. 90 и прим. 2. 


*) Знаки -|- и — ветрзчаются въ первый разъ у Видмана въ Сот- 
реп@ит ат йтейсае тетсиотит (Тлрз1ае 1489) затвмъ у Штифеля въ евочи- 
нен!и Агийтейса ииедта ( Мигоете 1544); ем. Тгеийет. Ге ает4зее Созз. АЪВ. 
2. СезеН. 4. М. 2. Ней. ру. 28, 29; введеше знака | ` принадлежитъ Вёезе 
и Хр. Рудольффу: ем. Ттеа ет 1. с. рр. 44- 45. 


°) Ср. Натье. 2. С. 4. Мы\. р. 371; «Ва ото тай В1егт уеЦег: 
Ей ЧелёзеВег С03313$. М1ейае] 541е], зргаей зевоп 1544 уоп пашег1з аЪзиг- 
413 офег Вез шЁга п, у@меве епзеВеп, \уепо пише:1 уег1 зарга п 
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НЪкоторые случаи квадратныхъ уравнен1й доставляли и 
другато рода формулы, которыя мы называемъ теперь отрица- 
тельными и мнимыми числами; но такъ какъ геометры не ум ли 
еще реализовать такихъ квадратныхъ уравнен!й, то и оставляли 
эти формулы безъ разомотрЪня, какъ не представляющие ника- 
кого интереса и значеня'). Въ первый разъ пришлось при-. 
нять ихЪ во внимане при разбор такъ называемато непри- 
водимало случаз уравнешй З-ьей степени; рзшая уравнеше въ 
этомъ случаз по епособу Тарталья. мы получимъ сумму куби- 
ческихъ корней двухъ мнимыхъ выражен, представляющую ве- 
щественную величину. но въ общемъ случа неприводимую къ 
таковой. Геометры разсматриваемой эпохи, Дарданз ”) и Бом- 
белли?) старались разрзшить этотъ знаменитый математическ1й 
парадокоъ; при этомъ должны были они разсматривать мнймыя 
выражен1я и совершать надъ нимй алгебрическля  дЪйствя; 
такъ было положено основане теори мнимыхъ величинъ. Мы 
раземотримъ въ общихъ чертахъ эти работы Кардана и Бом- 
белли; говоря о Кардан. я упомяну вообще о его воззряхъ 
на природу алгебрическихъь чиселъ. 

Карданъ былъ первымъ геометромъ, который призналъ и вы- 
сказалъ существоване двухъ корней въ квадратныхъ уравненяхъ 


уоп Ми афсехосеп ууег4еп, ип Саг4ап уо0п ешет паз рога; ее»; 
884.; ср. сказанное объ алг. Шюкэ. стр. 92. 93: ем. также Сат4атиз. Фе геола 
АП7а. ВазПеае 1570. Сар. ХХИ Пе сошетрайопе риз её патиз ес. (Маме. Н. 
4. Малъ. +. П, р. 263). 


‘) См. напр. № СОЁидие. Тт1ратфу. Вий. Вопс, $. ХИ. р. 805, 19—13. 

2) [еронимь Кардачь изъ Павш. прохессоръ математики въ МиланЪ 
(1501—1576) (1 о. в. $. ПТ. рр. 167—179; «Оп пе зай ее даЁ 40% 1е раз 
6боппег еп 111, оп в0п езргй $1 зарбеецг, ой зез рабеИез её 1шеопееуа1ез 
{ал ]еззез!» 8084. р. 179; Нае, о. с. р. 364:›...... етет Майап@ег @е- 
]евтфеп Н1егопиио Саг4тио..... ешеш ]фепег у1е]зе11оеп габзйев сет, ех- 
септ1зс Вей Се]ертет 4ег Вепалззапсе, ег зетеп отоззеп Малаеп а] РЫПозорв 
ип зетеп ето ПеВеп ВлЁ а13 Аг2ё пос№ аш аер Вабш етез Ие!еп Ма- 
{ВешайКегз ха уегтевтей уйпзе+е». 

3) Рафаэль Бомбелли изъ Болоньи (род. въ 1530 г.) (Тафт, о. с. $. 
Ш. рр. 181, 184; Мое ХХХТУ, рр. 863—436. 
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во всВхъ случаях 1); онъ однако понималъ это лишь формаль- 
но И не видфлЪ вообще никакого реальнаго смыела въ отри- 
цательныхъ и мнимыхъ р%8шешяхъ, называя ихъ 7/иет аси. 
айетл и даже /а15%. Объ отрицательныхъ числахъ онъ имЪлЪ, 
впрочемъ. самыя сбивчивыя представленя: иногда давалъ онъ 
имъ реальное толковане разум$я подъ ними «долги» ”), иногда 
считал, что введеше ихъ лишаетъ прочности самыя основаня 
разсуждения 3). То даетъ онъ, въ одномъ изъ своихъ сочиненй “), 
правила знаковъ такъ, какъ онй приводятся обыкновенно у дру- 
тихъ математиковъ 5), то старается чрезвычайно темными и 
неправильными со0браженями доказать, даже на страницахъ 
того-же сочинения 6). что мйнусъ будучи умноженъ на минусъ 
равенъ минусу, а не плюсу 7). и выводить отсюда свои с00- 
отвенныя, ложныя и совершенно неприложимыя правила зна- 


') АтНз тадпае Бег, въ начал: ер. Напйе}. о. е. р. 371; также Уайег 
Вит. Оег шафВетаязеВе а Шестй пп зеше Епбу1еКапозРогтеп. Еще 
10015 Ве ОшетзисВиис. Егзез КарИе!. О1е №155. Епфуу. 4ез Ха Ъ. 2. Р1е Йа] 
ууезеп Чей аЪзфгасфеп Срагасегз въ 4-ой тетр. У-го тома журнала: Р]о- 
зорзсфе Эи@еп Вегалзо. уоп У. И. рр. 650 --653; въ 0. е. р. 652, я поль- 


зовался прекраеной характеристикой воззрёнйй Кардана и выдержками изъ 


его вочинен1й. помвщенными въ этой интересной работф. 

вы... ‹аез та 1опе....Яефа, 9е еппа уосатааз еат, дчае де ез%, 
зец п1110т13». АлЁз тадпае @фегТ., 3; 14. ХХХУП, Пе гесща {азиат ропеп41; 
ер. И. Вмх, 1. е. р. 652; ер. прим. 5 на стр. 99, 100. 

3) ‹Зетрег ащешт пишегиз..... м В0е вар/ло (уравнен1и) уегиз, 
поп Йеиз зарропИаг. (и еппо фало зат, Фиат Гапдатлеп ия 1рзйта 
шИгшате ; онъ прибавилъ къ этому елвдующее зам чан1е: Чцатацат га 410 
оррозНа 11 орроз!з еззеф оБзегуаю4а. АгЁз тадпае 0. Т., 4. 

*) Пе тедща АЁза. ВазИеае 1870. («11 е1тет ууеНзевлуей сет дип еп 
\Тетке О. г. А....› Напйе. о. е. р. 372). Сар. УГ. Ое орегайотфиз риз @ 
тапиз зесип4ит соттитет изит. 

5) 1654. «Раз Чаебалю п раз, её @1\1зип рег р!аз; её пйпаз Чпефит 
12 птиаз её 41у1заш рег пыпиз ргойасииф зетрег р1аз, ефе.>. 

$) 14. Сар. ХХИ. Ше сошетрайопе риз её тётиз её диод ттиз т ттиз 
Дасй тётиз её 4е сацзз фотит ]изда оегйиет; сочинен1е бе’ то 4е рфиз её пёпиз им. 
предметомъ изложене твхъ-же мнзн!й Кардана. 

т) В. Айза вар. ХХИ. ШоЦНаг шшаз Ш пипиз, зеа айепаю 10 аПепи 
еёс.... ргойаеииф Лаз вол, веа а1еп ат». | 
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ковъ!). Что касается мнимыхъ корней, то хотя Карданъ и 
считаетъ ихъ признакомъ невозможности предложеннаго вопроса 
или ложной его постановки 2), онъ всетаки пользуетея ими?) и 
производить надъ ними впервые алтебрическля операши по 
обыкновеннымъ общимъ правилам. Такъ. онъ доказываетъ, что 
произведене корней уравненя 2(10—2)=40, (5+]/—15) >< 
х(5—]/—15) равно 40*). (ъ другой стороны приходитъ 
ОНЪ И КЪ Совершенно нелзпымъ результатамъ. полагая напрям$ръ 
У.><(Ы— — 1) ==, 5). Не мудрено. что при такихъ 
неопредвленныхъ понят1яхЪъ объ алгебрическихь числахъ Вар- 
дану не удалось. ‘несмотря на его старая. разъяснить не- 
приводимато случая уравненй Зьей степени 6). 
Бомбелли елЪдуя по пути, отчасти указанному Карданомь их 
пришелъ къ гораздо болЗе удовлетворительнымъ результатамтъ, 
ЧВмъ этотъ поелЪдюй; Болонскому математяку удалось съ по- 





1) См. Маме. Нзюолге 4ез зс. табЬ. еф рБуз. $. П. 260—266. 


1) Атйз т 16. сар. У. геси\а ПТ. «пофат4аш :  @ио451 4ефтаево 1рза 
питег1 а дпайгафо апи1Ай пиштег1 тегаш (при рВшенйи кв. ур.) Яег1 пефи, 
аезйо 1рза ез$ Га]3а. пее еззе рофезф. апо@ ргороп!аг, зешрег ащешт рго 
геоа сепега]1 ш Пос {таеафа 40%0 е56 орзегуап4ат, 4и0@ сит еа дпае 
ргаеетртапфаг Нет поп роззипё, пее Ша 4404 ргороперафаг Ра пее еззе 
роба». 

3) См. напр. АтЁз тадпае 15. ХХХУП. Пе геси]а {зи ропепай. 
‹Наес геси]а фт1р]ех езё, ап еппа роп\ 7 (отр. чиело) аа дааегь В т 
(корень квадратный изъ отр. чиела) аи дцаег1\ф 410@ поп е3ё (выражене 
вида —а— У-Ъь гдв аи 6 положительныя чиела)....; «объ этомъ поелвд 
немъ случаъ Карданъ нЪеколько далве замвчаетъ : «роззашиаз уего уепаг1 
сети; т аПа4. Чио@ педае ез$ рагаш т пее Кю. зе4 гез отито Ёа]за». Въ 
позднзйшемъ своемъ труд 73 тадпа Атйтейсае Карданъ пришелъ къ тому 
замвчательному результату. что кубичеекое уравненйе въ томъ случа, когда 
у него есть лншь одинъ вещественный корень, имзетъ всегда еще два мни- 
мыхЪъ; ем. Й. Вх. 1. с. р. 652. 


*) Примзръ къ правилу ЦП. АгИз м. 1. ХХХУП ; Карданъ называетъ 
это уравнен1е «реге зоразНса». 


5) Прим. къ Ш прав. А. ш. ХХХУП ; ер. И. Вия. 1. с. р. 658, 
8‘) Натке. о. с. р. 372. 
т) Тр. 
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мощью очень изящнато метода '), извлечь въ дЪйствительности 
корни изъ мнимыхъ выраженй въ формул неприводимаго урав- 
неня, по крайней мзрЪ въ извЪетныхъ случаяхъ. и такимъ 
образомъ доказать, для этихъ случаевъ. вещественность корней 
уравненя 3-ьей степени ?). Отсюда Бомбелли получилъ цфлый 
рядъ численныхъ примфровъ, опираясь на которые высказалъ 
въ первый разъ въ общемъ вид предложене о вещественноети , 
корней въ неприводимомъ уравнени 3). Сущность метода Бом- 
белли, по скольку онъ для насъ интересенъ., состоитъ въ при- 
равнивани кубическаго корня изъ мнимаго бинома, неопред$- 
ленному биному того же вида“) и основывается на данныхъ 
имъ правилахъ алгебрическихъ дЪйствьй надъ мнимыми выра- 


жантями вида ++] —а И И гдв а положительное число; 
Бомбелли называетъ эти выражен1я соотвфтотвенно 1% (4 тепо 
и тепло 4 тепо п отраничивается этимъ, не входя въ 0бъ- 
яснен!е ихъ природы °). 





') Подобный методъ употреблялъ уже Тарталья для извлечения куби- 


’ ческихъ корней изъ биномовъ вида а-- УЪ. см. Натке|. о. с. р. 313. 


Е т уе о 
3) Напр. У2+ У-—121=2 + У-—1. елвд. для выраженйя корня 


Че РЕ - 
уравнен. х'—15х-|-4, получаемъ хормулу х== У2-+ ИЕ ТИ м 
—(©2+- У—Т-(2— У-П=6; см. Начйа. о. в. рр. 373, 374. 

з) [4Бтё. Н. 4. в. ш. еп НаНе $. ПТ. р. 184; полное заглавмя сочине- 
н!я. въ которомъ Бомбелли опубликовалъ этотъ результатъ: Т?’А1дерта раме 
таддёоте 4е’Атитейса, изза ат ате ИБта, пиогатеще роза т шсе. Во10оота 1572. 

*) см. Напке. о. е. рр. 373, 374; Мотива. Назолге 4ез Ма 6 та чез, 
Рагё. ПГ, Шу. ПГ, У: «Уаз зат ие сейе шёбройе её 91 ауог епфеп4и 
де Союз ап’ап Апа!узе НоПап4а1з КиАйиузеп, Чай уУ1у846 еп 1620. ауа\ 
еп 1а шёше 144е; шаз И Чопие & за гёо]е тор @ефеп4те, ее езф за]ефе 
» пп 4юппетет е46.›; см. /. Та. Орег. Май. у. П. Охошае 1693. р. 191. 

5) Въ бегто 4е р. е т. Карданъ разбираетъ Алгебру Бомбелли и при- 
водитъ изъ нея н®сколько примвровъ: «ба 916 Ваз В еар еззе 2 раз @1- 
пшпиаз 1 её 2 шшиз 41 таз | (Карданъ пишетъ 11). (ой 1 еопзфатеф Ва- 
Бегениз пеши: паш 9 раз 41 паз 1 (Карданъ пишетъ р1аз 101043)», 
её 2 шшиз 41 шшаз ап еп 4. (ср. прим. 2); «604 апфе 
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Пятый перодъ. 


Уже въ средме вЪка могли мны замЪтить то впечатлЪнуе, 
которое производили на умы математиковъ, хорошо знакомыхъ 
съ творешями греческихъ геометровъ. аналоги и различ1я, су- 
ществовавиия между нзкоторыми ученями абстрактной геометруи 
и числовой алгеброй ДЛофанта'). Это впечатлЪн1е должно было 
быть еще сильнфе въ эпоху возрожденля, когда сочиненя древ- 
нихЪ стали распространяться въ новыхъ печатных издантяхъ 
и переводахъ и сдЪлались предметомъ серьезнаго и вниматель- 
нато изучен!я со стороны математиковъ 2); у нВкоторыхъ уче- 
ныхъ этой эпохи сложилоевь мало по малу убЪждене въ томъ, 
что должна существовать общая неизвзотная еще наука, обни- 
мающая и остроумныя измышленя новзйшихъ алтебристовъ й 
глубокя геометрическя изысканя древнихъ. < №оп её дат» 
говорить Бепедлейиз Ретегуиз, писатель конца ХУ[-го взка, 


411% 11 Вое саза ‘езф дпо@ 2 р!аз 41 штаз 1 ВаЪеф заит адпадтабам 3 р! аз. 
41 шшиз 4. еф сифиш еззе 2 раз 41 шшаз 11. Ех апо зедабаг дало ех 2 
раз 41 таз 1 еЙат Чаефо шт 3 р!аз 41 шшиз 4, Йап$ 2 раз 41 плтаз 11»; 


т.е. (2-- У- 1)=3-4 у (2-- У—1)=9--11 УЕ что слздуетъ изъ 
того, что произведене  2-- У—1) на (3-4 УЕТ) равно (2-11 Ур: см. 
Мазе, Назфолге @ез вс. ш. еф рь. $. П. рр. 304-307; Нате. 7. в.а, М. 
р. 372. 


1) Мы могли указать, по крайней м8р% на Омара’ Альхайями (стр. 94, 95). 


1) См. Мопича. Н1оте 4. МаЪ. Раг$. ПТ. у. Ш (ХУ!-шер.). ПИ: 
«Ге ргемйег раз уегз 1е гепопуеПетет$ 4ез зс1епеез 64а, сотлше оп Га а\, 
Де зе ргосптег 1а соппа1ззатее 4ез фгауаах @ез апе1епз. Оп ауа 46]А Га1%, 
4ёз ]1а п а э16е]е ргёеб4ет%. дие]аез еЙогёз & сеф 6сат@». Между учеными 
эпохи возрожден!я. посвятившими себя изучен!ю творен1й древнихъ геомет- 
ровъ и способетвовавшими ихъ распространен!ю. особенно замвчательны: ЁЕгая- 
сёзсиз Маитофусиз (1494 — 1575). Ем4ег. Соттап@тиз (1509 — 1575); ем. Тибтё. 
Н1эфо1те 4ез зе. т. еп ЦаЦе, &. ПТ рр. 106—113, 118—121; «ёродае ой 1ез 
ргостёз.4е 1а сг!Ядае еф ае Ла рПо1001е ауа1еп$ гепёи 1ез езргИз раз ех1- 
сезпз. Га зепее у саспа: саг еп 413ебапф 1ез фехфез, оп з’ассоцата & 
41зслфет а331 а т1оепг 4ез @6топз6та 1 отз» (1. ©. р. 119); въ ХУ-мъ етолвт1и— 
Ведототатиз (ЛТоаниь Мюллерь изъ Кенигеберга 1436 — 1176); ем. Зи 
Арегся 1№13$0г14ие, №0%4е ХИП; ббош. 4ез оее. аа шоуеп асе. 





: 
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«Чит зК аПдпа заепйа шабпетайса сошшии$, (пае Чефем 
зресшат! аЁесЯопез сошшипез шасп бани еф потего, (лае 
фатеп зоепйа а Ма \етай1с15 поп патегааг @5Ипеа а 
Сеотейма еф Аг ше са»1). У Адуана Ван» Ромена?), 00- 
временника Бъеты, ветрЪчаемъ мы уже болзе опредзленныя 
предотавлентя о такой наукз; чтобы дать о ней идею, этотъ 
геометръ излатаетъ первоначальныя правила ариеметики при- 
узнительно къ буквамъ. съ цЪфлью придать этимъ правиламъ 
отвлеченное символическое значен1е; соотвЪтственно такой цЪли 
употреблялъ онъ, впервые. знаки (+) и (—) въ приложени 
къ буквамъ. Ванъ [Роменъ не съум$лъ виолнф развить эти 
представлен1я, звачен1е которыхъ онъ однако хорошо понималъ; 
‹это безъ сомнзн1я было олной изъ причинъ тЪхъ чуветвъ, 
доходившихъ до обожаня, которыя онъ питалъ къ ВьетЪ; въ 
ого великомъ открытш видЪлъ онъ осуществленте своей с0б- 
ственной идеи»?). 


Въ 1591 году появилось сочиненме: Ёгатсазсь Иеае т 
айет апунсет 1задоде составляющее первую часть «Орег$ 
гезИбщае шабтешаЯсае Апа]узеоз зеи А\оергае Моуае»?). 


') х.Р. Пе вомтап13 отита гегаю пафатаНат РишериИз © А!- 
Респ риз 1Ъ. ХУ. Гаойчит, 1588; ем. Ойазфез. Назоге 4е Га]оёрге. С. В. 
$. ХИ р. 754, п. 3. 


2?) А4тапиз Вотапиз (1561—1615). Тп Агевпае41; слгтейИ Чплепз1опета 
ехроз о еф апа]уз1з. УатееБагот. 1597; ем. Сфазез. С. В. $. ХП рр. 754, 155. 


В р... 755. п: 1: 


‘) Егапсёзс Й@ае Еотаепаеетз:. Ориз Ве. Маф. Апа]узеоз зеа А. 
Мота ай Гпе]уфат Ргшереш Ме]азшиу4а СабБагтпат Ратепаепзет. 'Тагоп15. 
Аппо 1591; собране сочиненйй Вьеты было издано въ 1646 году: Е. Иеме 
Орега Май. 1 ппаш Уо| сопс. ас гее орегА абдие 35410 ЁЕг. а Бейобеп. 
Гас. Ваф. Два важнЪзйцие труда переведены Риитеромь и помвщены въ 
1-мъ томь Ви]. Вотсотр.: Тпётой. > Гат апа|. раг Ег. У. 4тадай раг М. Е. 
Е/Цег. рр. 223— 244; Ргепиёге збл1е 4е пофез заг 1а Г.0915 ие зрёееизе раг 
Е. У. 4т. раг М. Е. В., рр. 245—276; переводы эти енабжеиы также прим%- 
чаннями Риттера и князя Вопеотрасп1; о жизни и дВятельности Вьеты ем. 
напр. у Маме. Назюоте 4ез зе. т. её р. +. ПП. рр. 27-65, гдз помфщенъ 
также подробный разборъ его сочинешй. 
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Вьета объяеняетъ отчасти смыелъ этото затлавля въ. предисло- 
ви. въ которомъ онъ посвящаетъ свой трудъ знаменитой своей 
покровительницв Сабтегте 4е РатбМепау ргшсеззе 4е ВовВал. 
‹Искусство. которое я излагаю. ново. или по крайней мЪрЪ 
настолько испорчено временемъ и искажено влянемъ варва- 
ровъ. что я счелъ нужнымъ придать ему совершенно новый 
вИДЪ › 1). «ВсЪ математики знали, что подь ихъ Алгеброй и 
Альмукабалой были скрыты несравненныя сокровища. но не 
умзли ихъ найти; задачи, которыя они считали найболЪе труд- 
ными, совершенно легко р®таются цпзлыми десятками съ по- 
мощью нашего искусства. предотавляющаго поэтому самый взр- 
ный путь для математических изысканй»?). Главной цЪлью 
Въеты, какъ можно было бы уже подозрЪвать изъ приведенныхъ 
словъ, было примфнен!е обобщенннаго и развитаго механизма 
алгебры къ возстановлен!ю геометрическаго анализа древнихъ. 
Для осуществлен1я этой цзли Вьета ввелъ цЪлый рядъ понят, 
вполнЪ соотвЪтствующихъ тЪмЪъ. которыя лежали въ основан 
числовой алгебры его предтественниковъ; это суть отчасти 
опредЪленныя геометрическ1я величины. отчасти только услов- 
ныя символическля величины й дЪйств!я надъ тзми и другими 
аналогичныя ариеметическимъ. Эти величины называются вообще 
зсаатез, когда онЪ образуютъ лФетницу, поднимаясь или опускаясь 
пропорционально отъ одного рода къ другому и ноеятъ особыя 
назван1я. с00бъазно съ принятой во времена Вьеты терминоло- 
гей Лтофанта: 1) сторона или корень, 2) квадратъ. 3) кубъ, 
квадрато-квадратъ и т. д.3); лЪетницВ составленной изъ зеа- 
1агез соотвФтотвуетъь другая—различныхь родовъ величинъ: 1). 
длина или ширина, 2) плошадь. 3) объемъ, 4)\ площаде-пло- 
щаць. 5) площаде-объемъ и т, п.“). Изъ нихъ сравнивать 


1) см. Ашег. 1, е. р. 227. 13—16, 

*) Та. р. 127, 20—96. 

3) 1за90де, сар. ПТ, 9. 3: ем. Виг. 1. е. р. 231. 

*) [задоде с. ГП, 4.; ВЮ Шег. |. е. рр. 231, 232 ем. также 5, 6, 7; Вшег 
р. 232. 
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между собою можно только величины одного и тотоже рода. 
что составляетъ первый, основной законъ воЪхъ равенствъ и 
пропори1й, носяшаЙ назван]е закона однородности !):; «Ргииа 
еф регреиа 1ех аедиа бит зеп ргоротйопи:а ео, дчае Чио- 
пам 4е Вошохепе1$ сопсерфа 651, @1о\фаг 1]ех Потозепеоти, 
Ваес е55, Нотосепеа Вотогепе1з сошрагат1. Мат Чпае зип 
Веетосепеа (10 п0бо ег зе ада яп с0стозет поп ро- 
{е3$, иф @1сефаф Агазбиз»2). Величины могутъ быть выражены 
числами и тогда сравнене ихъ составить предметъ науки но 
сящей назвае ‹[0015Йсе пимегоза». «[.0218 ее 5рес1оз&» 
сравниваетъ величины подъ видомъ фигуръ или знаковъ (зре- 
6163) натримзръ буквъ алфавитаЗ). ДЪйстыя, посредетвомъ 
которыхъ величины сочетаются между собой, суть сложене. вы- 
читане, ироведене (ЧисНо) и приложене (аррИсано)“); про- 
вести 5 къ А (4исете В ш А) значить образовать изъ нихъ но- 
вую величину, занимающую въ лЪстницЪ величинъ мЪ$сто. которое 
найдемъ, поднимаясь отъ А на столько ступеней. на сколько Б 
отстоитъ отъ начала. Провести ширину къ длинЪ значить об- 
разовать изъ нихъ прямоугольникъ 5). Приложенте есть дЪйствле 
обратное проведеню; плиложить А къ В (аррИсате А а4 В)зна-_ 
читъ составить изъ нихъ величину. родъ которой найдемъ. опус- 
каясь отъ А по лЪестниц величинъ на столько ступеней, на сколько 
В отстоитъ отъ ея начала. Приложить. напримзръ площадь къ 





оке. 161: Аг. 1.6, р. 231. 

2) ‹Т& мё» 7%р бэомоу:Уй, пос ЕХае по0д$ 4242, фибу "Адрадтоз, в(0ёлаи 
а6узяхтоу» Тйеоп ЮБтутпеиз. ЕхрозИ1о гегат тша4{В. а4. 1есеп4а. Р]афопет и. 
Вес. Е. Н ег. Тлрз. ТепЪа. 1878. Сар. 19; объ Адравтиь ер. Сашот. Уот!. р. 
Е В с. т. 231 п. 1. 

*) 1за904е. Сар. [У; Вег. 1, в. р. 232; МВ. Ил. п. (3). 

‘) Слово 4исеге до Вьеты нерздко употреблялось вЪ смыелЪ ‚обыкно- 
веннаго умножен1я (см. ех. ог. примВръ изъ Тордана Нем. прив. на етр. 87); 
поэтому первые переводчики Бьеты передавали 4ис#о словомъ умножеше, 
(ша! рИеса Нот) что совезмъ не воотвътетвуетъь мыели автора (ер. Маме. 
Н1зфойтге 4 56. ш. её рь. $. Ш р. 32); также поетупаетъ и Вег; я предпо- 
челъ, правда. неупотребительные въ этомъ смыелв, но довольно точно пере: 
дающие латинек1е термины, слова «проведене» и «приложене». 

$) [за90де. Глава [У, правило ИГ; Ве. |. с. рр. 233—235 , 
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данной длин значить найти ширину прямоугольника данной 
длины равновеликаго этой площади !); здЪеь значенте слова 
арриеайо вполнз совнадаетъ съ тфмъ, которое придавали ему 
вЪ аналотичныхь случаяхъ древне 2). Знаки сложешя ий вычи- 
ташя суть (+) и (—)3); продукте“) А и В обозначается 
еловомъ т: А т ВБ, причемъ, такъ какъ этотъ результалъ 
не однороденъ съ проводимыми величиними. слфдуетъ обозна- 
чать ихъ мото въ лфетницз зсаагез или родовъ, напрамЪръ: 
А диа4г. т В рап.°); результалтъ приложен1я означаетея от- 
дЪляя прилагаемыя величины. поставленныя одна надъ другою 
горизонтальною чертою: напримВръ прилагая плоскую величину 


сиб. 
т т ЕО и 1 т 
А къ кубу Б получимъ: ре ). Эти дЪйств1я служатъ для 


образовантя различныхъ формулъ и уравнен1й, которыя, въ силу 
основнаго закона, должны быть веетда однородны. Въета под- 
робно развилъ различныя преобразованя формулъ въ друтомъ 
сочинении: «АА 1[.09153Нсеп зреслозат по ае ртдотез»') пред- 


г) Взадоде. С. ТУ, В. ТУ. Вйе. 1. с. рр. 235—237. 

2) пхраВолц: см. стр. 43. 44, 56. 

з) 1з. С. ПУ. ВВ. Г.П; Ви. 1. е. р. 233; Вьета пазываетъ вычитаемое 
количество педаит (вычитать—песаге) въ противуположноеть слагаемому — 
аттеиит. «При проведен1и другъ къ другу выраженй еложныхъ изъ двухъ 
или нзеколькихъ членовъ (потопа). произведене двухъ а ттафа или двухъ 
песафа есть аЁЙтгтафит, произведене-же положительнаго члена на отрица- 
тельный —отрицательно» (41. С. ТУ, В. ПГ; ВУ. р. 234; Вьета объяеняетъ 
правило знаковъ (—)><(—)==(--) твмъ зам чанемъ что Ар—ВО-— АС меньше 
дъйствительной величины произведен1я (А— В)><(О —С)). 

*) Ргодисчит; Я предпочелъ здЪеь это слово равносильному с” нимъ 
слову «произведене»: съ этимъ послёднимъ соединяется обыкновенно пред- 
ставлеше объ умножени. 


5) ]вадоде. Сар. ТУ. Вес. ПТ; Ве. 1. с. р. 234. 
909 р , 5 р 


8) 1. с. ГУ. В. ГУ; Ви. 1. е. р. 235; Вьета даетъ далЪе нзкот. прост. 


алгебр. тожества (ВН. 1. е. рр. 286, 237). напр. сумма ее. и = есть 





/ дпадг . Ведь. т АецЪ. сеть ВепЪ. 1 Орал 
Вам Орап. Л т АещЪ. 

7) См. переводъ Риттера. упомянутый въ прим. 4 на етр. 105: это со- 
чинен!е оканчиваетея задачами о прямоугольныхъ треугольникахъ (МВ. Ргор. 


Ш; ВЫ. р. 271, п. (1)). 


9 ш Арап- В т 
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ставляющемъ такимъ образомъ первую теорю алгебрическаго 
исчисленя '); въ 1549096 онъ изложилъ только главныя пра- 
вила для преобразования уравнений 2). Онъ различалъ вообще 
три части Анализа: Зететику открывающую соотношеня. про- 
порщи и равенства, между данными и искомыми величинами; 
Пористику изселфдующую справедливость предложенныхъ тео- 
ремъ съ помощью этихъ соотношенй и Эксаетику учащую 
какъ извлекать изъ данных пропорщй й равенетвъ искомыя 
величины 3). Одною изъ самыхъ важныхъ задачъ новой алгебры 


') Вопроеъ о проиехожден!и алгебрическаго счислен1я служилъ предме- 
томъ горячихъ споровъ между Шалемъ и Либри (ем, Сотр4ез В. &. ХПИ, 
ХИ, ЦП. еес.); Шаль отетаивалъ пр1оритетъ Вьеты? . «СеЦе а]оёЪге /ега(е, 
убтНаЪ]е Гопфетепф 4ез питаепзез ргостёз дие 1а зе1епсе а Га14з 4ери1з депх 
16е]ез еф 4еш1, езф 4ае аа сбиле ае У1е ди Га сопепе её ш1зе ап ог 
дапз зоп Пуге ШИ 16 1349096 т а. а. (1) [(1\....—С’езё ауее тгайзоп фиае 
Васвеё 4е Мбт1ае. 1е зауап$ соштеш{афеиг 4е О1орвазже. арре]а16 се Пуге 4е 
Узёе 14еНЙиз А пгеиз (У. Оёорртв Атит. 16., о дев. ХТ.). Другаго мн$- 
н1я держался Либри. находя начало алг. исч. у Леон. Фибоначчи ; это не един- 
ственный примзръ опрометчиваго вужден!я у ученаго автора «Н1зю1ге 4ез 
зе. т. еп ЦаПе.› (ем. напр. въ этомъ еочиненйи «О1зсойтз ртёЙшталте». Т. 
Т, рр. 66—69 мнЪн1я, опровергать которыя здВсь не мвето). 


*) [задоде. Сар. У. Ргор. 1, П., ПШ. Апй!езз —прибавлене равн. вел, къ 
обзимъ чает.; вуробфазтиз —сокращен1е величины ‹проведенной» ко веЪмъ чле- 
намъ уравнен1я; ратафойзтиз — сокращен1е величины проведенной къ однимъ 
членамъ ур. и проведен1е ее къ другимъ ; см. ВзШег, | с. рр. 238—248; см. 
далЪе Сар. УПТ, ВЫ. р. 241—243. Дальнъйшее развит!е теор1и уравнений 
дано Вьетой въ другихъ сочинен1яхъ: Иеейеотит 18678 дигтдие. Пе Аедиайотит 
Ве. одтёвоте её Етеп4айоте тасийиз 4ио, Пе питегозя Роеящит Везоийопе; ср. 
Мачзе. Н. 4. зе. т. её ть. $. 11. рр. 43—61; ем. въ особ. 2е. .. П, У-УШ 
(Мале. |. с. 44); Ое Аед. В. св. ХУ: Ат дийез тафсит диатит рыезюцез 4е 
Ротодетеёз «Гесботит т аедиайот из педащиг. Аетопйтоае.... дио4 а4 иЦеузотаз 
отайиз аедиайотез роззе ездеп4 зайз № тат/езит (Вьета разсматриваетъ лишь 
полож. корни ур.); ХУТ (М. рр. 50—55); Ре Ет. Ае4. вар. ХТУ (М. рр. 60. 61); 
А сиб. — В+-О+С т А чиаа + В т О-В т С- О т Ст 4, аедиешт В т ОБ 
т (С: А ехрИсаб Из езё 4е диа@6е зЦатит ифит В. О сё С. Ср. Натке. 1. ©. 4. 
Ма{\. рр. 374-379. 


3) [задоде. сар. Г; Вай. |. с. р. 229; СС. У, УТ, УП; Ви. рр. 237-241; 
‹если случайно предетавитея предложене, еправедливость котораго нужно 
подвергнуть испытан. то елфдуетъ, прежде всего. прибЪгнуть къ пориети- 
ческому методу, приводящему легче всего къ винтезу, о чемъ можно судить 





110 И. ТИМЧЕНКО. 110 


представлялось Вьеть ея приложене къ геометрии или, точн%е. 
отыскан1е ея геометрическаго смысла. Геометрическое построенте 
сторонъ и квадратовъ, соотвфтетвующее ихъ алгебрическому 
образовая1ю. построеше рЪшешй уравненй 1-ой и 2-ой 
степени чрезвычайно просто, и прйти къ нему можно безъ труда. 
Для кубовъ и квадрато-квадратовъ нужно уже прибЪЗгать къ 
болзе сложнымъ построенямъ., «пб Сеошефа зирреафиг Сео- 
шей1ае 4еЁез»!); такъ напримёръ задача; «провести изъ 
какой нибудь точки къ двумъ какимъ нибудь ливямЪ пря- 
мую, такъ что бы отр$зокъ заключенный между ними имЪлъ 
данную длину» — приводитъ къ уравненю 3-ьей степени ?). 
«ГдЪ, затЪиЪ» говоритъ Вьета, «можно (ибо ве величины 
суть лини. поверхности или тфла) найти столь частое при. 
ложен!е пропорцямъ свыше тройныхъ илй даже четверныхъ. 
какъ не въ теорий угловыхъ сЪчен1й, такъ чтобы быть въ 6о- 
стояни опредзлять углы фитуръ по ихъ сторонамъ и на 000. 
ротъ»з). «Оешаие Разпозит ргоеша ргоетабит агз Апа- 


по примврамъ даннымъ @еономъ въ его Началахъ, Аполлон1емъ Пергекимъ 
въ книгахъ о кон. с. и самимъ Архимедомъ въ н®сколькихъ его книгахъ». 


(В. въ. УТ; Ви. р. 240). 


') 1вадоде. Сар. УПЦ, 34. 925; Ви. 1. с. рр. 243, 244; см. сочин. Вьеты 
Кирретешит деотейчае. въ которомъ рзшене ур. 3-ей и 4-Й степеней приво- 
дятея къ трисекц!1и угла и нахожден1ю двухъ ереднихъ пропорц1ональныхъ 
между двумя данными длинами: ‹У16{а гатепа |а зо]аоп 4ез 6даа0отз @ц 
3-ше Честё шёшме 4апз 1е ваз 1ттедаси е & ]а 4арНеайор 4а вафе оп & 1 
г1зесМоп 4е Гапо]е». Мошича. Назо1тге 4. М. Раг. $. ПГ Шуге Ш, УП; 
ер. Нате. 1. е. 


2) ер. Вйшег. 1. с. р. 244. 


3) См. сочинен1е А4 апдщатез зесйопез #еотетаа ххЗо’ихотеро. десятое въ 
собран!и Шоотена; теор1я угловыхъ ©Вчен!й доставила Вьет ередетво для 
рвшен1я уравн. 3-й ст. въ неприв. елучав (ср. пред. прим.) и уравненйя 45 й 
степени отъ котораго зависитъ опредзлен1е хорды 45-Й части данной дуги, 
предложенное Адр!аномъ Ванъ Рбменомъ: 45у — 3795уз - 95634у'—...... 
—- 945у*1 — 45у*3 - у —=С; Вьета открылъ 23 положительныхъ р\шеня 
этого уравненйя (ий [е9#, ш 304); ер. Нате. 1. е. рр. 375. 376; Маме. 1. с, 
рр._62, 63. | 
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Туйсе, (греет Иеейесез РогзМеез & Ехесейеез Тогшали фап- 
фей таща, таге $1 айгосаб, /иой в, МаПаш поп ргоЪ- 
Лета зо]уеге»'). 

Въ приложения къ геометря--центръ тяжести реформы 
Вьеты. Въ основан!и всей его «Новой Алгебры» лежитъ тотъ 
фактъ, что теоретически, въ отношения своего алгориома. геоме- 
трическля дЪйств1я сложеня и вычитан1я величинъ. « проведеня › 
И ‹приложен1я» вполнЪ совпадаютъ съ четырьия ариеметическими 
дЪИствями сложения, вычитан1я. умноженя и дЪленя; этотъ 
фактъ. будучи зазЪченъ Вьетой, уже самъ по себЪ давалъ 
ему возможноеть прилагать алгебрическля уравнен1я къ задачамъ 
геометрическаго анализа. съ помощью системы знаковъ и бук- 
венныхъ обозначенй. Но удобства постановки этихъ задачъ й 
ихъ рзшенйя и. соотвфтетвенно этому, сочетая й преобразо- 
ваншя уравненй параллельно алгориому числовой алгебры при- 
водятъ къ новымъ комбинашямъ алгебрическихъ символовъ и 
символическихъ дЪйств1Й надъ ними, не ии$ющихЪ непосредствен- 
наго геометрическаго значеня. Какъ Бомбелли не остановили 
мнимыя выраженя, такъ и Вьета не задумался надъ введенемъ 
безчисленнаго множества новыхъ фиктивыхъ величинъ и ста- 


рался лить найти законы правильнаго ихъ употреблетя. Пер- 


вый законъ — это однородность алгебрическихъ уравнен1й. Ве 
уравнен1я. получаемыя какъ непосредственное и простзйшее ма- 
тематическое выраженте свойствъ величинъ въ какой нибудь 
геометрической фигурз, необходимо однородны: ибо разнород- 
ныя величины не имвють отношения ?) и сумма или разность 
двухъ разнородныхъ не представляетъ изъ себя никакой гео- 
метрической величины 3). Сочетая и преобразованя уравненйй, 
соотвтетвуютъ ли они другой побтановкв задачи, или алгеб- 


*) Заключительныя слова 4[за9оче. 
1 3) ем. Вие/.. ЕЁ; ТАЛЬ. У. 4еЕ. 3. 4; сер. етр. 54. 
3) Вьета видЪзлъ нарушен1е закона однородности также и въ способЪ 


‚недвлимыхъ: «Аналистъ не сравниваетъ прямую лин!ю съ кривой...., чему 


препятетвуетъ, 206 идимому законъ однородности». 4130904е. Сар. У1Ш. 28. 
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рическимъ цЪфлямъ (исключене неизвЪотныхъ или упрощенте). 
во веякомъ случа, насколько они цзлесообразны. не нарушаютъ 
однородности '); только однородность будетъ уже относиться къ 
новымъ фиктивкымъ величинамъ наравяЪ съ обыкновенными, и 
Вьета выразилъ этотъ фактъ, пользуявь расположенемъ воъзхЪ 
ИХЬ ВЪ «знаменитый» рядъ или лЪстницу величинъ 2). Что 
касается алгориома дЪйствай надъ фактивными величинами, то 
онъ легко опредзляется самымъ происхожденемъ ихъ. связан- 
НЫМЪ СЪ этимъ алгориомомъ и пЪлью ихъ введеня; онъ дол- 
женъ. очевидно. совпадать съ обыкновенным ариометическимъ 3). 

Таковы, въ главныхЪ чертахъ, основан1я «Новой Алгебры» 
Вьеты; онъ былъ, несомнЪнно. великимъ геометромъ и ген1аль- 
нымъ аналистомъ; но что въ немъ особенно поражаетъ., это 
смфлость и широта его идей. Въ этомъ отношении онъ сдЪлалъ 
огромный шагъ впередъ, далеко оставивЪ за собой сухя д1а- 
лектическия умозрзн1я древнихъ и воззрьн1я большинства свойхъ 
предшественниковъ, узкя и лишенныя веякой оригинальноети “). 
Большая часть его трудовъ отличается, вмЪетВ съ тЪмЪ. вы- 
сокой степенью совершенства и законченности 5); влляне ока- 


') Ср. Маме. Н1зфолге 4ез зе. ш. е$ рь. $. Ш рр. 9--....: Ргилефре 
де Гвошосетенв. 

2) Гадоде. сар. Г; Вшег. 1. с. р. 229. 19.20. 

з) Первые аналиеты въ подобныхъ вопросахъ руководились., въ сущ- 
ности, началомъ которое НапКке] называетъ «Рушелр 4ег Регтапептя Ёогтаетг 
Сезеф2е» (Напйе[. Уотезапоеп ИЪБег 41е Сошрехеп /а]еп ава Ште Еипейо- 
пеп. Г. Твеот1е Чег вотр]ехеп Иавепзузете. Ге1р7ло. 1. Уозз. 1867, $ 3 
рр. 10--....; ер. биг Сезев. 4. Мафетайй ес. р. 351. 

‘) «Миеегиве иш 101656 ха засей 'ТгоекепВе! 135 4ег Бфетре], 
\уе]ейег 4ег сапеп а]ехап4т1о1зеВеп ГЦегафагрег1о4е ацоедгйе кф 18%». Сап- 
(от. Уот|. р. 222; «Алгебра». говорить Кестнеръ. «доставлявшая Косоцетамь 
забавныя загадки, стала логикой геометрическаго изыеканя». Каезтег. бе- 
ве в1ей{фе ег МабБетайк, 4 Вае. Соилоепт 1796—1800; Ва. Т, р. 68. 

5) ‹]’а1....аррг1з & соппайте Егапео1з У16фе еф зез бег!з; & реше 1ез 
а\уа1з-]е Геи Пефез чае у гесоппалззалз 1а шаш 4а Мате еф 1 ой ]е пе 
егоуа13 {гоцуег Га] ёЪге ди’А Г6фаф а’6апере. }е гепсоп{га1 ппе зс1епее сгёёе 
де фощфез р1ёеез её з’6]еуапф а ргепиег ]еф & апе Ващеиг 1тезрёгее». Взщег» 
| е. р. 223; «Оп у0\% 4ие]з Пилаепзез ргостёз У1е 0% {те & ГА1оёге 
еф еотше (046 езё рагРа1ф Чапз за тбо4е›». Маме. Назойге 4ез ве. шт. её 
рь. $. 1. р. 61. 
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занное ими на сочиненя позднфйшихъ геометровъ. для кото- 
рыхъ они послужили исходнымъ пунктомъ и основантемъ, даютъ 
намъ полное право ечитать Въету отпомъ современнато анализа '). 
‹ Мало есть математиковъ ›. говоритъ Мопфи]а, «которымъ эта нау- 
кА» (алгебра) «была бы больше обязана, чЪмъ этому знаменитому 
человзку...... Достойный предшественникъ великихъ ана- 
листовъ прошлаго» (ХУ) «етолёя, онъ положилъ основане 
значительной части ихъ открытШ...... Его сочинения послу- 
жили свЪточемъ всзмъ тЪфиъ., которые писали послз него»?). 
Изъ теометровъ разсматриваемой эпохи, посл дователей 
Вьеты. намъ интересно указать на Альберта Жирара *) и То- 
маса Гаррота“). Въ сочинени «Гпоепноп поизеШе еп РА|- 
960те»5) Жираръ, въ первый разъ поблф Кардана и Бомбелли 6) 
признаетъ отрицательные й даже мнимые корни уравненй; 06о- 
бенно ясно товорить онъ объ отрицательныхъь р®шеняхъ, съ 
которыми ветр®чается, развивая Вьетову теортю угловыхъ 6$- 


') ‹Ас диет шоепз Ше А1юергае Во@1етпае герегфог ае гезбалтгафот 
гапе1зещз Узеа.... Налазаае уезНоИз эй збетцез Наттг10ф аз, Опер тель, 
а11ае, {ато позёгафез фаало ехфтапте1, апесипаие 4е Вас ге зег1рЫз тапдагип& 
а У1еёа Чезатар{а 4ефепф аспозсеге». На ез въ п° 210 Риз. Ттаиз. апп. 1694, 


р. 136; Уш Чатзниаз оф топе 1 зе1еп{И3 шапешае18 регата Са1- 


Пеае сет415 есиз.... Маспиз Ше ш Апа]!уНе1$ атевИесфаз.... Хоуал агфет 
ро из. иф Ч1ефата езф, шаспа за $ета ех раг{е Ёес1ззе, даа уефетета гез& а 1з5е 
поп ПошегИо сепзепдиз езё». \УаЦег \Уатпег ш РгаеЁаМопе Нагой АгИз 
апа1уйсае ргах1з Ттасбабиз. 1631). Эти и друйя мнзныйя о Вьетв приводитъ 
Овафез въ С. В. %. ХПИ. 1. с. | 


2} Мотифа, Н. 4. Майь. Рагф. ПТ, Шуте ИТ, УГ. 


*) Дет Ситата Залиле1о1з (5%-МИце] въ Лотарингми; род. около 1590г. 
ум. въ Лейден® въ 1633 г.). 


') Тлотаз Натчо% (1560—1621); см. 1. И’. Еошзе ВаЙ. А зВотф аесоци 
оЁ 3\е В150оту оЁ Маетайез. Боп4оп 1888 рр. 210, 211. 


5) ‹шуепоп попуеЦе еп 1’А1оёрге, 1апф ропг 1а во1\аМоп @ез @4иа- 
Ы0тз, дае роиг гесосто18$те 1е поте 4ез зо] а оз да’еШез гесойуетф, ауес 
р1азепгз еВозез 4а1 3016 пбсеззайгез & 1а;регфесМоп Це сезе Ч1туше зелепее. 
Атазвег4аж 1629. В6паргезэоп раг Вёететз 4е Наат, Ее4еп 1884. 


в) Вьета, какъ мы видЪли, пользовалея только положительными рзше- 
нзями уравнен1й; ер. стр. 109 прим. 2, стр. 110, прим. 3. 


Т. ХИ Зап. Мат. Отд. 8 
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ченй; Жираръ называетъ эти рзшеня рфшенями посредствомъ 
минуса— 77” 200%тз и строитъ ихъ, наравнЪ съ положительными, 
на основани того замфчан1я. что «Йа 30] иЯоп раг ш01пз 8’ех- 
ИЧче еп @бошбИ1е еп г@хгостаЙат, её 18 шошз тесше ой 
1е р|а$ ауалсе; это замЪчаюе онъ иллюстрируетъ примЗрами. 
Жираръ признавалъ также существоване я корней въ уравне- 
ни ®—0й степени и зналъ составъ ето коеффишентовъ въ функ- 
щи корней !). 


Сочинен!е Гарр1ота «АтНз; апщунсае рталлз», имввшее 
въ свое время очень большое вл1ян1е на развит!е науки, было 
напечатано только по смерти автора въ 1631 г.?) Въ немъ 
Гарр1отъ излатаетъ систоматически теортю уравнешй и зам?- 
чаетъ, между прочимъ, подобно /ирару. что уравнеме имЪетъ 
столько корней, сколько единицъ въ его степени, и что можно 
найти уравнене имвющее данныя рзшеня, составивъ произве- 
деше изъ разностей неизвЪстнаго и ето корнейз). Гарротъ 
имзлъ понят!е и объ отрицательныхъ рьшепяхъ уравнешй; 
онъ однако не пользовался ими и считалъ ихъ огранйчиваю- 
щими число дЪйЙствительныхъ значенй нейзвЪетнаго доставля- 
емыхъ уравненемъ, литающими уравненме ето полнаго реаль- 
нато смысла; сообразно съ этимъ онЪ называлъ ихЪ «7а44сез 
ришайтае ›"). Гарруота считаютъ обыкновенно первымъ алгеб- 
ристомъ., переносившимъ всЪ члены уравнен1я на одну его сто- 


1) Ср. Маме Н1зо1ге 4ез зс. т. её рВ. $. ПП. рр. 196, 197. 


?) Вальтеромь Варнеромъ, другомъ Гарр1ота. «Тве шЙаепее о 3Ъе 
уогк \уаз уегу отеаф, Баф Т 4о поф Кпо\’ {Ваф 41зеоуегез оЁ апу врес1а] 1м- 
рогбапее Беуопа \Ъ0зе олуеп 11а У1ефа’з ууогЕз сам Бе фгасей Баск #0 Нагг10%, 
ап@ Г аш 1теПпед 40 шк 41а 4Ъе хогк \уаз оип4е оп а оЁ У1еа. 
1$ 13 Возуеуег Фаг тог апа1уйеа] фБап апу а]сефга 14Ъаф ргеседей Ц, апа 
тагкз а огеаф а4уапее ро 11 зушфоЙзт ап по{а410п›. 77. М. Воизе ВаЦ. 
Вова]. 


*) Что, какъ мы видЪли, было до нзкоторой степени изветно и Вьетв; 
ем. прим. 2 на етр. 109. 


*) вр. Маме. Н. 4. ве. т. &. Ш, р. 93. 
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рону '); такая Форма уравнен1й даетъ больышя преимущества 
въ ихъ теори и введен!е ея составляетъ не маловажный ус- 
пЪхъ въ алгебр. Это нововведене распространилось однако 
еще раньше опубликованя Гарртотова труда. быть можетъ со. 
вершенно независимо отъ его вмяня. Въ сочинеи Деплера 
‹ На’тотлсез тит», появившемея въ 1619 году. находится 
слЪдующее весьма интересное мЪсто 2). 

Разсматривая теор1ю правильныхъ многоугольниковъ, Кен- 
леръ говорить: «Мы воспользуемся Анализомъ, который по 
имени Араба Гебера носйтъ назване алгебры и который 
итальянцы называютъ (С058а; ибо можно. повидимому, опредзлять 
этимъ способомъ стороны всевозможныхъ многоугольников? ». 
«Для семпугольника, напримЪръ, 1063# Бугдез), дошедиий въ 
такого рода вопросах до изобр$теня чрезвычайно остроумныхъ 
и совершенно неожиданныхъ вещей (11 10с сепеге 10е110813- 
зииа её шоршарШа шаПа ез6 сошшепбиз), поступаетъь сл- 
дующимъ образомъ». Выражая сторону вписаннаго правильнаго 
семиугольника въ зависимости оть радлува. Кеплеръ приходйтъ 


') См. напр. Маме. НВ. 4. з, т. $. ПТ р. 93. «Нагг10% а 1е ргепйех 
{гапзрог&6 4’ап шёше с046 +003 1е фегтез 4’апе бачаН от». И. У. В. ВаИ. 
1. е. р. 211. «Натг!0$ зуаз Г БеЛеуе ФЪе еагИезё уугЦег \уВо геа1зе4 4Ъе 
адуаасе $0 Бе оБфазте4 Бу фак тс а \е фегтаз оЁГ ап едиа оп $0 опе з14е о 
14»; это не совсВмъ ясно. Напйе}, съ другой етороны. говоритъ: «Нагг10%.... 
п1ета]з еше С1е1еВипс 30 апогапеф, 4аз аа ег ештеп Беце 41е Ма аПе1л 
8$е1$›. Я не знаю. что объ этомъ думать, потому что не читалъ еочинен!я 
Гарр1ота. 

2) [оратп Керег (1571 - 1630); Г. К. Наттотеез плап@1 г! ди1тдие 4е 
Нсигагил геса]атла даае ргорогопез Вагтоп1саз рат!апф огба, ©]азз1Биз 
ота1пе её 41#егеп 13. сааза зелепаее$ 4етопз$тга410115. 1619; см. напр. Мате. 
Н. 4. зе. ю. $. ПП. рр. 150—166; полное еобране сочиненй Кеплера издано 
Христианомь Фришемь: «Офрега ошила до. Керег1». ЕгапсоЁаги 1858—1871. 
8 Уо1.; тамъ есть и жизнеопиеане Кеплера; мЪето о которомъ идетъ р8чь 
замвчено Шалемъ: Арегси 1454. Мое ХИ. р. 484. 

‚ ) Сы. Тгеицет. Гле Оеп4зеве Созз. АЪЪ. иг СезеВ. 4. МафЪ. 9-{ез Ней. 
Бра. 1879: «Во \ууегаеп \у1' е ОтегзасВапсеп 2и фезргесвеп Вафеп. ууе]еЪе 
ег /еЙсепоззе ив Векапице Кер!ег’з 4ег МЦегйп4ет 4ег Респпа]ртгйере по4 
4ег ГосатИтеп, Тозф Вагог (1552 — 1632), ааеШе @Ъег @е Апхав1 
ипа 41е Ап заеваюс ег \Уаг2е]л уоп ац{ деп Кге1з рехасПевеп Порегеп 
С1е1епипоеп»; ср. В. Ио. Дов. Керрег ип@ 10055 Вйго1. Даев 1812, 
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къ такому уравненю 7—14 ЦТ Ш]—1 у] а6едие ощет 
Тадитае пл, тдЪ подъ 1), и] ие] слфдуетъ разумЪть 2-ую. 
4-ую и 6-ую степени неизвЪстнаго. «Эначене корня подобныхъ 
уравненй», товоритъ Кеплеръ далфе, «не одно; ихъ сущес- 
твуетъ 2 для пятйугольника, 3 для семиугольника. 4 для де- 
вятиугольника й т. д.»)'. 


Мы перейдемъ теперь къ другому великому геометру этого, 
богатато открытями пер1ода— Ренату Декарту?). Математи- 
ческля идеи Декарта, быть можетъ. менфе смЪлы. нежели идеи 
Вьеты. но не мене ихъ широкй и оригинальны й отличаются 
большей ясностью и опредфленностью; главный же интересъ и 
значен1е ихъ заключается въ томъ. что онф представляютъ ес- 
тественный, правильный переходъ къ новому анализу отъ гео- 
метри древнихъ, переходъ обоснованный строто въ дух этой 
послЪ дней. 

Въ 1637 году появился первый знаменитый трудъ Де. 
карта ‹ )15соитз 4е (а те!о4е роиг ет сопаиате за тадзот 
её сфетсфет 1а ъвтие Ч4атз [ез з@епсез» и вмфотВ съ нимъ 
нЪеколько другихъ?), въ томъ числЪ небольшое сочинеше. 
озатлавленное просто: «абот2че». Въ «П1зсошгз 4е ]а М6- 
вое» велиюЙ основатель новой философли ялередаетъ, между 
прочимъ 4). въ немногихъ словахъ, свои взгляды на сущность 
И значен!е математическихъ наукъ и, весьма мЪтко охаракте- 
ризовавъ недостатки методовъ свойхъ предшественниковъ, пред- 
лагаетъ новый методъ. который связалъ бы абстрактныя поня- 


1) Ср. Тгеийет. П1е 4. Созз. рр. 36, 104-- 108. 

2?) Пепё Пезсамез (Сатезёиз) (1596—1650). ср. стр. 24; см. Маме, Н. 4. 
зе. т. $. 1У. рр. 15--43; И. И. ЕВ. ВаЦ. 1.е. рр. 236—247; полное вобране 
еочинен!й Декарта издано Кузеномъ въ 11-ти томахъ. Раг1з 1824—1826. 

3) Пёоридие, Мевогез..... см. Мате. 1. е, рр. 20, 28—30, 

‘) Пепхлете раг@е; см, Оецугез 4е О. попу. е4. 4е 3. Бот. Рагв 
1857, рр. 12—14. 
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тя алгебры и арйометики съ конкретными предетавлезлями ге- 
ометри и соединялъ бы въ себ, такпиъ образомъ, преиму- 
щества той и другой области математическихь наукъ. Эти 
мысли Лекарта затративаютъь самые обще вопросы математики 
и еще теперь сохраняютъ весь свой интересъ; мн кажется 
поэтому не лишнимъ привести зд№еь его собственныя слова“): 


‹Т’ауа1з пп реп 641415, @апф раз ]феппе, ешщте ]е$ раг- 
Иез 4е 1& риПозорше, & 1а 10оо1аае, еф, ее 168 шайпбта- 
Иаиез, & Гапа]узе 4ез сбот@ тез в & Гавеге....... „ рог 
Гапа]узе 4ез апоепз е Гете 4ез то4егпез, опёге 4и’е]- 
1е3 пе з’64еп4ет$ ап’а 4ез шайёгез г азбтафез её Чи пе 
зетепф 4’аиеип изасе, 1а ртениёге езф фюц]опгб 91 азбтеище 
А 1а сопчавтайот 4ез Йситев, аеПе пе реф ехетсег Геп- 
{епйешетф зап а ещег еапсопр Гпастайоп; е оп $765 
{еПешет+ф аззшуе Я еп 1а Чеги1ёте & сетёыпез г62]ез е$ & сет- 
фаз СВИгез, ат’оп еп а Ц пп ат сот её обзепг фи 
етбатаззе Гезрт И. ап Неи Филе зс1епсе дит 1е си уе>?)...... 
«6 п’еиз раз Чеззети.... е фаспег Фарртеп4ге $01463 сез 56161665 
рат ещ16гез Чи`оп пошше соттипешен{ таб 6 та аиез..... еПез 
пе 12133е1$ раз 4е з’асеот4ег фопбез, еп ве да’еез т’у сопз16- 
гепф ацбге с10зе Че 1ез А1Уегз гарротфз оп ргорот1пз 3) Ч 





1) Да проститъ мн читатель, что я п] ивожу не на русекомъ языкЪ 
длинную цитату: я боялея, что не въ состояв!и буду передать въ переводЪ 
вез особенноети изящной и выразительной хранцузекой рзчи Декарта. 


") Далъе слвдуетъ изложене четырехъ логическихъ правилъ (ргбеерфез) 
изъ которыхъ слфдуетъ з.мвтить, для лучшато пониман!я поелздующаго, 
второе и третье : —‹[е зесоп4, Че 41у1зег стаецое 4ез 4163 дие ]’еха- 
101 пега13 еп апбао$ 4е рагееез да’ зе ропггалф её ац’И зега геди1з роцг 
]ез тзеах тбзочаге.—Те т01318те. Че соп4а1те раг ог4ге паез репзёез, еп сот- 
шепсап$ раг 1ез оЪ}]еёз 1ез раз зпир1ез еф 1ез раз а1з6з & соппаЦте, ропг 
шоп4ег реп А реп вое фраг Честёз )азцез & а соппа1ззайсе Чез р!а5 
сотароз6з. еб зиррозапф табтае Це Готаге епёте сепх 11 пе зе ргёеб4епф ро1оё 
па+атеЦетею$ 1е3 ппз 1ез апётез»; --правила 1-е и 4-е требуютъ безусловной 
_ ясности и строгоети доказательетвъ, полноты и общности обзора изелдуе- 
мыхъ предметовъ. 


:) Слова ‹гаррог&з> и ‹ргорогИопз» здЪеь елВдуетъ понимать въ смысль 
соотношен!й вообще. какова-бы нибыла ихъ математичеекая природа, какъ у 
Евклида 1Ъ. У. 4её. 3, (см. стр. 53): Ва о езё Чпагаш е. с. тазоцад аи 
8. 4. диаейбеё Вафа 4о, 
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зу Чтопует, ]е репзы ЧИ ума пиепх де Рехалитаззе 
зететет$ сез ргорогИопз еп обпбга 6$ запз 168 зиррозег Чив 
ап 1ез 51]е6$ Чи! зегутгалет$ А ш’еп теп@ге 1&а воппа1запее 
р11$ азсе, тбёше аз] 5апз 1е3 у азбтетаге апеппететф, ай 
4е 1ез ропуотг 4’ащбатф шлепх аррПаиег аургё$ & $003 1е3 ащб- 
гез апхЧие]з еПез сопуепгает$. Риз. ауатф рг!з сат@е дие. 
ропг ]е3 соппайте, Гаага ие! пе!о18 Безо1и @е 1ез соп&1@6- 
тег сПаспие еп ратИеаПег 4 дие]ие{о1$ зеещетф 4е 1е$ гефе- 
пт оп 4е 1е3 сотргепйте ра9еигз епзеш]е. ]е репзал дие., 
ропг 10$ сопз1@6тег имепх еп ратИсиШег, ]е 1е5 4еуал8 зпрро- 
зег еп 408 Испез!). & самзе цие ]е пе фтопумз т1еп 4е раз 
зпир!е п! де {е риззе рз @13Ипфештейв  гергбзетег & 
поп Пиастамоп её А шез 56187); ша1з Чие, рог 16$ гефе- 
шг ой 1ез сошргепаге рачеигз епзеш Ме, П Па чдпе }е 
1ез ехрПса5зе раг дое!пез сев, 1ез р]из соптё8 Ча’ вет- 
га розз]е3); её Че, раг се шоуеп, ’ешргапфега!$ $018 |е 
шеПеиг 4е Рапаузе оботбичаие её 4е ГаобЪге., её согглее- 
га13 $018 168 46Ралфз Че Рипе раг ГРалте». 


') Подъ «ПЙспез» нужно разум$ть определенные отр%зки прямыхъ лин! й 
какъ въ началв ‹Сбота64т1е»:.... «отосепг 4е Чае]даез Пепез агоЦез»;.... 
Ср. еказаное на стр. 53 (и прим. 2) по поводу опредзлентя У-й книги Евкл. Нач. 

7) Это находится въ связи съ приведенными выше (ем. прим. 2 на 
стр. 117) логическими правилами. въ особенности со 2-мъ и 3-мъ. Роз! 
говоритъ : «Се п’езф 4опе ро1пф 4апз 1е са]еа1! диае гбз1@е сеф агф да! попз 
Га16 Чбсопут1г, па13 апз себе сопз1А6гаоп аЙепНуе 4ез сЪозез. ой Гезрг 
спегеве ауапф 100$ 5 з’еп Га1те ипе 146е, еп еззауа$, раг Гапа]узе рхорге- 
тет АИе, 4е 1ез @6сотрозег еп 4’аёгез раз зпар]ез, або '4е 1ез геуо1т епзиЦе 
сотте 51 еПез бфалептф Гогтбез раг 1а гвап1ой @4е сез еВозез эшар1ез 401% И 
а ипе реше соппа13запсе». (Г. Рожзоё. Твое попуеПе 4е 1а Вофа ов 4ез 
согрз. Раг1з 1852. р. 78). 

*) Символы величинъ и дВйств!й надъ ними: Декартъ употреблялъ въ 
своей Геометр1и буквы и показатели, знаки - и —, ввелъ употреблен1е точки 
для выражен!я умножен!я....; какъ знакъ равенства елужила ему хигурная 
скобка й или «< — вокращен!е елова аедиайз:. 0 происхожден!и и развит 
математическихъ обозначен1й ем. ЛИ. Мате. Назолте 4ез зе. та. её рЬ +. \, 
рр. 132—140: Аррепа1ее заг 1’ог1ю1ше ае дае!диез пофа от та 6 тайдиев ; 
У’. ТУ. Воизе ВаЙ. А в. асе. оЁ 1е №1560гу оЁ м. рр. 212—215: Те отдт оу 
фе тоге соттоп зутфоз т адебта; СОфащез’ Непту. 9 статьи “въ” Вефие Ат- 
спво1одёдие за 1юнь и 1юль 1879 г. 








м 
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Не нужно очень вдумываться въ эти слова, чтобы понять 
всю ихъ необычайную важность и значене. Они ясно и р%Вши- 
тельно выражаютъ идею математической наукй гораздо боле 
общей. чЪмъ то, что разумВють обыкновенно нодъ ‹Декартовой 
аналитической геометр1ей»!), наукй имзющей предметомъ изуче- 
н1е законовъ зависимостей между перемфтными величинами 
вообще, въ ихъ математическомъ выражени ?); основанемъ для 
такото математическато выраженя этихъ законовъ Декартъ счи- 
таетъ возможность. а рот! разложить вс  математическе 
объекты на простЪйпИе элементы, которые можно было бы упо- 
добить лин1ямЪ и сочетан1е знаковъ этихъ лин! между собою по- 
средствомъ дЪйствай подобныхъ алгебрическимъ 3) .Декартуудалось 
развить свою идею только въ приложеши къ прост8йтему частному 
случаю, къ аналитической геометр!и на плоскости. тВмъ не ме- 
нЪе и этотъ частный случай былъ лишь первымъ шагомъ къ 
будущей общей наукЪ и, развиваясь мало по малу, привелъ 
уже въ нашемъ вЪкВ къ полному осуществленю великой идеи 
Декарта —къ современной леори аналитическихь функц. 





1) Мнь не приходилоеь нигдЪ ветрзчать надлежащей оцЪнки приве- 
деннаго мпою мвета изъ ‹«013еопгз 4е ]а тёфВо4е»; вотъ что говоритъ СВазез 
объ открыт!и Декарта: «СеМе Обёотвиче ап уйдие.. С’езё Гатф 4е гергёзепет 
1ез Попез её 1ез затЁасез соигез рат 4ез вла 00$ а156Ът14ез: аррИеаЙоп 
тпасп1йаие 4е 1’ пзгитеп$ апа]1уаае дие У164е уепа16 4е стбег, &с». (П13- 
соптз @’папо. 4и соптз 4е 0. 5. & е.; Оёот. бир. рр. 565, 566);›.... Оез- 
сагфез 4 дае!апе рагф да’ п’а фата уц аёше 1а сопуег{аге 4е зоп Иухте». 
(ае У1е) (Ламе. Н. 4. зе. ш. $. Ш. р. 36›). Сущноеть Декартова открыт1я 
заключается скорФе въ томъ анализ (апа1узе ргоргетеп$ 4е), о которомъ 
говоритъ Пуанео (см. прим. 2 на стр. 118). 


2) Ср. на стр. 55 сказанное о \-ой книгв Евкл. Нач. и объ алгебр® 
древнихъ ге.метровъ; я воспользуюсь здВеь елучаемъ, чтобы въ дополнен1е 
къ примвчанямъ этой страницы. указать читателю еще на Маззе. Н. 4. зе. 
та. +. Г, рр. 3—8. 262—983 (Т’А1оёЬте 4ез Сбот тез @тесз). 


3) Это конкретныя д®йствя, понят!е о которыхъ оеновано на Евкли- 
довомъ ученши ‘о пропорщяхъ и которыя не должны быть емвшиваемы съ 
абетрактными двйств!ями Въегы; мы раземотримъ ихъ, говоря о ‹Геомет- 


ри» Декарта (ер. стр. 24). 
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Какъ л сейчасъ сказалъ, «Геометря»!) Декарта представляетъ 
приложенте общей мысли, выраженной въ «П13600г$ Че Па ш6- 
{Тойе» къ собственно геометрическим вопрозамъ. «Вез зада- 
чи геометр1и». такъ начинаетъ Декартъ свой трудЪ. «легко 
могутъ быть приведены къ такимъ термйнамъ. что для постро- 
еня искомыхъ придется знать только длины н%Фкоторыхъ пря- 
мыхЪ лиН›?). Я уже товорилъ, при 0630р% 5-го перода, о. 
метод координатъ, посредетвомъ котораго Декартъ дЪлаетъ 
это приведене и о связанномъ съ этимъ методомъ приложени 
алгебры къ геометрии. что собтавляетъ главную сущность его 
открытия 3). Онъ показалъ приложен!е его къ изкоторымъ за- 
дачамъ на плоскости и, прежде всего, какъ бы съ цлью обна- 
ружить превосходство своего метода. къ рЪшеншю знаменитой 
задачи Папа “), представлявшей непреодолимыя затруднен1я для 
древнихъ аналистовъ; далЪе далъ онъ ©пособъ для проведеня 
нормалей къ кривымъ линямъ 5), указалъь на премы для по- 
строентя рзшен1й уравнений 6) и наконецъ упомянулъ и о томъ, 
какъ можно распространить методъ координатъ на геометрию въ 
пространств} трехъ  измЪренй 7). Я обтанавлюсь теперь 
только на пунктахъ Декартова труда, представляющихъ обиий 


') Какъ я уже говорилъ, «Геометр!я» появилась въ свзтъ въ первый 
разъ въ 1637 году на хранцузекомъ языкВ въ одномъ том еъ «О13е 4е 1а ш.› 
Новое издан!е ея вышло въ 1886 году: Га Сботвиче 4е Вептё Оезсамез. Моп- 
уеПе 641101. Раг1з, А. Негпаюлп, ГлЪг. 81е0$. МОСССЬХХХУ1. 

2), См. стр. 24. 25. 

*) Гоещз а@ фгез ааф р!агез Ипеаз; см. стр. 69. 70 и въ 0606. прим. 1 
на стр. 71; (‹Моцз уеггопз аШеитз дае Дезсатез соттаепее за обота6 фе рат 
]е саз 4е ве рго]ётае 41 ауа\ аггё6 1ез апс1епз»;.... (Лотшаа. 1. е.)). 

*) Га Сёот. 4е В. Пезвамчез. п. 64. рр. 7Т--14 луге ргеплег), 20—31 
(Шуге зесоп4). 

°) 154. Тлуге зесоп4, рр 33—41; ‹ ...Ёасоп 4е Я тег 4ез Испез агоЦез 
ит 601еп$ А апоез 4го1фз виг $е]5 4е 1еагз роз 4и’оп уопага еВо1яг. 
Еф озе те фие с’езф сее1 1е ргоЪ]&ше 1е раз ие её 1е раз 5пбга], поп 
зеетеюё ие ]е засе. па1$ шпёе дае ’а1е ]атиа1з 46з1г6 Це’ захо1г еп ©60- 
т16фг1е›. См. Лаз. Н. 4. ве. та. $. ГУ, р.35; И. И. В. Вай. о. с. рр. 243, 244. 

8) Га Сеот. ае В. ). Шугез Т её Ш; ре. 1—14, 54-87. 

7) Тыва, рр. 52, 53 (Въ концв второй книги). 
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интересъ. въ особенности на тзхъ, которые имзютъ отнотпенте 
къ развитию теори аналитическихъ функц. 

Прежде всего заслуживаеть внимая способъ, посредет- 
вомъ которато Декартъ относитъ ариометическое исчислен!е къ 
геометрическим операмямъ (сошшете 1е са]! ат тб чие 
зе гарротфе ацх орбгаЙотз 4е обошейте) 1). «Подобно тому какъ 
ариометйка состоитъ только Изъ четырехъь или пяти дЪйствй. 
именно. сложеня, вычитаня, умножения, дфленя и извлеченя 
корней, которое можно разсматривать какъ своего рода дзле- 
н1е. такъ же и въ геометр!и, для того, чтобы сдзлать известными 
искомыя лини (....1ез 1е1ез Чоп стегсве рошг [ез ругёра- 
гег & те сопппез). приходится прибавлять ихъ къ другимъ 
или отнимать отъ нихъ; далЪе. имя какую нибудь одну лин!ю, 
которую я, для боле удобнаго сравнен1я съ числами, назову 
единицею. и двз другя, приходится найти четвертую. которая 
относилавь бы къ одной изъ двухъ, какъ другая къ единиц, 
что соотвЪтотвуеть умножению (се 411 ез6 1е шбёме чие Па 
шиирИеа от); или найти четвертую, которая относилась бы 
къ одной изъ этихъ двухъ какъ единица къ другой, что 00- 
‘отвЪтствуетъ дЪленю; или наконецъ найти одну или ДВ ИЛИ 
нЪеколько пропоритональныхь между единицей и какой нибудь 
другой лин1ей: это тоже что извлеченте корня квадратнаго, ку- 
бичнато ит. д.› Лекартъ опускаетъ подробный разборъ и 
дальнзИтее развит! опредзляемой такимъ образомъ сиетемы 
понят и прибавляетъь только: «Установивъ вое это, я безъЪ 
опасен! введу ариометическе термины въ геометрю съ цфлью 
одфзлать свои разсужденя боле понятными»”). СлЗдуетъ зам$- 
тить, что. въ сущности, геометричесяя дЪйствля, опредленныя 





1) Свотёвче. Мопу. 64. Въ началЪ первой книги, рр. 1.2. 


з) 14. р. 2.; Декартъ показываетъ геометрическое построеше произ 
веден1я. частнаго и квадратнаго корня. а потомъ говоритъ 0 еимволическомЪ 
изображен!и гсометрическихъ дЪйств!Й и ихъ результатовъ; 164. «Маз зол - 
ует6 оп п’а раз Ъезо1п 4е тасег 21131 вез Испез зиг 1е рар1ег, её 1 зай де 
1ез 4бопег раг аае!ацез 1е\гез, сВасапе раг аще веще». 
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выше, приводятъ къ тЪиЪ самымъ сложнымъ пропорщямъ, кото- 
рыя Отезше прилаталъ къ опредзленю ирраптональныхъ кор- 
ней '),...., къ которымъ прибЪгалъ еще Папиъ, чтобы обойти 
трудности обобщенной постановки своей знаменитой задачи Е 
Говоря о задач Паппа, Декартъ выставилъ на видъ причину 
этихЪ трудностей и вмЪст съ тЬмъ слабости всего анализа, 
древнихъ 3). «Л прошу васъ замфтить мимоходомъ», пишетъ 
ОНЪ, «что осмотрительность, съ которой древне пользовались 
ариеметическими терминами въ геометри, что мотло происхо- 
дить лишь отъ недостаточно отчетливаго понимания ихъ взаим- 
ной связи, была причиной больтой неясности и многихъ за- 
труднен1й въ выражени математическихь предложенй; это 
можно заключить изъ словъ самого Паппа»“). Пользуясь мето- 
домъ Паппа, состоявшимъ въ замфнЪ различныхъ теометричес- 
кихъ отношенй сложными пропорщями линий. Декартъ осущест- 
вилъ его идею въ самой общей и отвлеченной форм. связавъ 
ее съ понятямй науки о чиелахъ. съ алгебрическимъ анализом. 
Длофанта. «Я убфдилея въ томъ», говоритъ Декартъ. «что 
велик1е мужи древности. хотя и не могли еще довести своей 
науки до совершенства, съумФли выработать правильныя и в%р- 
ныя идеи въ философли и математикЪ. Сл$ды такой истинной 
математики вотрзтилъ я, какъ мнЪ кажется, у Паппа и Л1о- 
фанта» 5). 

Линейная алгебра Декарта имЪла, разумфется, реальное 
значене, отличное отъ того, которое придаваль Вьета своей 


1) См. стр. 94—96 (Омаръ Альхайямп, Огезше.) 

1) См. стр. 69, 20. 

з) Свот. п. 64. р. 8; ер. слова Мопбае]а приведенныя въ прим. 1 на 
РЕрВ 71. 

*) ‹саг Рарриз роптгзай еп сеМе зотфе»; Декартъ приводитъ цфликомъ 
слова Паппа, относящ1яся къ задачв ‹а@ {тез ап р1. Ип.>. 

5) Резсалчез. Вёо]ез роиг 1а @1тесйоп 4е Гезрги. ТУ-е гёо]е: «де ше 
регзцае ие сег{а1тз сегтез ргиийМз 4ез убгИёз диае ]а пафаге а @6розёз 
Чапз ’ибе!Ихепсе Ватшаште, её дие попз 6опйооз А Гогее 4е Иге е* 4’еп- 
феп4ге фапф 4’еггеитз А1уегзез, аузлеп6, Фалз себе зир1е еф патуе аи 6 ей. › 
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‹ [10013166 3ре6105а»; соотв тственно этому и законъ однород- 
ности, служивпий основантемъ этой послфднейт), имфлЪ для 
‘автора ‹«Геометри» нЪ%еколько иной емыслъ. Я приведу замф- 
чан!я. которыя дзлаетъ по этому поводу Декартъ 2): «Нужно 
замътить, что подъ аа. 63 ит. п. я разумвю обыкновенно 
простыя лин, хотя, пользуясь употребительными въ алгебр 
назван!ями, и товорю о нихъ какъ о квадратахъ, кубахъ и т. 
д. СОлВдуетъ также замфтить. что въ выражен!и какой нибудь 
лини вс ея части должны обыкновенно имфть одинаковыя из- 
мфрен1я, когда единица остается неопредфленной въ данномъ 
вопрос». какъ напримфръ части а66 и 63 лини ИСаз— 68- аб6 *); 
во но то бываетъ. когда единица опредЪлена, ибо тогда можно 
_ подразумВ вать ‘ее вездЪ. гдв слишкомъ мало изм рений ; извле- 
кая, напримвръ. кубичесый корень изъ 4206—6, нужно пола- 
тать. что аа66 раздЪлено на единицу одинъ разъ, величина же 
ф умножена на нее дважды». Принимая въ соображене эти 
замфчактя, не трудно видЪть, что такъ какъ алгебрическая опе- 
райи какъ у Вьеты. такъ и у Декарта имВютъ соотвфтетвенно 
одинаковый алгориомъ, то ихъ уравненя и формулы ИмЗютъ 
въ области обыкновенной геометр!и одинаковое пройсхождене, 
и слВдовательно основаня для закона однородности должны 
быть одни й тЪже “); вся разница вЪ томъ, что операши Де- 
карта не измфняютъ дюйствительнаяю числа измЗреюй сравнй- 
ваемыхъ величинъ. которыя суть всегда ливти и остаются та- 
ковыми пра всфхъ возможныхъ преобразованяхъ связывающихъ 
ихъ уравнен!й; эти уравнен1я не теряютъ поэтому своего смыс- 
ла, даже если они и не однородны. что можетъ быть въ тВхъ 
случаяхъ, когда они не выражаютъ соотношенй величинъ въ 


Ю Ом. стр. 107, 111, 112. 

з) Свот. п. 64. р. 3. 

3) Подъ С разумзетея здЪеь чиеловой коехфищентъ. 

*) Я енова отсылаю читателя къ указанному уже (етр. 118, прим. 1) 
мвету у Маме (Н13$. 4. зе. т. $. ПГ.), гдВ законъ однородности раземотр®нъ 
подробно еъ различныхъ точекъ зрзня, 


простыхъ геометрических вопросахъ; на такое еометрическое_ 
происхождене формулъ и намекаетъ Декартъ, говоря что онВ 
бываютъ обыкновенно однородны. 
Установивъ основанйя своего анализа. Декартъ переходить въ о 
приложенямъ его въ йзслЪлован1и законовъ., связывающихъ пе- 
ремзнння величины въ геометри, геометрических функцай, 
идея которыхъ въ плоской геометруи всегда соединена съ пред-_ 
ставлененъь о кривыхъ линяхъ. Первой задачей, согласно . 
принцилань Декарта, быль общЙ обзоръ этихъ лиши и ихъ 
классификашя !). Онъ припомнилъ о тхъ различяхь. кото- 
рыя дЪлали между ними древне теометры. соотв тственно ихъ | 
свойстваиъ и происхождению?) и, обсудивъ теор древнихъ,. 
изложилъ свою собетвенную теорю. связанную съ приложенемь | 
къ ней новаго анализа’ по этому поводу и говоритъ онъ 0. 
способъь координатз?). Представленя Декарта о кривыхъ ли-. 
няхъ. изолвдоване которыхъ входить въ область геометрячес- 
кой науки. чрезвычайно обще; ‹я не понимаю», товоритъ онъ, 
‹чВмъ руководились древние, раздляя извфетныя имъ Бривыя_ 
на геометрическмя и механическя»;....") «мн кажется очень’ 
яснымъ. что. разумЪя, какъ это принято, подъ геометрическими 
вое точное и опредЪленное, подъ механическимъ, наоборотъ, 
все что не обладаетъ этими качествами и разсматрявая геометриоь 
какъ науку имВющую предметомъ йзизреше вообще всзхЪ воз- 
можныхъ тЪлъ, не слБдуетъ ограничиваться изелЪдовантемъ | 

в | 


# 
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+) Ср. стр. 117, прим. 2; «Еф сес! езф Па ргепиёге рагЫе де ве даче. 
ауо1з 161 & абтоп\тег; ша!з ауапф апе }е раззе & 1а зесоп4е,  езё Безо 
Че }е 415е дие]ае свозе еп сёпёга] 4е 1а пабиге 4ез Шепе5 сопгез»5 | 
Обот. п. 64. р. 14. | 

2) Ср. стр. 63—66. 

з) «Га Гасоп 4е а1зпсиег фющез 1ез Попез соптфез еп сетфа118 сеп- | 
гез. е6 4е соппойте 1е гаррогё Чи’опф 103 1еитз роз А вепх дез И опев 
то{ез»: Сёот. п. 64. рр. 17.18...... Объ истори епособа координатъ ем. 
ю. тбдег. Оле Аппое ип@ Епбмекеаиоза ет Цез Солона | 
АБЪата1. аег МабитРотзев. Сбезезев. ха Магирего. УТ ВЧ. 50 р. 8.. | 


') от п. ва. р. 15, 8—1. 
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проетВишихь ли предпочтительно передъ болзе сложными; 
нужно только представлять себ% ихъ описанными однамъ не-. 
прерывнымъ движешемъ или нЪсколькими одновременными дви- 
женями. такими, что каждое изъ вихъ регулируетъ остальныя; 
ибо такимъ образомъ можно всегда узнать точно ихъ мЪру».... 7) 
‹первыя кривыя, изъ извзетныхъ древнимъ, болфе сложныя 
ч$мъ коническ!я сЪчения, спирали. квадратрисы и имъ подобныя 
могли, однако, быть причиеленными къ классу механическихъ, 
ибо ихъ представляли себ описанными двумя отдВльными дви- 
жен!ями, не инЪющими между собой отношеня, которато точную 
узру можно было бы найти»”). Въ силу такого опредЪлен1я 
теометрическихь кривыхъ можно было бы причислить къ нимъ 


` напримзръ вс лини, для которыхъ отношентя скоростей одно- 
° временнаго роста ординаты и абсписсы выражается алгобричееки, 


или, быть можеть. даже кривыя. соотвётетвующя вообще инте- 
граламъ алтебрически-дифференшальныхь уравнен!й ). Декартъ 
разсматриваеть собственно лишь алгебрическя кривыя, выража- 
емыя уравненями различныхъ степеней“); при этомъ не соглас- 
но съ ТЪиъ. какъ поступаемъ мы теперь, онъ причисляеть къ 
кривымъ перваго порядка, или, взрнфе, рода (сепге) т, 
которыхъ уравненя суть Той и 2-ой степени, — второго по- 


” рядка — выражаемыя уравнениями 3-ей и 4-ой стенени и такъ 
| далЪзе попарно 5). 





1) Обот. п. 64.р. 16,8- 17; я позволилъ веб здЪеь маленькое отступлен1е 


— отъ словъ Декарта; онъ говоритъ: ‹....оп’рат "рИаяейтв `попуетет{з даа 
_ в’ещте—зи1ует{. её 400$ 1ез 4егиетз а. ет гетаети г6о]6з раг сеах ди 
°1е3 ргёсб4еп&», что не можеть имЪть другаго емыела кромЪ приведеннаго въ 
_ текетъ. 


) 164. р. 16. 11—23; приведенные отрывки озаглавлены на полв Де- 
картова текста такъ: «ОлеЦез зопф 1ез П9пез соптрез 4и’оп реаф гесеуо]т 


еп' оботё йе». 


8) Ср. Т.. М. Воизе ВаЙ. А з№ асе. ее. рр. 242, 248. 

*) (вот. п. 64. рр. 18, 20. 

') 164. р. 20, 18—17: ‹....400% а та130п е55 да’ у а тёоеЧобпёга- 
1е ропг гё4илте аа сие {0п({ез 15 ет 468 901 у0пф аа сатг@ 4е’саттё, 
_ её ац зитзо14е фо4ез сеез ди уопф ап сатгб Че сие; 4е Гасоп да’оп пе 


_ 1е8 40% ро евНшег р!аз сотрозбез». 


” 


196 Й. ТИМЧЕНКО, 12 


Мнв остается теперь упомянуть еще о третьей книг 
«Геометр!и». содержащей учен!е объ уравнешяхъ, ихъ корняхъ 
и о построеми этихъ корней"). Не входя въ подробный раз- 
боръ этого учения, я приведу лишь нЪоколько отрывковЪъ ха- 
рактеризующихъ воззрзня Декарта. } 

О природь уравненм....... «мн придется сказать н%- 
сколько словъ вообще о природ уравнеюмй, т. е. суммъ. с0- 
стоящихъ изъ нЪ%еколькихъ членовъ частью извЪетныхъ, частью! 
неизвзетныхъ, изъ коихъ одни равны другимъ, или скорфе, 
которые ве равны нулю; ибо часто лучше всего бываетъ 
разсматривать ихъ такимъ образомъ»?)...... «Сколько изиз- 
ренй въ неизвЪстномъ количествЪ даннаго уравнен1я. столько. 
и корней. т. в. различныхь значений этого количества; ибо. 
напримвръ, если х равно 2, и опять х равно 3 их р 4. 
то. перемножая между собою три уравнешя #—2060. 350 
и т—4050, получимъ уравнене 23—9х2--26%—24050, въ 
которомъ х пня три измЗрен1я, имфетъ и три значенля, 2, 
Зи 4»?3). 

() ложныхъ корнях. «Но часто случается что нзкоторые 
изъ корней ложны или меныпе чВмъ ничто; предположивЪъ, что 
д означаетъ отбутетве (1е а6алё) величины равной 5, полу- 
чимъ уравнее 2--50с0. умножая которое на полученные 
раньше. найдемъ уравнеше 2*—443— 19хх-- 1065— 12006 0, 
въ которомъ четыре корня, три дЪйетвительныхь 2, Зи 4 и 
одинъ ложный 5)... | 

«Можно, не зная величины корней даннато уравнентя, уве- 
личить или уменьшить ихъ на какую нибудь данную величину, 


17) Свот. п. 64. рр. 54.... Гете мойте. Ге 1а сопзбтаейоп 4ез рго- 
Ъ] пез 41 300% зо]14ез оц раз дпе зо4ез; ем. Маме. Н. @. зе. т. $. ТУ. 
рр 37-39. 

*) Сбот. п. е4. р. 55, 22—27, 

3) 164. рр. 55, 28—56. 13; ер. 484. прим (1) на етр. 3. 

*) 15а. р. 56, 14—23. 
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для чего нужно только всюду въ уравнени замЪпить неизвЪет- 
ный членъ другимъ болышимъ или меньшимъ чЪиъЪ этотъ пос- 
лЪднЙ на данную величину ›!)...... «Нужно замфтить, что 
увеличивая дЪйствительные корни уравненя. мы уменьтаемъ на 
ту-же величину ложные корни и наоборотъ, и уменыпен1е тзхъ 
и другихъ на равную имъ величину обращаетъ ихъ въ нуль; 


если же уменьтенте это превосходитъ ИхЪ величину. ТО ОНИ 


обращаются изъ дЪЙствительныхъ въ ложные и Изъ ложныхъ 
въ дЪйствительные»?)...... ‹Подобнымъ же образомъ можно 
умножать и раздЪлять корни уравненя на какую нибудь дан- 
ную величину»?)...... 


_ Впрочемъ, какъ дЪйствительные. такъ и ложные корни не 
всетда вещественны, но иногда только мнимы, т. е. можно 
всегда вообразить ихъ въ данномъ уравнени столько, сколько 
измЪренй въ неизвЪетномъ количествЪ. но иногда нЪтЪ ни- 
какой величины. которая соотвфтетвовала бы воображаемому 
корню; йбо хотя и можно, напримВръ, вообразить три корня 
въ уравнени 23—6б1х- 132 — 10060. однако изъ нихъ толь- 
ко одинъ вещественный, именно 2, что же касается двухъ 
другихъ. то будемъ ли мы ихъ увеличивать или уменьтать 
или же умножать по объясненнымъ выше спобсобамъ, онй ни- 
когда не перестанутъь быть мнимыми»“). 


Въ дополнен!е къ этимъ понятямъ теор1я уравнеюмй Де- 


_ карта содержитъ въ себф еще знаменитое правило о нахождени 


числа положительныхъ и отрицательныхъ корней по чиелу пере- 


1) Свот. п. 64. р. 57. 28—31. 

2?) 1684. р. 59. 1—6. 

3) 14, рр. 61, 31—62, 6: «Сотшей оп реа шоарИег оц 41\1зег 
]ез гаслшез запз [ез веоппойте». 


*) 14а р. 63, 8—17:; Декарту принадлежитъ первому введен1е термина : 
«мнимый корень» (гаеше ппасталте); О мнимыхъ и отрицательныхъ кор- 
няхъ уравневй у Декарта см. Мате. Н. 4. зе. таб. +, 1У рр. 12 — 14; 
Пцегре@{а оп 4ез зо] отв пеёсаНуез 4ез рго тез, 


128 И. ТИМЧЕНКО. 128 


иБнъ знаковъ Г) и нёкоторые иремы преобразоватя уравнений 
съ цвлью ихъ упрощен 2). Замфчательно, что Декартъ счй- 
таетъ, что вс эти преобразованя уравненй и ихъ корнейы— 
преобразованя линейныя — не вмяютъ на йхъ геометрическое 
значен!е, не измЪняютъ природы кривой лини, выражаемой дан- 
нымъ уравненемъ 3): въ самомъ дЪлЪ, они соотвЪтетвуютъь 
только перемнв осей координатъ. Смотря на уравнен1я ©ъ та- 
кой точки зря, Декартъ естественно долженъ былъ прйти 
къ построеню отрицательныхъ корней наравн съ положитель- 
ными; дЪйствительно, онъ указываетъ, какъ посредетвомъ 60- 
отвЪтствующихь преобразованй уравненя отрицательные корни 
могутъ быть превращены въ положительные и наоборотъ, сл$- 
довательно. какъ выражения точекъ кривой лини или ршетй 
опредзленной геометрической задачи, отрицательные ий положи- 
тельные корни ничВмъ не отличаются другъ отъ друга “). 00- 
всъмъ другой природой обладаютъ ннимыя рышеня, неимзюшля 
въ Лекартовой системь никакото теометрическаго значения. 
Алтебрическое преобразован1е, данное Декартомъ, само указы- 
ваетъ. какъ слЪдуетъ строить отрицательные корни: оно соот- 
вътетвуетъ перенесеню начала координатъ 0езъ измвнемя на- 
правлен!я осей, значить отрицательные и положительные отр®зки 
олЪдуетъ считать отъ начала по тому же направлентю, но въ 
противуположныя стороны. ПримЗръ такого построентя данъ въ 
«Геометуи» при изслЪдовами уравненя обыкновенной пара- 
болы 5). 





г) Оёот. п. ва, р. 5Т: «вот Мет И рец у ау01т 4е уга1ез гаелпез еп 
спадие бана оп»; ер. Маме. Н. 4, ве. шайВ. 1. ТУ рр. 38. 39. 

2) ‹Соттеп оп реш бфег 1е зесоп@ 1егше 4’апе ёдча от». (@бот. п. 
64. р. 59) ит. д. 

3) Прежде чВмъ строить кривую лин!ю по данному уравнен!ю, Де- 
карть всегда его упрощаетъ; ем напр. (бот. п. 64. стр. 71 и слвд. 

*) Къ этимъ воззрёнйямъ впоелвдетв!и возвратился Даламбертъ и разо- 
бралъ ихъ обетоятельно ; ср. въ обзорЪ 8-го пер!1ода стр. 34. 

ЗИ 1 1а 4цап4166 9 езё шагдадёе 4а сте +, 163 угалез га- 
ефпез зегопф се ез 4е сез регрепа1ещалтез дай зе фтоцуеговф @и тёте с046 
4е 1а ратафо1е дае Е 1е сепёте 4 сегее, сопише ЕЁ 5 её 1ез аафтез, воште 
СК, зегоп& Гаиззез. Ма1з ап сопёгайтге, 1 &е»; (от. п. 64. р. 73. ер. Мате. 


1. е. (прим. 4 на стр. 127). 


# 
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Начало ХУИ-го стол я ознаменовалось событтемъ, имзв- 
мимъ большое вян!е на послфдующее развит!е математическихъ 
паукъ. какъ на теоретическе вопросы анализа, такъ и на его 
прихвнен!е къ прикладным знашямъ. Это событ1е — изобрЪтенте 
погариомовъ. | 

Представимъ себ геометрическую прогрессто чиселъ, 
первый членъ которой есть единица —1: А: В: С: Р:.. 
....: [.... и другую ариеметическую. составленную изъ 
чиселъ пропоритональныхъ указателямь м$Зстъ, считая отъ еди- 
нипы, соотв тетвующихь членовъ первой  протресои: — 0. а. 
а: 44,2...’ 1а.....: Уже Архимедъ') обратилъ внии- 
ман!е на замЪчательное соотношене между соотвфтетвенными 
членами обЪихъ прогрессй. состоящее въ томъ, что произведе- 
н1е или частное двухъ членовъ первой прогрессли есть чиело. 
заключенное въ томъ же ряду и отв®чающее сумиЪ или раз- 
пости чиселъ ариометическато ряда, соотвьВтетвующихЪь этимъ 
двумъ членамъ 2). Подобныя же замфчатя дЪфлали не разъ и 
позднЪйние математики 3), которые, однако, хотя и считали та- 
кой фактъ полезнымъ и достойнымъ вниманля, не съумЪли вполиТ 

ошфнить сто значене въ примнеюти къ ариометическимь вы- 





т) Агепатиз (Фумыти <) Атс® тей: ор. отап. е4. Не, у. ИП. р. 272, 8— 
93; ср. Сомюг. Уот1. рр. 216—278; (ош. бг. Май\. рр. 57.-61. ь 


2) ‹5114 епши пиоег: а14006 А, В. Г, А, В, И, И, 9, К, ^ ар пи1- 
{а1е 11 еа4етш ргорот_опе роз! её паз 6 А её шшИрИеениат д, ©. @ 
ртов чет 9 Х........ а4рагеф 1016г, ргофаеа её ех сафет ргоротйопе 
сззе её а шаге пашегогают Ицег зе ша рНеафотат $06 10еа афеззе, диоЪ 
пог аб поба4е аз. &е.›; ср. 1. Г. Небетд. }паезйопез Атепииедеае с$ 
|3Ъ. 4е агепае пошего. Науп. 1879. р. 58, 59; Атей. ор. е4. Неёб. у. ИП, р. 273 
п. 1. ср. также М езейтати. А1о. 4. Сг. рр. 122—128. 

3) №. Слидиеё (ср. стр. 89 и сел.), Тама а {ер. стр. 97). Сриззюрв Видой УГ. 
(ср. стр. 99. пр. 4} въ «Айпз!Йейе Весртилу» 1526 года, Этой Ласор изъ Кобур- 
та’ въ ‹Весрепбиср аи/! 4еп [ет ита ти /Гегп». ЕтаптКГат& 1552, современ- 
никъ его Маит из Сов изъ Кельна....... См. Малте. Мойсе зит М. Свадие$ 
еф зоп 4". Вий. Воне $ ХИ. рр. 564—566, В. ИХ. 7. Вагол папа 2. Керр., 
также Напа. 4ег Азгоп. тег Сезев. & бег. Етзё. НЬБрат@а. Даме 


1890, рт. 68, 69. 
Т. ХПИ Зал, Мат. Отк, 


9 
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числентямъ. /003ё Битдё ') первый осуществиль приложенте 
этого свойства геометрическихъь прогресой къ практическимъ 
цфлямъ. Онъ образовалъ два ряда чиселъ, черныхь и красных, 
соотв тственные члены которыхъ вычислялись по формуламъ: 
100,000.0005 1.0001" (черныя числа) и 10. (красныя). Эти 
числа онъ расположиль въ таблицу, чтобы еъ ея помощью за- 
мнять умноженя и дфленя черныхъ чиселъ сложешямя и вы- 
читанями соотвтотвующихъ красныхъ. Четыре года спустя, въ 
1614 году, Джон» Непирь ?). придя къ тому же изобрЪтенио 
независимо отъ Ваго!, опубликовалъ его и далъ членамъ арио- 
метической прогресс назване логариомовъ ®) соотвЪтетвенныхъ 
чиселъ геометрической. Числа и ихъ логариомы въ систем 
Непира вычислялись по формулямъ: 


10.000.000>0.999999* и 0.000000,1.. 


Непиръ не ограничился вычисленемъ таблиц и нашел 
геометрическое значеше логариомовт. представляя ихъ себЪ 
какъ непрерывно-измняюнияся величины; вотъ какъ пришелъ 
онЪ КЪ этому открыт!ю “). 





1) Ср. етр. 115, примВч. 3; Ио. .. В. &е.; НапаЪ. 4. Азы. рр. 68, 
69. 

*) Мерег или Марет, баронъ Мерчистонсюй (1550—1617); ем. Мате 
Марет, Метогзв 0{ Тойп Мар1етг, уЦИ а №1 югу ог {Ве шуеп ов оЁ 10са- 
гИптз. Гоп4оп 1834; вер. Ламе. Н. 4. зе. т. +. ПТ, рр. 86—88; первое ео- 
чинен1е Непира носитъ заглавле: «Боба лтогию Сапоп1з РезеттрЯо, Едаз- 
ие пзиз ш штадае Тг1оопотейа &с.›; въ 1613 году вышло поемертное 
еочинен1е «Ме 1осаг Итоги сапоп15 сопзбгаейо еф еоташ 24 пафага]ез 
1рзогит питегоз Вар и 1тез ипа вит арреп се 4е аПа еадае ргаезфал 1011 
]осатИвоогит зресле соп4еп4а &с.›., гдЪ собственно и излагается методъ» 
которымъ пользовалея Непуръ для поетроен1я таблицъ. 


3) Отъ 2690$ (га4ё1о)) и #р'Эи65 (пашегиз); «сотлше (1 @1та1& пмтегоеит 
4е гаёзотз» (Шотиса. Н. 4. М. Ратф. ТУ, Тлу. Г. П.); числа, которыя мы на. 
зываемъ ‹основашями» въ системахъ Вйго1 и Непира мало отличаютея другъ 
отъ друга: 2.11814593 и 2.11828183; сер. ИИ. 1. е. 

*) Л излагаю открыт!е Непира ео еловъ Мопшеа (Н. 4. М. Р. ПУ 6. № 
ПТ.): «ГПлас]топз ауее М№ёрег &е›. 
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Вообразимъ точку, движущуюся вдоль н®которой прямой 
лини 60 скоростью пропорщональной разстоянто отъ неподвиж- 
нато начала Р. Не трудно убздитьея въ томъ. что, если раз- 
столтя РА, РВБ, РО, РО.... воетавляютъ геометричеекую 
прогресе1ю. такую же прогрессю собтавятъ п ихъ разноети 
АВ, БС, СО......которыя сохранять между собою тЪже отноше- 
шя, что и РА, ГВит. д.., и слЪдовательно будуть относитьея . 
между 6060ю какъ скорости въ ихъ начальныхъ точкахъ. Еели 
теперь представимъ себф, что двЪ такя разности, напримЪуъ, 
АБ и МУ стали безконечно-малыми, то онф равны, въ этомъ 
случаз, произведенямъ изъ скоростей въ точвахъ А и М на 
времена, употребляемыя на прохождене этихъ безконечно-малыхъ 
отрфзковъ. ЗамфтивЪъ это, легко уже найти, что веВ конечные 
отрзки АВ, ВС, (0,.... проходятся движущейся точкой въ 
равныя времена '). 

Вообразииъ себЪ залЪмъ другую точку, движущуюся по 
другой прямой равномЗрно съ такою скоростью. какую имфетъ 
первая точка въ А. Тогда, если АВ, ВС, СР, ВЕ, ЕЕ... 
составляютъ геометрическую прогресею, соотвЪтотвующие пмъ 


пути второй точки А’В’, В'С’, С'О’', О'Е, ЕЕ,,.... равны 


между собой; вообще, когда первые отрёзки растутъ геометри- 
чески, вторые рабтутъ ариометически. Эти послВди!е и суть 
лозариеомы первыхъ. Наконецъ, логариомъ какой-нибудь вели- 
чины РФ есть путь А’5', пройденный въ равномфрномъ движе- 
ши пока ускоренно-движущаяся точка пробфгаетъ пространство 
ЛЮ. Отсюда можно безъ труда вывести ве свойства логарио- 
мовъ; напримВръ, логариомъ отношения РС къ РВ равенъ раз 
ности логариомовъ ГО и ГВ, т. е., В'С’ проходится въ рав- 


номфрномъ движеши въ то время, когда БС проходитея въ 
ускоренномъ. 


') Пуеть разетоянте точки отъ Р ееть х, время считаемое отт, начала 
движешя $; для А, хи Е суть х’, №", соотв. скор. — у; для МЬ—х/”/. /, у“; 
АВ=4х‘—\У‘4$; МИ=дх“—У“ а; АВ : ММ:: У’: У“, слвд. а= а" ит. д. 
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Разсматриваемый. съ такой точки зрЪня, логариомъ есть 
одинъ изъ простВйшихь олучаевь геометрических функщй Де- 
карта; разсуждешя Ненира представляютъ, таклмъ образомъ, 
первый примфръ изолздовашя функции, выраженной дифферен- 
пальнымъ уравненемъ; интегралъ его служилъ для Непира 
‘опредзленемъ лотариома 1). «Есть нзкоторая аналот1я», гово- 
ритъ, по этому поводу, Мопие]а, ‹между идеями Непира и 
й той точкой зрфня, съ которой Ньютовъ разематривалъь свое 
печислене флюк(И>?). 

Въ 1647 году Ст6додте 4е 5. Уисет %) открыть л0- 
тариомическую функцию. слЗдуя пути совершенно отллчному отъ 
Непирова. именно какъ площадь отр%зка гиперболы, отнесенной 
къ ассинптотамъ; нужно замфтить. что онъ, пря изложения 
своего открытя. не дЪлаетъ ни малЪйшато намека на лотариомы 
и выражаетъь основное свойство новой функили безъ всяхихъ 
коментар!й., въ такомъ предложени *) «5шё АБ, ВС азутр- 
Юй Пурегбо]ае, её ропапбаг ратаПе!ае азушрю% ДН, В 
РК, СТ, СМ, алгешез зеотета аедпайа НА, 1Ё, КО. 
ГО: со Ипеаз НР, ТЕ, КЕ, Га, МС еззе ш сопла 
апа]ооТа» °). 





а 
') Уравнене айх==х4у или Чу=. Цх. 


2) Мотида. 1. е5 «П ез$ гетагача е», говорить Маме (Н. 4. зе. щ. 
$. ПГ р. 88), ‹аае Гопугасе 4е Мерег своп епф 46]А 1е5 146ез 4ез Пах1юпз, 
4е иепфез её 4’тет6 тет шИиИезимаяах; её дае Газеиг сопиае Ме\у(юп 
Чеуа1% 1е Гайте зуббтаапетет раз фаг@, етр]01е зочуеи( дапз зез ехрИ- 
ся опз Чез Ппасез Ягёез 4е Гогаге 4ез Раз Чупапиаиез». 

3) См. Мачзе. Н. 4. зе. т. $. Ш. рр. 186—193. 

*) Оиадгаита сётси{5 её зесйопит сотё. 1647. ТаЪ. УТ, ргор. СХХХ. 

5) Ор. Маме. 1. е. рр. 188, 189; логариемы у Непира и Гр. де С. 
Винцента не принадлежать къ какой либо опредЪленной системв; Непиръ 
принялъ евою систему лишь при вычислении таблицъ и проэктировалъ въ 
поел детв!и лишь принять за оеноваше логариомовъ число 10 (ем. Ламе Н. 
4. М. $. ПГ р. 88). Первыя теометрическя опредЪлев1я логариомовъ были 
совершенно общи и связаны съ предетавлениями анализа безконечно—малыхЪ› 


® 
100.х а4х 
они соотв тетвуютъ нашим Формуламъ 2.4 —2_^ ==х4у. и а1000х== рый 
а 
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Шестой перодъ. 


Въета и Декартъ, какь мы вилфли, сообщили геометри- 
ческому анализу опредФленный алгебрическй алгориомъ; мало 
того, они дали возможность облечь все математическое ученте 
о величинахъ въ одну общую абстрактную форму '). Но это. 
была только возможность. и для осуществленя ея понадобились 
новыя идеи и новые принцыпы. разработка которыхъ начата 
была впервые геометрами разсматриваемато шестаго пер!ода. 

Приступая ‚къ математическому изученю какихЪ-нибудь 
величинъ, мы должны, прежде всего, установить правила для 
сравнешя ихъ между с0б0ю и съ простЪЙшими элементарными 
величинами того же рода. точное знаше свойствъ которыхъ 
будетъ для насъ исходнымъ пунктомъ. Основамемъ для такого 
сравненя мотутъ служить два процесса разложения величину; 
оба они или, но крайней мЪрз, одинъ изъ нихъ приложимы 
ко воЪмъ возможнымь линейнымъ величинамъ 7). Иныя вели- 
чины можно представить себЪ какъ сочетая конечнаго числа 
однородныхъ элементовъ. соединениыхъ между с0б0ю простфИ- 
_шимй операщями Декартовой алгебры *); такое разложене ве- 
личинЪъ обнимаетъ. однако. лишь одну ихъ область и выполне- 
не его часто бываетъ возможно не непосредственно. а лишь 
при помощи вторато процесса — истощеня величиит. Съ какой 
бы величиной мы ни имзля дЪло. можно всегда найти 063ко- 


* 


1) ‹А1сертга зрееоза......... поп 30 А1сертал патегозат. аие 
Уеегиш Апа1узш Сеотен“еал сотаргевет4а$ ; -зе@ ебат отпе 14. 4404 ге” 
аНопет Ччапёат №аЪеф., абаие ргорогМопеш, иф геГетф р. Аез Сачев, шт 
зиА ае Ме\ойо @1эззе1{аМопе. рас. 18». Еогйяон 4е Веаипе 11 Сбеотлей“Чат 


В. Пез Сахез пофае Ъгеуез. Сеотейфа 5 Кепафюо ШОез Сатфез...... Сиш №085 
ПИ... В.Н. 1 Носпат Гапал уегза ее. ОрегА айце зао 
Егатз сё & бейобет...... Гао4. Ваф. 1649, р. 119; ер. сказанное на стр. 117 


118, 119 и прим. 1) на стр. 119. 

1) Ср. Р. Би Воё-Веутопа. Ге АИвстете ЕипеИопен ео, рр. 21 
43—48 (атё 16). 

3) Си. стр. 121. 
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вечный радъ однородныхъь съ нею и какъ угодно близко не- 
опредВленно подходящихъ къ ней величинъ Д,, 4.. 4., 4,....; 
процессъ образоватя ихъ и составляеть. въ общемъ емыелЪ, 
чстощене разсматриваемой величины '). Если эта величина 
можетъ быть выражена алтгебрической комбинашей конечнаго 
числа элементовъ, то истощене (предполагая величины 4.. 
А,,.... алгобрическими) можеть привести извЪетнымь обра- 
зомъ КЪ отысканю такого ея выраженя. Въ противномъ слу- 
ча, изученте величины превышаетъ силы обыкновеннато ана- 
лиза, самая величина должна быть разематриваема какъ т®ранс- 
цендентная, и для выраженя ея, въ зависимости отъ ея 
простьйшихЪъ элементовъ. не останется ничего, кромЪ безконеч- 
паго процесса ея истощеня, Выборъ наиболфе удобныхъ для 
разныхъ вопросовъ процессовъ истощен1я, изучеве безхонечныхъ 
аналитическихь процессовъ вообще, поскольку они служатъ для 
истощения величинъ въ ихъ совокупности и въ ихъ элементахъ. 
преобразоване однихъ процесеовъ въ друше эквивалентные имъ 
и вЪ конечныя выражения. когда’ это возможно, сравнене ихъ 
между с0б0ю и ихъ алгориомъ и составляютъ первый пред- 
метъ выешаго или трансцендентнаго анализа. 

Первые шаги къ открытшо высшаго анализа были сдЪланы 
независимо отъ усиЪховъ новой алгебры и состояли въ попыт- 
кахъ видоизизнить основныя идей извфетныхъ древнихъ спо- 
вобовъ истощеня, съ цзлью выработать изъ нихъ обв Й методъ 
изучетя разм$ровъ теометрическихъ формъ. Изъ этихъ поны- 
токъ, которыя встрзчаютея уже въ ХУТ-мъ столЪтш 2), воз- 








1) Ср. объ истощени у древнихъ етр. 61 (Лемма). 62; ем. объ этомъ 
в связи съ исторлей высшаго анализа: С. Л. Сетватй. Оле Епф4ескапс 4ег 
ВоВегей Апа[уз1з, НаЦе. 1855. рр. 3—11; Ею-же. Назботвеве Епёмекепао 
Чез Репе!рз 4ег ОШегепйтгесВииио 13 апР Гери. НаЙе 1840 (Е йа поз- 
зсВгИЦ. 2. 4. ева Неег1еркецеп 4ез бушп. ха За]и\ме4етТ). рр. 83—19. 

?) См. Сегратае. Епё4есКапс рр. 12—15. Н13. Епёу. рр. 18—15. «50 
уигае 4епи 4аз сеп1а]е Ует{айтеп АтеВтией’з апфег еп Нё&а@ер 4ег Мате- 
шафкег 4е 16. ЛавтЬ. ушКИеВ хп етшег Метойе пп шй аеш Машеп. 
«ЕхрапзНопзше{ ое» Бе]ео%». Вто. р. 14; «Масп ао дпаеу1з рег 1азегрбаз 
3151 шаспИа тез ехраптит @1еНаг, даа 1азегПбае масти тез аЪ 1рза 
Чейсеге фап4ет роззии$ таспИла@ште ааа шпотЕ, В. е, дпау1з рагуа» Тасдией 
п Супп@ма её Аппщат1. ейю\, а@ Ц. Г, е П. 28, ем. Нёё. Ето. р. 9. 
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никъ. такъ называемый, методъ безконечно малыхъ или недф- 
ЛИМЫХЪ. 

Чтобы воспользоваться истошенемъ величинъ какъ общимъ 
метоломъ для отысканя размЪровъ геометрическихъ образовъ и 
для ршеня другихъ сродныхъ съ этимъ вопросовъ нужно было 
найти однообразпае пртемы истощеня различныхъ образовъ и еред- 
ства для непосредственнато прямаго перехода (взамзнЪ приведенля 
а4 ппрозз Пе древнихъ геометровъ) отъ самаго процесса исто- 
щеня къ выражению искомой величины. Это предполагало воз- 
можность разсматривать величины. какъ образованныя непосред- 
ственно процессомъ ихъ истощеня. У древнихъ не было для 
такого разсмотрзня никакихъ средствъ, согласныхь съ тою 
отрогостью и ясностью, которыя они считали непремзнной при- 
надлежностью воякато математическато доказательства. Поэтому 
они и считали такое самостоятельное изучене  безконечныхъ 
процессовъ а рг1от! недопустимымъ: «шили», говорили они, 
‹асфи поп Чафиг» ). Геометры, которымъ мы обязаны основатемъ 
новыхъ методовъ, должны были отр®шиться отъ традищонныхъ 
требованй древнихъ, и замнить ясные термины греческихъ 
математиковъ еще смутными и неопредвленнымй представлетями 
недфлимыхЪъ и безконечно-малыхъ. Вотъ, напримЪръ. какъ гово- 
ритъ Кенилерь о 1-мъ предложеи Архимедовой книги «О 
размфрЪ круга» 2). 

«Атсйпиейез ибИог Цетопубтайюте шапефа, чиае а4 
пироззИе Аией; 4е чие ши шаНа: шПи $61808 В16 6556 
у Чеиг. Оте.... отели етета ратфез Вафеф 1014ет, 410$ 
рипеа, ра ш@пНаз; пати ацае реф сопз1Чегабаг п а315 





1) «Ох Афр тои 80 )6706 0%ЗЕ тод5 маЗиматикойв та» Эвыр му, буры» 
отб вме тд перо», Фот” вру усе 2п1 тиэ ХО» бб ЯбЕЕ Тито». (...... 
пт 0 шбобаш ве еззе, 6 аеба 9 ассгеНопе. паз! регпапзи? поп 
розз1). Азию. Мабаг. апзси $. ПЪ. Ш Сар. ТУ Е@. 01406 у. Пр. 284; ер. 
С. Оамог. Чефег апепаНеве, Нивате Рипк папе {ао кеНеп, Май. Апп 
ХХГ Вапа. Г. 1883. рр. 554—556, 587, 588. 


2) Атср. ор. оти1а е4. Не. хо], Т, рр. 258. 260, 
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ап] бтапеий авфшегите стог ри$ АВ: у На Иапеша т 
агеа атепй тзп( тИйИа. ошита уегйефиз ш себе ДА 
собинйа. Ехопдабиг 1©иг етопштелйа ‘ешен! шт геббащ... 
....ВТиОф 1<Цаг шбпЦотиш Шогиш фтатоогиш зеи зе0%о- 
гии 12563 Ппаотафае...... отпез ш ппа тефба БО ада 
шу1ееш от@тафае...... омоти вот ао ВА, Чиае 
еПаш 036 зосфогиш...... Ишешинм ВАС ех оти из И5 
сопзфапз аефиар16 зесфогез слгемИ ошиез, 14 ез6 агеаа стеди 
ох оши!и8 сопфбащет. Нос ЗП ушШф Ша Аговпиейел а@ пи- 
роззИе аеисф о»). Подобное же разсужденте прилагаеть Вен- 
плеръ и къ другимъ геометрическим образамъ: «етом ий, д 
1281$ 656 суппаг & сош, ш шёпНа бТапоша ех сешхо @- 
У; (ириз ФоИ4еш ризшаба, бо ешале рагфез сор зпрег- 
$4616, Ша ш ахе суПпагЬ Вае ш ахе сот сопуешеиф0$» 2). 
Съ помощью такого разложешя воличинъ на ихъ безконечно- 
малыя части, имзюнйя боле простую теометрическую форму. 
Кепилеръ старался найти размФры большато числа имъ же изобр- 
тенныхъ геометрических тЪлъ °). Вепилеръ. однако. не далу 
още общихъ премовъ для такого разложеня:; тавбю нруемы 
были найдены виервые, въ 1629 году. итальянским геометромъ 


Бонавентурой ЕКавальери “). Благодаря своей замЪчатольной _ 





') Керегиз. Моуа б4егеотеы1а фоМогит (ТАпем 1615.) Р. Г. бегеоте- 
чае Агепиие4еае ТВеог П; приведено на 3 етр. диесертаци: Керег Ме- 
офи; зо14а дцаейал зца @паейет1 Шазтгайа еф спит те 0013 сеотебга- 
гии розеюогиаш сотрагафа 4133ег$. 4. ргас@е Ск. Ег. РИеаетет ра. 4е- 
Гоп4еиф. 2. Е. Сьг. Нагётапа. Т. Е. Е. Когпрек, 7, СЪг. Нам, Та теае 


1795; ср, Сеграта Еп%4. р. 15. Н. Епбу. рр. 15—16. 
2?) Кер[. 5%. Атев. Ть. ТУ. Керр. Мей. ес. р. 4. Сетф. 1. с. 
°) См. въ 060б. упомянутую диееертацио: Керфее Мефофиз ее. Се. 


Еш@. рр. 15—18, Еюже. СезеЪ. а. М. ш Оеизе 1. рр. 109--112. Маз. Н. 
4. М. В ПГ, рр. 159 —161; ‹1/146е ез5 {еоп4е. Маз Кёрлег. ауап б6епоиб 
Чатз 1а р|арагё Цез геспегеВез фи’ в’6а16 рторозбез. доппа & 1юцё Вавага 


Цез зо] аопз Гапззез». 
*) Вопатешига Сазайетё изъ Милана (1598—1647) ученикъ Галилея; ем. 


Сабо Ра. Е1осло 41 Вопахен ига СауаНег! гоеНафо шацсигат403!: ип то- 
питепюо аЦа тетоз1а 41 пи...... Соп по{е, розйПе ша етаНеЪе. ее. М1- 
1апо 1844; Рао0 Елёзё. Е1ос1 41 быШео бе е 41 Воп. СауаНети. п МИЙапво 
МОССГХ ХУПЕ, 2-я часть: Е 10980 4 Сасавет. 
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связи съ методомъ Декартовыхъ координатъ они стали, послЪ 
открыт!я аналитической теометри, какъ бы естественным до- 
полненемъ этого метода и средствомъ для его приможеня къ 
вопросамъ о разуЪрахъ теометрическихь образовъ; эти премы 
употребляются постоянно и въ наше время. конечно, въ другомъ 
порядкЪ идей, отличномъ отъ воззрзй Кавальери. 

Кавальери предотавлялъ себЪ лини, состоящими изъ то- 
чекъ. плоск1я поверхности— изъ приложенныхь другъ къ другу 
лиш, объемы— изъ наложенныхъ другЪ на друга поверхностей, 
другими словами. онъ разлагалъ всяюЙ геометричесюй образъ 
на элементы недзлимые по одному изъ измфрен1й этого образа '); 
при этомъ онъ принималъ за элементарныя лини прямыя парал- 
лельныя одной опредзленной для вофхъ данныхъ плоскихъ фи- 
туръ оси (тееща), за элементарныя поверхности плоскости .па- 
_ раллельныя опредЪленной направляющей плоскости ЗЕ «Н1ие 


*} Кавальери изложилъ евой методъ въ двухъ сочиненяхъ: 1). Чео- 
тета 1091191011 аз сопйпиаогат Моуа дпааал гайове рготофа ([-е изданте 
Воп. 1635). 1 Вае робтета е@еНопе аЪ еггот Риз ехригоза. Вопошае 
МОСШМП. 3) ЕхегеЦайотез Сбеотеф$т1сае зех, [. Пе ри! ше о4о паг - 
Паш, П Пе розег10ог1 шефодо Г. 11. т Раппий Си@ниию & $06. 7. Че 
114—а арриспащет. ТУ. Ое уза еогат4ет [п4. ш Роезба аз Со[з1е15. 
УТ. Пе узи 41е6. Г. ш упИ. @1ог. сгаш из. УТ, Реац иазаашт Ргор. па1зсе!|. 
ее. Вопот1ае 1647; изложене геометрии недфлимыхт, можно найти у Л[ощиса. 
Н. 4. М. Т. П. рр. 33 за4.; «Гап@з да’Атевноё4е & стадае 1015 ди’ ешхге- 
ргеп@ 4е абтопфтег ]е гаррогё 4’ппе Поаге сагуШюпе ауес ипе алте соп- 
пие. етар1о1е ип отап@ пошЪтге 4е рато[ез еф пп фопе 10 тееё 4е Абтопзвта- 
Ной. 1е .оботё ге шойегпе з’@]апсап$ еп дце]4ще зот{е 4апз Габи, уа 5211 
рат о 1е Чеголег фегше 4ез сез @1у131008 е$ 3015411591018 сопйптаеез» 
Мот. 1. На, 1 таууе!0 рег ше 10 з60т1ео Г’апеезе 11 пи ер\о 
пета 2" 10 и т1реёо, регевё па! зетЪта п $горро езргезз1уо» Рой. о. е. р. 
ХУПТ); Очеркь Мопфае]а составленъ по Е. о. е. рр 22—26: «Ееесо П 
ргозре$фо 41 фава 1а Сеотейма дес’ ду 1 Ш.......... ›: см. также До. 
о. с. Мф. (22) рр. 353$; Роз. Маф. ГУ. Ррёютпо ай тефодо 4едй те ИЕ ед 
аа ши сфе рид 1татзепе апеве ай пози1 фогиё. рр. 118—128; Л. Мате. Н. 4. 
М. Ь. ГУ, рр. 69-90; ер. Сзаяез. Ар. Н1з. СЬ. П. $5; бетй. Н. Ешь. 
рр: 17—28; Епё4. рр. 18—97. 

аи: а4 тепзитат рапагит рдитат а@беши" Итеае тебае тт 
сиг Чат задлае Ипеае (4иае еатит @сйит гедщая) ратаае. 23 2рзё8 Лдит $ питето 
т4е/тйае....... ас 4езтещез а4 4ииз (Цаз диае ох оррозйо Фапди еаз4ет ЛПдитаз, 
Иситита: ав ВБ. 4еГ. рт. Тафт ргйтё, еагит оррозйае ипдетщез, диатит  аЙета 1ап- 
Чиат сойетатит ратаЦеотит тедща зитё сопзиетй. А4тетзитат ето зо@Чатит....› 
Ехеге. ргипа, ПТ. р. 3; ем. также Сбеота. ш@лу. 0Ъ. Т. Чей. «Весща арре]- 
1э5Каг шт р!ап1з геба Ппел, сот дчае4аж Ипеае Чиепифаг аедил01атфее, е$ 


11 5011415 р1апаш......... ›. 
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шапНез ии 65%», говоритъ онъ, «Попгаз р|апаз пор18 а@ т- 
баг {е|ае ратаПеП$ 115 сотфехае сопеплеп@аз е5зе: 04а 
уего ай шаг [Ьгогиш, дат рагаПеи$ №1]$ соасеглатфиг». 
«(лит уето ш 48]а зп зешрег Ша & ш Ш/и5$ зетрег ЮПа 
пимего Ипа Вафет еппи ааа стает, лор1$ 1 бои. 
71$ 1ап1$ Ппеае. ш 3013 усго Папа пашего таейпНа, 
сен 011018 стае! ехрегИа .......... зирропепаа зи» '). 
Кавальери предетавлялъ себЪ такимъ образомъ лини, плосвя 
поверхности ий тЪта какъ совокупности всъхь своихъ недЪли- 
мыхЪ частей; чтобы выразить это еще яснзе онъ предполаталъ 
эти величины образованными непрерывнымъ движенемъ точекъ, 
прямыхъ ливИ или плоскостей 2). «Саш егоо паПа 84 ех 
ргаеа1$ Пе! 8 аГ1епа р Ш 9160 Чпайгафо. рег Чиа поп 
фтапзеав аПЧцат4о зеи 1 аЙацо шотено шобии р1аплит (Чиа 
гаопе (160 1 а 1рзо Чезетт) 14е0 ваз ошпез. На шепфе 
соПесфаз. и поПа ехе|па1 зарропафиг. уоса\у1: 027%ез Итеаз» 3). 
Самое понят!е о недфлимыхъ. какъ величинах остается у Ва- 
вальери неяснымъ и неопредЪленнымъ: он служатъ ему лишь 
какЪ 060б0е искусственное средетво ( ргаестраши тпзбтишетйиа ) 
для сравненшя размЗровъ гоеметрическихь образовъ “). АтЁЯ 
со ашет ай изиз зит чище а4 рторозиаз диаезиотез @- 
зорепааз Ащебтанс аидете зем; ди дает питеготит 
гасез, диатияз терабИез, зит4аз, ас здпоаз, потлтиз, 
пи аддтедаиез, зибтайетщез, пиирисаиез, ас 4ил4етез, 
Читто40 рторозйае тер ехоранит 31 понйа епийате оа- 





1) Сар. Ехете. рг., ТУ. У. рр. 3, 4. 

2} Сеот. пт. ПЪ. 1. розбаба: «биашт ПЪеф геефалю Ппеата 1ааейпне 
Ца роззе тоует, и6 зетрег ип! си1Чат Вхае 3 рагаПеа,....... бро ИЪев 
р1апи п4ейое Ца роззе тшоуег!...... ›; ер. 164. ш Ргае[айопе р. 2; ем. 
(етрат@. Ет{А. рр. 20, 21 Н. Ешь. рр. 18. 19. 

3) п ехеге. фегйа ш Р. @Шашам ; см. Сет. Ещ4а. р. 21; ер. Рю. 
о. е. М. (33) р. 44. №. (35) р. 46. 

о аа ети" фрзатеё Сопипи Тталёйийа Фотдиат ртаесёриит. тзйти- 
теёит а@ рдитатит дат р@аптатит, диат зов 4атит тепзитат сотратап4ат». Ехетс. 


ог 1; 2:5, 
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[еапф, зиа зайз 01ззе титета я ротзиа4ет. № т ащет 
арзе етдо они ит ие Ипеатит зе рапотит сопдте- 
о, Г) [сеЁ диоа@ еотип4ет питегит тпо ата 
зитЧа ас ато ?), диоа4 тадпиифтет Затет сопзреил 
[тай физ С аиза. а@ сопйтиотит ииезИдат4ит тепзитат 
5/из зит ®Ё (едет зт ртосеззи орет1з арратеби» *). Чтобы 
дать поняте о томъ какйиъ образомъ Кавальери исключалъь 
изъ своихъ разсуждешй неопредЪленные и невыразимые размВры 
недЪзлимыхъ. разсмотримъ с©пособъ, посредотвомъ котораго ояъ 
находиль квадратуру отрфзка обыкновенной параболы “). 


Пусть С ееть вершина параболы. Н ея крайняя точка, а 
(Т ортогональная проэктля этой точки на 06и; СЁ прямая рав- 
ная и параллельная СН. Проведемъ чрезъ какую нибудь точку 
М параболической дуги СН прамыя параллельныя СЁ и ЕН; 
он пересЪкутъ СЁ въ точкВ № ЕН въ точкз К, ЧН въ О, 
СС въ У, а датональ СЫ въ точкЪ Р, ортогокальнал проэк- 
шя которой на оси есть (4. По извзетному свойству параболы: 
СЕ?: Р\?; : ОМ: МУ 5}; откуда слфдуетъ, согласно Ка- 
вальери, что воз квадраты СИ (прямоугольника СЁ НО’) ечи- 


таемые по направляющей СЁ? относятся къ совокупности квад- 


1) ‹(й/4ет щ т ИБ. 2. ежрбсаит аззитриз)». 

2?) вр. Ихжегс. 1274, р. 208. ‹......... зрайцт 11 4чо еопецлапбаг еззе 
Пиосае 1п4ейп{ае (аЪВоггеф еппа а уосаЪи10 Вии!) чае Ипае осепреп& 
Ша@ зрабит»; Ром. о. е. М. (39), р. 52. 

3) Сеот. та. Ргае/ано. рас. 3; см. также Сеот. а. 1Ъ. П. ТВеог. Т. 
Ргор. Г. бейойит, рр. 111, 112; Сеат. Ею4а. рр. 21, 22; Н. Епё\. рр. 19 
—21; Етегс. рат. р. 19: ‹ошпез Ппеае 4эфагаш р1ап. Во. заб сое фтап- 
зЦа аесплеп@ае зипф (Кавальери говоритъ о направлен1и оси, параллельно 
которой совершается движен1е)........ ... и тедпеалицз зетрег епп@етм 11 
омп!из Ипе1з эр1зз баз уе] гагНаз отаат. ди1еаваие Ше 316 её дна- 
сппдае песезза41з сеотпефтсае ]ехе Васе патуаз Ша сопзйретаг». 

_ 4) Обеот. тё». ИЪ. ТУ. ргор. Г; ем. Сетйата. Ета. рр. 23, 2% Н. Ето. 
рр- 22. 23; я ввелъ для большей ясности точки Ри 4 вр. И. ДА. В, Вай. 
А з№, Асе. рр. 248. 249; Маме. Н. 4. М. %. ТУ, рр. 72—14. 

5) СЕ? МЛ: : ОМ: ММ или СЕ?: МЛ: ; СД; ОТ; АроЙ. Сотае. ИЪ. 1 
ргор. ХХ, 
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ратовъ РА (треугольника СНС’). считаемыхъ по направляющей 


С№? какъ вс® недфлимыя ОМ того же прямоугольника по на- 
правляющей ЁН къ недЪлимымъ ММ отрфзка СМНЕ, считае- 
МЫмМЪ 10 ТОЙ же направляющей: оти. ип. ОМ: отп. пт. ММ: : 
отт. диаат. СЕ: отп. диайт. РА '). Но но одному изъ 
принциповъь Кавальери 2) оти, @п. ОМ: отт. Ив. МУ: : 
СЕНа: СЕМН:; остается найти отномене объема параллеле- 
ницеда къ объему пирамиды. Предположивъ. что число недЪ- 
лимыхЪ въ обоихъ тЪлахъ (по общей направляющей СР) есть 
СЕ ы 
п и принявъ паименыную изъ нихъ —— за единицу найдемъ 
безъ труда: отп. диадг. СЕ: : отп. диа4г. Ра; : т: 


(1-22. 32, ..-п?): : м3: но 3): 


Но 
э: 1 ЦЕ) (ты. что при я безконечно большомъ даетъ 


| РТ 
2: 1. Отбюлаь ( 'ЕМИ=.СЕНС, . В. 1. Легко видЪть, 


что на современномъ математичесвомъ язык можно привести 


разсуждешя КЦавальери въ такой фору: называя общую абс- 
циесу точки дуги СН и ея хорды (отнесенную къ осямъ коор- 





Чо пе е раго]е отлез. отша збауа 11 роёепха 11 са]е010 иЦеста]е». 
Вов. 0. вр 


Ч, диатсит4; тайопет фафиетий отпез [теле а оттез [теаз. сат4ет 
Рафебитё её арзае рфапае рдитае. ЭзтЦИег ат з0148......... Ехегс. ро МИ. ра 
АК 1$ 1пуен1алмоз. Чиа тайопет БаЪеайф Тег зе Чцае Пхигае р1апае 


уе] з0114е. зи[Вс1еф поЪ1з герезтге. апат 11 Поиагз р]ап15 Ифег зе гайопет 
ВаЪсапф еагап4ет отшиез Ипеае....... . 9104 поуае Ви]аз шеае сеотеблае 
уе]! шахпилашт ]фае10 аодатепйит». СогоЙ. аа ТЬ. ПГ, 1Ъ, П. беот. 
те. 

3) Эта хормула была извфетна еще первымъ индусскимъ алгебристамъ; 
см. Г. Во4её. Гесотз зат 1е са]ет] @’АгуаЪВаба ХХТ, а, р. 13. и примЪч. на 
стр. 35 того же труда. Кавальери, которому эта хормула не была извЪетна, 
доказываетъ предложен1е объ отношен1и параллелепипеда къ пирамид въ 
одной изъ предъидущихъ теоремъ; ем. Мате. Н. 4. М. %. ТУ. рр. 79, 80. 
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динать СС (2) и СЕ (у)) черезъ х, а ординалу точки пара- 
золы черезъ у имЗемъ: 


еСЕ ы эс СНЕ Ем 
\ Ом :\ ИЕ \ СЕ? Ча :\ РО и: 
0 0 


0 


эСЕ 
откуда. замЪчая. что \ ОМ. ау=оВ. ОМ=пл. СЕВС. 
0 


СЕ м. ро 
\ 2. @у = пл. СЕНМ.; \ ОЁ?ах= С@. СЕ? РО: г: 
0 


0 


те 


и С.Е? 


(МР 





ЯН: СС. 5 слЪдовательно и 


0 


—=1/.. СС. СЕ? получимъ наконецъ: пл. СЕНМ == '/, пл 
СЕНС. Вавальери. такимъ образомъ. разсматриваетъ только 
отношеня интеграловъ. что даетъ ему возможность опускать 
безконечно малые множители 4х, Чу (исчезающе размзренля 
недЪлимыхъ) п брать отношеня сумиъ самыхъ подъинтеграль- 
ныхъ функшй '); эти суммы. взатыя въ отдфльноети, пред- 
 ставляютъ изъ себя расходящеся ряды, но отношен1я ихъ имЪютъ 
вообще опредЪленную величину *), розыскаше которой и пред- 
оставляло главную трудность для геометровъ разсматриваемой 
эпохи. Я не буду говорить подробно о мноточисленныхъ ихъ 
трудахь. сдЪланныхъ въ этомъ направленши °); упомяну только, 
въ общихъ чертахъ. о характерЪ ихъ работъ и о важнЪйшихъ 
доститнутыхь ими результатахъ. Одни изъ этихъ геометровъ 
были посл дователями Кавальери, держались его способовъ вы- 


р 30. 0. ©. М. (35) рр: 49—54. 

?, Ср. Вей. безев. 4. чп. Вефепт. ру. 4, 5. 

3) Ом. кромЪ того, что можно найти объ иетори этого предмета у 
Мовшаа. Н. а. М. %. П. Маме. Н.а. М. %. ТУ. Мепяюште Рёт1ойе: де Саха ем 
А Ниуо\вепз. въ 060б. рр. 50—58; также Сехратае. Ею, рр. 27- 38. 
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ражения и постановки задачъ '). друге старались удержать 
строгость доказательствь по примЪру древнихъ 2); одни упо- 
требляли чисто теометрическе способы доказательства, друме 
прибЪгали къ методамъ новой алгебры и аналитической гео- 


т) Кавальери пользовалея двумя методами: ‹.......... а еуЦате Те 
фа4е оЪ1е2ою1 ргосагаде 4а даее раго]е отпез [теае. отша рапа, И Саха- 
Пет! езвос о ип зесоп4о тефо40. пе] диаае. сота’ео11 эфеззо ее. поп рага- 
оопауа 5 шазаз соНесйее, та @яфийке». Ра. о. в. М. (87) р. 49. 
‹ Рочетог т. раи 0 зичсНотет афе" ....... диатеита; тайопет соттитйет пабиетйи 
@свае теае зтдШайт зитрае. еап4ет рабефит её ?рзае Лдитае. бас вт зов». Сат. 
Ехете. рг. УП. р. 5; Тотесей (1608—1647, Мате. +. 1У, рр. 133—138), Ич- 
йз (1616—1703. Маче. $. ТУ рр. 149—165). Мегсаийот (1620 — 1687. М. 1. рр. 
170 —171). Разсай (1623—1662. 16. рр. 182—230) ельдовали Кавальери. ета- 
раяеь лишь придать методу строгоеть и яеноеть; ем.. наприм.. 48, Орега 
МайЪ. уо1. П. 1693, рр 305 з44.; «Ре Мефоао Ежаизвотит....... БрееаТайо 
Ваес ..... оешешт ах & шеа Г/ийотит Атйтейса (аппо 1656 еаЦа;)... 


+ © +] *]7 о 


зйопит ше$оиаз сотрепа10310г:) ...... ‚ р: 305: 4. р. ЗИ с 
Тра ; 4 В. С. рглоНаз питодаеа: Е розбтойишт А Тот1ееШо 1Шазгада т 
орег1 из 3113 Аппо 1644 е@1Из»...... р. 312:‹.... рег ГАпеаз пце]Шоеждае 


египф шпабае зарегНе]ез (е]издет сит Ипе1з 3 10пеНа411з. зеё ]а1- 
{141013 ех1опае). дцагат отюпцив ]абба@тез эпоа зашрфае аа тет 
аеиеп ИПиаз Йсигае диаш зарропанфаг еошрете.›; ер. Разсай. фейте 4е 
РемопуШе (псевдонимъ Паскаля) А Сагеау!: Мефойе обпбгае ропг 1ез 
сетёгез 4е ог. е4ёе., Обтопя г. 4е сефе т. АеегИззетети. Оепутез вотар1{ез, 64. 
де Св. Габоге. Раг1з 1858, Тоше И. рр. 548—545: ‹........ 1е зепз Че еез 
зог6ез 4’ехргезз10п3, а зотте 423 Йдпез. [а зотте 4ез ратз, еёс., п’а т1еп де 
Де 4тёз-сопотте & 11а риге оботб те». р. 542; см. также Ватгтош. Пес Мопез 
Сеошееае. гопаш1 МОСЁХХ. Гев$, Ц. Тье МаЪь. УУоткз оё 13. В. ЕаЦей 
Бу М. У Вежей. Саш асе 1860 р. 182. за4. ‹....... тефодит тфозйит, 
отит ехрейизатат., её тофо тие аафециг фаи@ пати сечат её ту ет». 
Ею-же. Те. Мабетаа ее. Гееф. ХТ. 164. рр. 166—167; Гееё. ХИП. рр. 
212, 913: «Мебройиз Та. СауаПеги. дат апфевае зеё пиодиаш за8 1ааааа»; 


Т,ее4. ХУТ. рр. 960, 261; ср. Рёма. о.е. р. 194 п (а)‹...... т. @. 1419 9-— 


2) «Пе о е1е17е1оеп Ёгал2бз1зевеп Маешайкег Ёегтаё, Вофего \уа- 
теп Бегейз. Беуог СауаегГз Ме. 114. егзеВ1еп, па ВезИ е1сепфйт Певет 
Методеп...... ; рее \уагеп ш еп Се1з$ 4ег аНеп Сеотлейме ЯеЁ ешее- 
4гипоеп. ип те Зерт1ео. 2е10еп хат Те] ешеп АЪс]апи ]епег, таёве- 
шайзейеп Еу14епя,.... ..> Сеграта. Ета. р. 27; ем. Ееттай. Офрега. 'То]озае 
1679. рр. 44—49; методъ Фермата еводитея къ суммованию безконечно ма- 
лыхЪ впиванныхъ прямоугольниковъ, составляющих безконечно убывающую 


прогрееео. каждый изъ которыхъ отличается достаточно мало отъ еоот- 


ие т 
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метр!и !). Для опредвлеюя вотрЬчавшихся интеграловъ почти 
вс математики этой эпохи пользовались тзмъ же самымъ 0б- 
ЩИМЪ пр1емомъ. кАБЪ й Кавальери: они искали отношен1е инте- 


граловъ \ тах: у Ха) 4х, и превращали оба интеграла 
0 0 

въ расходящлеся безконечные ряды: 
(2 3 1 

(=) + (=) + (==) +. ге ти + Ха) 


и п/ (а). или, при однородноети функци /, въ ряды /(1) + 





вътевующаго отр$®зка криволинейной площади. ‹диапбата 52418 3 п дахфа 
Ме ойит Атгсппиедеат ратае]осталитоата гестеаш заЪ СЕ, ш СН, дпаа- 
тео п1х{0 СНЕ адаедие$ит, и 10да1баг О1орБалфиз, ап Гегё аедиефат». 
(ср. №ззейпаия. Пе А1с. 4. Ст. р. 401 за4а.„Д1офантъ называетъ евой методъ 
приближен!я лхрие6тиз ИЛИ пао4т6тито$ #7071; ем. также Неай. 01ор8. оЁ. А]ех. 
я... 311$ {егё ИЦег зе аедиаПа, пф сотатао@ё рег &лхуьуйу =5 
&00ъзитоу рег атептзг1рИопез еф шзсг1рЯопез Атейппейаеаз деопз тат 41 га- 
бо шз розз1, дао зеше] топи1ззе за се1аф, пе агийеат ди1разНе% 
сеотте{т1з ал за418 пофаш 1щеи]еаге заер!аз еф Кегаге сосашаг»'; р. 45; ем. 
Мале. Н. 4. М. $. ТУ. рр. 96—101; о Робервалв (1602—1675. Мате. %. ТУ. 
рр. 112—124) Маме говоритъ: ‹........ П зега аее 4е заррозег ди’ 
пе 416 т1еп аа оботбте ЦаИеп, еаг оп пе з’ехрдиега раз дие фоиз 4еах 
Раззепф фот ёз, запз сопеегё, заг 1е шёше п0ф шайзЫе, 4опф 1е спо1х её 
вотргёвепз ]е 4е ]а рагф 4е Сауаетт еф пе 1’е36 р]аз 4е сеЙе 4е КоЪегуа1». 
р. 117; ем. Ер1о]а А. Р. Ое Ворегуа] а4 Е. ТоееШиа, Оцугасез 4е Ма- 
Фета аче 4е М. Ое Ворегуа1. А Га Науе МОСС. ХХХ]. рр. 349—399. 
а ре Мозёга албето таебВойиз, 81 поп ошта, сете Вос сауеф, пе Бефего- 
сепеа сошратаге у1@еафиг: поз еп шпица позбга зеа шаглярШа яве еоп- 
з1Чегалаиз. ТАпеат 014ет бипапата 91 ех 10115 зеа шаебо! 18 пашего 
Ное]3 с0пзеф, зарегйелет........ ›, р. 368; 194. рр. 207—290: Тгайв аез т- 
аа Щез; введене: Роиг тег 4ез сопе1аз101з раг 1е шоуеп 4ез ша1у1э Лев...» 
ит. д. стр. 207—209; Вагтою въ дополнене къ ‹лекщямъ по Геометри» при- 
ложилъ н$зеколько общихъ теоремъ, составляющихъ оенован1е общаго метода 
ИЕТОЩеНТЯ" СУД. ПЕ а 54051410 поп АШее соппелапфаг Ргорозёо-. 
гит 4етопзайопез арадодесае»; ем. Шесф. беот.; а@ её. ХИ Аррепа1еща ИП. 
рр. 115—117; е& И#ешей рр. 284—286; въ ХП-ой лекц1и пользуется онъ для 
доказательства н%зкоторыхъ общихъ теоремъ о вычиелен!и разм®ровъ гео- 
метрическихъ образовъ —безконечно ‘малыми: доказавъ [-ую теорему (е4. 
И. р. 251), онъ говоритъ: «Гопо1ог 415еигзи8 арао001еиз а4Бег1 роззй, 
2$ Чаотзит?». 


') Ферматъ. Меркаторъ, Валлиеъ, Барровъ, Роберваль; ср. Сетраг4, 
Е. рр. 27—28. 
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ЗАЗ) ...... : и/ (№), имфющие тоже отношене '), 
Имъ удалось такимъ путемъ пайти квадратуру параболъ раз- 
ныхЪ порядковъ. т. е., кривыхъ, уравненя которыхъ имвютъ 
вид: 7” Ах”. тдЪ ти п цВлыя положитольныя числа м 


& слЪдовательно, на основанти простато замфчаюя, что 


Гиотлю +. 2 е = лом + 





® а 
\ /,(=).4= - ...... и квадратуру кривыхъ, въ которыхъ_ 
0 66. 


у= А -- Ва НО ...... ‚ тд№ ^, и, у... положительныя 
ращтональныя числа, а А, В, С,.. каюя нибудь положительныя 
или отрицательныя величины 3); далЪе опредФлили они центры 
1) Ср. М. Маме. Н, 4. М. %. ШУ. рр. 52—54. 
2) Формула квадратуры параболъ различныхъ цвлыхъ порядковъ 


была извзетна еще Кавальери. хотя онъ нашелъ ее только по аналопи и 
разсмотр®ль лишь простзйш1е случаи 2, Зи 4 порядка; ем. Ехетс. диаа. 


ргае{. рр. 213 —245; р. 214 ‹...... отпез Ипеаз 41ей рагаПе]оотататат еззе 
Чир!аз отипий Илеагиш 41е блолойИ...... отоп1а даайгафа ех Рго. 24 
сззе фтГра отат даа@тгафогито е1азет..........» (ем. от №4. ИБ. И Ргор. 


19); ваза. Ех. ргор. ХХ ХЕ ем. еще Ном. о. в. №. (41) рр. 54—56, гдз при- 
ведено извлечен1е изъ сочинен1я Кавальери; Селбатча 41 уатй рго ети рег 
А1тозгате изо е 1а Гае ИИА 4е! 1осатИит ее  Во]0спа, 1639; ем. также 
Мегсоот. ТобатИ т ое ила. Еопаий ИРСЬХУШ, Ртгор. ХУ. рр. 30, ЗВ 
первое строгое доказательство Формулы Кавальери далъ Паскаль; вр. Мат. 
Н. 4; зе. М. +. ТУ. рр. 55, 188; Разса Робебйиат пишееагат затата. 
Оецугез сотар1$ез 64. Габате 4. 1, рр. 475 --483; р. 483: ‹Сапоп сепегаЙз аа рг о 
отеззопет пабага]ет даае аЪ ап {Ёае зап! ехог@ ии. бита отибит т 4ио- 


[Бей дтади, ей а4 тазтат т ртожате зиремотё дтайи, Ш ипйаз а4 ехропешет 
* а т 1 
. . з й = 

зирет{0743 стайиз»: х. ах: а: : 1: (т--1).О квадратурз параболъ и гипер. 


0 
болт, разпыхъ порядковъ (у” = Ах") ем. упомянутый въ примвч. 2 къ стр» 


142 трудъ Фермата; Валлиеъ старалея обобщить эти результаты на случай ка- 
кихт, угодно чисель т и в положительных или отрицательных ; онЪ пользо- 
валея при этомъ наведентемъ и аналогей и не нашелъ настоящаго доказатель- 
ства; см. Лаюе. $. ТУ. рр. 151—161; И’ 5. Ато тейса шйп Ноги, зтуе поуа 
Метой из Таатгет91 ш СагуШтеогаю @лпай4таблагаля, аЙйадае @ИйеПота Ма- 
Тезеоз Ргоетада. Апмо 1655 {урёз е4йа. Орег. МаЪ. уо1. Г. Охомае МОСХОТ 
рр. 355--473, въ особ. Ргор. РАГУ. р. 395; по этому случаю Валлиет ввелъ 


понят!е объ отрицательныхъ и дробныхъ степеняхъ. 

3) Ср Маме. Н. 4. ве. М. %. 1\. рр. 52, 54. ‹........ еее тешагоце 
вать ГаеЦе & [мте, оп реп Фте дае Сауает1 зауай 46] фцаггег 1ез рага- 
ройез Че 1юиз 1ез ог4гез, зпар{ез ой вотрозбез»; р. 54. 
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тяжестн и разиЗры площади циклойды и связанных съ нею 
х 
тВлъ 1), находили даже интегралы вида \ У О НВ 


мало знали они и общихъ теоремъ, служащихъь для преобра- 
зовамя опредЪленныхь интеграловъ 3). Отыскивая выражетя 
для различных величинъ. составлявшихъь предметы этихъ изы- 
окавй, геометры столкнулись, въ нЪкоторыхъ случаяхъ, съ не- 


1) Иетор1я циклоиды — одинъ изъ вамыхъ интересныхъ эпизодовъь 
этой эпохи; ем. Мале. Н. а. М. %. ТУ. рр. 64—68; Лозерь Ветгапа. ВТалзе 
Разеа]. Раг!з 1891. рр. 318—337 (см. въ особ. рр. 338—334); ср. Разса. Наз- 
{о1ге 4е 1& тошей\е, арре!ёе аифёгететф 4госпот4е оп сус1о14е. еёс. Оепугез 
сотр!. 64. Гайите $. П. рр. 509—515, 515-521 (Еазот1а #г0е601418 еёе.). 521 
—524 (В6е1% 4е Гехатеп еф 4а аоетепф 4ез 6стИз ее.)). 524—529 (ЗаЦе 4е 
ГЬ. 4е 1а г.) 539—534 (Н. 4. муе ес. воппиа0); РгоБ]етаа де су ]о1ае 
ргорозЦа шепзе дип 1658. рр. 494—500, 500—505 (В6Яех1юпз зиаг 1ез соп- 
411опз 4ез ргх &е.), 506—508 (Аппоа); рейге 4е Оеф. & Сахе. рр. 547, 
550—557; Тгацё6 обпбга1 4е 1а Вошейе, рр. 608—611, Гейге 4е Пе. & Ни- 
оцепз 4е 7... рр. 611—616; «Разеа]! 6]аго?ф 1е еегее 4ез ргоЪ]6ез гёзоав. 
Зез ап 1з. рготрз & Гайпитгег, у1гепф 4апз зез @беопуегфез 1е5 Чегилег еЙот 
4е 1а сботёи1е». Веггата. о. е. рр. 318—319; Таз. Ое свус|о14е её свогро- 
гриз ше сет з Рго ета бо]аНо Ор. Ма. 1695 рр. 499--541. 

2) Ср Маме. $. ТУ. рр. 57; см, Разеай. Тгайё 4ез таз Ча диаг Це 
4е сеге]е, оемугез с. 64. Гай. $. И, рр. 581—587, ргор. 1[—ТУ. р. 581. Маше. 


Я: М. в ТУ. рр. 216—226; ‹...... Ге 1Вботёше сёпбга] а1отз зе {тадай 
т--1 (3$ ®-—Нс0зъ р 
раг а Гогпше: В зт” $ 4^=ЕВ у” "ах. у 46 опатф ппе 
Фо = 12—03? ; 


01'10ппбе 4п лат Че сег@]е; паз Разва! заррозатё А4? 6ва]| А 4х, 1ез заргиие 
Чапз 1ез5 деах шеттгез». М. 1. е. р. 217; хормула эта позволяла найти инте- 


пре : а 1 { у Ъ г \ 0 2? . 
гралы / Эв;4? и { бийу4> когда одинъ изъ предвловъ сеть О или; къ 
—ы 


нимтЪ приводить Маекаль друге. болЪе сложные; ем. также Вобегеай. Ое $го 
сВо14е Юазаие Зрайо. Опугасез 4е Май. ру. 291—345: АЧ ТЬь., е)аздиае зо- 
На Ргор. Геттайеа Т. рр. 311, 318, Согой, 1—7 рр. 312—314. Ргор. Гепт. 
П © (от. 1, 9. рр. 314-316, Арреп@х, Ргор. Т, Гешта & Сог. рр 328, 329; 
о теоремахъ Роберваля, помъщенныхъ также въ Тргайеё 4ез иди ез см. Мате, 
$. ТУ, рр. 111—119. 

3) ‹ Опаюф & Разеа]...... поиз уеггопз {ие зез очугасез сопеппеп$ 
3013 ппе Гогше у1е1еизе И ез6 угал, $0из 1ез рг!ае!рез Ча са]е] 1146ота|...>. 
Мате. +. ТУ. р, 57; см. #54. рр. 202—214, Газсай. ТгаЦв 4ез {т1Иопез гееат- 
о]ез её 4е 1епгз опо]еёз, Оецугез е. 64. Рай. №. И. рр. 557—575; ем. также 
Ваттою. 1164. Сеошт. Геей. ХТ, ХИ, Маф. У№откз 64. ИЁешеЙ. рр. 251—260 
213—218. 

Т. ХПИ 3аэп. Мат. Отд. 


10 


146 Й. ТИМЧЕНКО. 146 


преодолимымъ пренятстьемъ: алгебрическаго выраженя такихъ 
величинъ нельзя было найти ни одним изъ извЪфетныхь имъ 
методовъ:; опредзлен1е этихъ величинъ зависфло отчасти отъ 
рфшентя древнихъ вопросовъ, какъ квадратура круга, давно 
уже счатавшихея неразрьшимыми, и ясно было, что упомяну- 
тая невозможность зависфла, въ большинствЪ случаевъ, не отъ 
несовершенства методовъ. а оть самой трансцендентной природы 
изелЪдуемыхъ величинъ. Нужно было, слфдовательно, разширить 
область алгебрическаго анализа и кром обыкновенныхЪ алгебри- 
ческихъ формулъ ввести новыя, способныя выражать трансцен- 
дентныя величины. Для такого выражен1я величинъ, какъ мы 
уже замфтили, естоственнЪе всего было выбрать формулы про- 
цесса ихъ истощеня ') При этомъ представлялось два пути, 
соотв тствующие пстощению безконечно малыми частями и исто- 
щению безконечнымъ рядомъ конечныхъ. но безгранично убыва- 
ющихъ элементовъ 2). Первый путь требовалъ открыт!я особато 
алгориома для безконечно малыхъ частей величинъ и ихъ суммъ, 
второй — служилъ лить дополнен1емъ къ обыкновенному алгебри- 
ческому анализу и неё нуждался почти ни вЪ какихъ новыхъ 
обозначентяхъ 3). Открыт!е этото способа представлялось собы- 


1) См. стр. 134. 

2) Ср. сказанное на стр. 62; ‹...... И отпез Мебо4оз Тефгасотз- 
Нсаз а@ по затша сепега гейцеет4аз у1Ч4ет1: уе] еппи соШоаифбаг Ш папам 
пап Изез швоИае пишего. даапа(е теотратарИИег пупотез 10$0; уе] 
зешрег тапебиг ш дааа из 01 сотаратаЪ Пиз, дпатита фалоет питегиз 
шпбоКаз езё Чдпаюдо ф0бию ехВадт1а +. Обаздае Мебло41 зреешита )дало Че- 
41$ Агсете4ез. ...... › Ерзю!а Гейпий аа \УаП зо 28 Май 1697. Гейпий 
Орега ошиа. её. Ощепз. $. ПТ. бепеуае 1768. р. 104. Ге фиметз ша. Берг. 


рег. уоп (. Х. Сетатае. Егз. АЪЪ. Вара ТУ, НаЦе, 1859 рр. 24, 25. Иа 


Ор. Ма, +. ПТ. 

3) Геометры разематриваемой эпохи обозначали, какъ это дфлаютъ 
иногда и теперь. выраженя съ безконечнымъ числомъ членовъ, нзекольвими 
первыми членами 0 своими знаками еъ присовокуплен1емъ значка бс.; при 
этомъ. конечно, важно, чтобы законъ образованя послвдующихъ членовъ 
явствовалъ изъ вамой Формулы, что, разумЪется, заставило геометровъ усо- 
вершенетвоватв евои обозначен1я : такъ. наприм5ръ, вошло во всеобщее упо- 
требленйе современное обозначене цфлыхтъ показателей. 


ее 
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мемъ столь натуральнымъ, что сдЪлано было почти одновре- 
менио нзоколькими геометрами. работавшими независимо другъ 
отъ друга, и исходившими изъ совершенно различныхъ осно- 
ван1й Е. 


› 1655 году, Валлись опубликоваль извЪстную формулу 
отношеня квадрата радтуса къ плащади круговато квадранта 


ое пе &5. 
Е , 2><4><4><6ж6ж8ж8ж10><&е. 


рой Рроункерз придалъ видъ непрерывной дроби 


1 
в 9 
о 25 
о 49 
о 81 
о 0. 3} 





2), кото- 





') Объ истори открыт!я безконечныхъ рядовЪ см. въ 060б. Мошиейа. 
Н15%. 4ез - МафЪ. Рагё. ТУ. Гу. УГ. Мопх. 64. +. П, рр. 351, 359, 354 - 357 
365—367, 376—379; ем. также Соттегсёфит Ерёойсит О. Тов. Обоз её АНо- 
гит Че Апа1уз1 Ргошоба, Гопаи 1722, рр. 2 44-; въ послВднее время Пух. 
В. Ве опубликовалъ сочинене «Сезерлев{е 4ег ОпепаПсВепл Вейеп». на 
которое мнз уже приходилось есылатьея: первыя 23 етраницы могутъ служить 
дополнен1емъ къ очерку Л/отщиеа; о трудЪ Рейффа ем. отзывъ М. Кантора въ 


Пейзси4/ё Г. Маф. & Р\ь. 35 дайте. 1. Ней. 1890. рр. 8—10. 


3) Уз. АгИвш. пит. Ргор. СХСГ: Рофета. Ргороз ит зй туетте, _ 
фиат физ 3 фегиалоаз С) (фаъеПае Ргор. 189.) 11 питег1з афзо] аз диала ртохите 


и о.. < 19 №9 


и 12524 








9><9..>13>13 1 
Уна 


о 
>< —_. талот дцат > 
Уна 224.194 


Еф зе 4е1пеерз даопзаае ПЪе4. Ор. Ло. у. Т. 1695. рр. 467—469. см. также р. 
462 (Ргор. 189); Веё{. о. с. $ 2, рр. 5—14А; Аг. йо. вышла въ еввтъ въ 
1655 году. а не въ 1659, какъ сказано по ошибкв у Рейхеа. 

3) УщИз. Аг. йа. Ргор. 191, ет Ашег и Бейовит. Ор. М. у. ТГ рт. 469, 
470—476; Ве. о. с. р. 14; «Сопйпией [гасЯопз Вад рееп пПито4иееа Ъу 
Са{а141 11 13 теайзе оп Йп то фТе запаге гоофз 0Ё пишфегз ри ЪИзпей а 
Во!оспа т 1613, Ба Ве фтезей Фет аз соттаоп Ёгаеб0пз......: : Вгоипекег 
ууаз Фе йгз% угЦег \Во шуезЯоа4ей ог шафе апу изе оЁ ет ргорегИез». 
У’. И. В. ВаЦ. А ЗВ. Аее. р. 978; о Саша (1545—1626) ем. 1иблё. Н. а. в. 
т. еп НаПе, $. 1У. рр. 87—97 (непр. дроб. рр. 92-— 94, въ ое. п (2) р. 94); 
ер. Маме. Н. 4. М. $. 1. рр. 68—70; ем. еще Сйюйег. Вейтйсе заг Егйи4июсз 
оеземменце Чег КеМенЪгйеве. УУе1ззепито 1872. 
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Въ 1665 году тотъ же Броункеръ нанелъ ряды для квад- 
ратуры отрфзковъ равносторонней гиперболы (ху==1), заключен- 
ныхъ между аесимитотою АВ (< точки А=1. точки В==2), 
ординатами АЙ и ВСР параллельнымй другой аесимитот®. 
прямой Г) равной и параллельной АВ, дугой ЕЧС и хордой 


О 1 1 1 
ЕС: Ва ЗИ и О &6., 


| 1 1 1 1 1 
ВЕР ась Г выя 8559 10 


1 1 1 
ЗС Газсвев "651528 185295510 чи 


ш бои *). 

Въ томъ же году Меркаторь обпародовалъь общую фор- 
мулу квадратуры гиперболы вЪ видЪ ряда, равположеннаго по 
восходящимъ стеленямъ абециесы кривой, отнесенной къ ас- 
самитотамъ 2). Джемс Греюри — своп изысканя о двойпыхъ 





&с.. 











ЕЧСуЕ 


1) Тве Бапагшо оЁ фе НурегБо!а, Бу ап шйпИе зегез оЁ га\опа] 
Миштьегз .... ие $Ве 11206 Во. Фе Гога У15сопп$ Бтоипскег, 
РЫЙ. Ттапз № 34. 1. Арг. 1668; Вей. о. с. 93, рр. 14—16; ем. также 


Еда О). ТЙзй аа С. С. и Охоп. Пее. 1696. Сота. ер1з$. С. ©. 


Г. е# 7. \. Ичйзй ор. Мат. 6. ПГ ДеРрайй Орега оташа е@ Ошеяз, $. ПП. 
Сепеуае 1768, р. 92. Г. ша В. беБ. Бгзо. у. СегВ. Егзё. АБ. В. ТУ. р. 6. 

?) М. Мегсаюг. БосалтИ ла офееВ пла з1уе Мео4из сопзтиеп41 Госаги А - 
1108 Мота,......., 567160 АтфевАе соштиатлеаба Аппо 5е. 1667 №1013 Ап- 
сиз: сп1 пиие авсеё. Уега фиайтафата Нурегфо]ае, еф туепйо Бишшае 
Госагтогаш ........ Бопаш 402СЬХУШ. Ртор. ХУ. рр. 29, 30, Ргор. 
ХУП. Фиадгаита Нуретбдае. рр. 31—33; ‹С’езф епйа А ГАг. 4ез ту. 4е У. 
Чае попз 4еуопз & сетфалоз ёоаг@з 1а 46еопует(е БтШаще раг 1адаее 1е 


оботёте М. М. з’Шазга...... ее Раф еп еБегепап& 5 аррНапег &А ГВурет- 
Бо]е 1ез гёо]ез 4е сейе АтИ\шюеНатие. да’ фгопуа ипе заЦе.. ... » ит. д, 


Мошиса. |. в. Матее. %.[У. рр. 171. 172; ср. сказанное въ обзорЪ 6-го пер1ода 
на стр. 26. 27; ‹«И@яиз зщ Ореге зао ат бВтаейео ра бИсафо А. Ш. 1657 
(здЪеь говорится 0 евочинени Майезз Оптетзайз) Сар. 33 Ргор. 68. гедпхь 





А 
Ггаейопет [В Рег регремата О1у110опешт 11 зеет А--АА--АВ’--АВ?-|- 


- АВ*- &е....... Роша Мегсаюг сущ]еауй Ретопзгайоптет \иа]иаз ()пад- 
габагае (квад др. гиперболы) рег О1у1510пет Рот11 \\.; её дешсерз Вац@ шаЦо 
розф Ласобиз Стедотгиз (въ вочиненти Вхетсйайоптез Сеотейчсае 1668} беотпе{т1еаля 
С Решопзег'а опен 1 1аееш е414 ......» Оотт. ерёё. 4е Ап. рг. р. 
ЗИ №соаиз Метсаюот (ет Но]з{ештег уоп бета | Меркаторъ род. въ 
1620. г., умеръ въ 1681], ааЪег у1ее1еВ& зе еоер 1еесг Мате Кгазаег ойег 
Каайлатп)...... › Сет. Еш4а. р. 36. 
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безконечныхъ рядахъ возрастающихь и убывающихъ величинт, 
безгранично подходящихъ къ изелФдуемой величинВ '). 0ъ 
помощью этихъ изысканй, Гретори старался, между прочимт. 
доказать невозможность квадратуры круга 2). 

Наконецъ. Ньютона. еще до 1666 года, открылъ знаме- 
нитую формулу бинома 3). 

Я приведу н\еколько отрывковъ изъ сочиненя Грегори: 
«Уега Отели 4 Нурегбо]ае Фиайтабога». превосходно характе- 
ризующихъ воззрзня тгеометвовъ того времени на задачи и ме- 
тоды общаго анализа. Грегори  задалея слишкомъ высокими 
пЪлями. которыхъ онъ не могъ достигнуть, не справился и 6Ъ 
первыми вотртившимися трудностями “); тъмъ не менфе онъ 


1) Уега СисаЫ её НурегЪо]ае Опайгафата Ач оте Ласобо Стелотю. Ра- 
{ай 1668. Перепечатано въ собрмыйи сочиненй Гюйгенеа : С". Нидепё бий- 
сретй Орега Уат1а Тот. Бес. Орега беот. рр. 406 з44. 

2) У. (0. е Нур. Чиа4киита. Ргор. ХГ. Теотета, рр. 429—432. Бейойит 


р. 432 в9а4. 
3) Ом. 1заасё Мешют. Ерлбо]а розбет1ог а@ О1Четитотии. А. О. 24 


ОсфоЪ. 1676. Г. №. Оризсйа Май. рЪПоз. & рЬПо]. е4 ХТ. Сазй@опеиз Раазапае 
& Сепеуае 1744. +. [. рр. 338, 329: «биЪ пийо за 1огит таеогат Ма{пета- 
Ясогиш. а! 1е1Чегалю 31 Орега Сеефеггию УаЙай позе сопз14егап4о Ъе- 
г1ез.....›, р. 332: «Ео фетротге резМз шогиетз, (дпае сопйс апп1з 1665, 
° 1666.) собоф ше В1пе Гасеге, её аПа сос{аге›.— ‹Ташефз уосараЙз сепега- 
Низ аесерЫз ргой здет ВаЪег! розз!ф соийтиае арргортиайотев, & зетез соптег- 
деез, & зет4ез тртИае.......... А :л1е фатеп @15Япсаоиеат А уаоте ехаефо 
рег $. ®/. рторе @1ейаз, дие рег тега 1егимтогат соНеебопет вопзап- 
Баг; даа]ез о1 Раог, ргпоиз ед №. Меге. аларНау М ею’ютиз....., Пцегий 
уеПеш. аз её Вгоипбейапаз ехргппеп@1 гаЯопез. её Нидело— и Ч10- 
чае зе1егит сопуегсет ии шефойит рготоуск. Сейф из т а зпа 
аа УУа1зпаю Чаат бе 28 Май 1697. Г. Ор. +. ПТ. ъ. 104. Г. ш. 5. Е.А. 


ВУ: р/24. 
) "См. Нидепй. ОЪзегуаНопез ш ИЪгиат 7. Сбтес. 4е У.С. её Н. Фпад- 


гафага. Орега узла $. ЦП. рр. 468-466; въ собранйфи сочиненй Гюйгенса 
напечатаны вез документы, относящиеся къ впору его съ Грегори по этому 
вопросу: Ое Отс. е Нур. Фиайгайита Соттотегяа рр. 405—482; въ дополненше 
къ этому см. Сг. Нид Ое Стеай Маспйа@ше туепа, Ор. уаг. $. П. рр. 
351—387. Грегори нашелъ услов!е, которое ‘не выполняется въ рядахъ для 
квадр. круга и гиц.. достаточное, но не необходимое, для того, чтобы сход. 
ряды представляли алгебричеекую Фхункц!о (зет. с. 4. {египта о её (ца фаз 
» 4. аз апаумее сотшрозНа). Ср. Моше. Н. 4. М. п. ва, &. ИП. рр. 86, 
87, +. ТУ. рр. 632, 633; И’, И. В. Ва, А 3%. асс. р. 218, 


150 И. ТИМЧЕНКО. 150 


достигь нфкоторыхъ интересныхь результатовъ и, во всяком 
случа, его глубовмя мысли, справедливыя и ябныя, не могли 
пройти безелфдно для послЗдующихъ поколВнйЙ математиковъ: 
быть можетъ оказали он не малое вл!ян1е на развит!е тен!аль- 
ныхъ идей Лейбница '). 

‹Месит ай иат@о содшафат алтйсе Гесют», такъ начи- 
наоть Грегори предислове къ своему труду, ‹пит Апаунса 
сит 5и18 дитие оретанотлфиз еззеё зи} слет, & депегайз 
тео4из зтоезноат@ оттез диашищит рторо’Нопез, иЁ вп 
ийНо зиае Чеотейчае а/Игтате чает Сатмезиз 2); 54 ет 
Иа еззеё, роззфИе ТотеЁ елиз оре ‘юнез 4есапнат сгсий 
диайтаитат ехете: сит 4ие йаес тете тег гегет Гасйе 
ретсер\ ех Пафепиз терегИз сатсий ртортчеанфиз пиЦат р083е 
атауят атзНий ай ятисвтае зтзетлемет: аетае тия 
айаз Чиаетепи атс зи тешет рилиз зесипа, ртбта епт 
ит са’сио 690 езё содтаю: еж [избе ретсерь зетет родо- 
потилт соптегдепит, силиз Феттипано езё слтеш@ зесют; ий 
зайт 4 айдио4 атуз1оз оезНодили. ее зететит, соп- 
етуетиит паи поп зо т расйлотбиз дилфиз4ат 
сазфиз, зе еНат зт депете сопзд4етаз,...... туашйя 
пил офебщит оттёит, зеснопит сотйсатит диадтаита:.. 
-...., тзиретабщет ФИсшииет чт елиз зетле: дегтата- 
попе......Чертейет : зе4 апито тез иепз ап уз 0]}- 
сгит еззе эсир дебтае соттитаз, поп зофий ртоМетиа 
гезойосте, зе4 еНат вотит ттроззбййиет (5 ориз 5) 4е- 
топятате;.... а4 зесипфит те сэптети, диой сете зирта 





') «Офепай пив1 оЙш Нидети», Рат1зИз. Ласобё Стедогй реггеует 1- 
е| ам 11 4°, ш Чао у1Чезиг а Нааа соо тег ргото{10 зет1егит сопуег- 
спит, ху хто, Чаатапат тИ 1пзр1ееге бала шп газа, поп 1есеге 
уасаг >» Гефтз въ упомянутомъ письмЪ къ Валлису 98 мая 1697 г. оре это 
письмо и письмо къ Шкову Бернулли (Арг. 1703) (ем. С... Сефага, Ге 
Ет44еекиюс 4. ОШегепНа]теспииле 4агев Гешуи еёе., НаПе 1848. рр. 29— 
32 (ВеПасе [.). [.. т. Зег. Е. А. В, Ш. НаПе 1855. АпшегКкапо. и, 3. 71, 
рр. 71—73. 

Ор стр. 125; 
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вобит зиссеззй;...... отлить зесйопить сотйсатит зетат 
& ейнтат ст зиа рторотйопит зреме дчайтиитат $ 
ицедтат рторот#отйз ресет алие псодтйат отбз Сеоте1- 
74со реГасю, диат ейат...... а] соттелзитабет зетае 
‘Фиат ртолдте тедисо, ргалл Гас, етот та. $ елгас- 
Нопе та@сёя, зит4е зойЧае (тй }аЙот) ти 0 ф’елоте ; т 
отий впйт рторотНопе зисоттепзита 04 рез арртохита- 
Нотез теситтиле Майетайе:...... >в) 


Грегори. тажимъ образомъ, считал возможным распро- 
странить алгебру Декарта на вс возможныя соотношен1я вели- 
чинъ, присовокупивъ къ. эломентарнымь аналитическим ДЪй- 
стыямъ транспендентную операцио образоваюя величинъ посред- 
ствомъ сходящихся оядовъ; подъ сходящимися рядами разум ль 
онъ двЪ строки величинъ возрастающихь @,, @›. @3, @4,..... 
и убывающихъ 6.. 6,. 63. б......- по опредфленному закону, 
въ которыхъ разность 6,—а, безгранично убываетъ съ возраста- 
нтемъ я *). 

‹..... Додиатит 4е ргоротйопте дииептиз офит Пабеё & 
дийтдие оретанотфиз али Цуса5, зе а тейсае ош дата... 
педие зетеот розё Самеяит 148 орегайотез т деотетат 
ааЧисете»...,... 3). «Адоетеп4ит фиофие её зил пи- 
тет ГтасН пилиат ртоведим ех ичедтотит аапоте, 
зифаиснопе. пийирИсаНопе, зе Фатёит вх 4идяюте;...... 
пе. диап ние; поп атУйса; пипдиат ртосепат"е вх 
атай/нсатит а4@опе, зибФисНоте, тщирасаНоте, тасит 
сзёгасНнопе, зе ех зелёа рас ореганопе; Иа и! паев поза 





г) Уега С. ев Н. байт ‚, Гесот Оеотетае БЗашет. Нид. Ор. У. $. Ц 
рр. 406—408. 

2) 144. Оейтйопез, Пег. 9, рр. 413. 414; вр. Реё{. Сезсй. 4. и В. рр. 
ТЕХ: 

`) Уста С. е Н. Фиааг., р. 409; я пропустилъ слова Грегори, относя- 
пцяся къ предетавленямъ, о которыхъ я сейчает буду говорить, елова, ко` 
торыя безъ контекста звучали бы странно рядомъ еъ сеылкою на Декарта; 
ср. сказанное въ обзор шестаго пер!ода на етр. 28, 
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иует 0 а Ча а тьенсае айат орегайотет. у деотенчае 
айат танотйз зредет.......» 1) 


Я не могу оставить сочинен1я Грегори, не воспользовав- 
шись тВми свЪдЪнями, которыя оно даетъ намъ, о зам чатель- 
номъ пероворотВ, происшедшемь въ общемъ математическому 
учени о величинахъ, перезоротВ. о которомъ уже было упомя- 
нуто въ 0бзорз б-го пер1ода, и благодаря которому арнометика 
заняла главное мЪето въ ряду воЪхъ матемалическихь наукЪ, 
стала ихъ основашемъ и иеходнымь пунктомъ =} 


ихЬ рторотНо....,.побаз поног ет питетз веи 
7% Чиатёие 4бстеа, диат т сопнпиа.....: Рато цадие 
заепаит езё поз зетрег побаз ртгоропеге диапйНиез соттеп- 
зитабЦез, зеи диае (тет зе зипё и! питегиз а4 питетилт; рторо"- 
Нопет епататсоттепзитащет тля тан ай соттепз итабщет 


пиЙо то4о регсятиз, пабе! ет фл зе пезсто д зпртав.. 


теет позётали офит4епз 6 ятрИсет ретсериопет атуе- 
Четз:.... ех 3 дитдие орегано физ ат итеисз. Чиае 
зи бащит ятрйсез, ао 6 зи_тасно; т нрисано ет 
её сотрозиа ех а4тоте. & 4йля0 ех зи тасНоте. $ ед- 
тасйо тафсит, диае 4 депеге п авиа ея диат зт- 
ето рторотНопаз сопипепзитафИаз, иае диат  ртолатё ас- 
сей а4 рторотнотет аптунсат псоттепзитафйет, сот- 
ропщиг ез ртаеседепифиз Чиаиот; & пота зеа орегано 
(иае т депеге т И ави4 ея Чиат зпоъепно уторотНотяз 
сотипепзита, диат ртодте ассецепыз а4 поятат 22т0- 
ротНопет пот, апщунсат, сотропит ех р7отфиз дидтдие» 3). 
Грегори прибавляетъ къ концу своего предиеловня:...... $ 
епит ау аззепвит а4ео еиет поп содаё ас деотейта. 
питдиат Чате тезрий пес тезриете роезё деотейча, диод 





') ТГега С. её Н. Фиааг. рр. 409—410; ем, #4. Пейп, 5, 6, 7, 8, Рей- 
Нопез 1,2. 
*) См. предъид. прим. 


*) Г. Стедоту 1. с, р. 409. 


ен 
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ртобавё зетё ата уз деотейчса. Ех рас тоепНопе 4е4исо 
Чч0див погат зесйопит апдщатит $ [ода Нитотит 4осич- 
пат, ГасИет фи4ет. т рта схрейиззитат б деотенчса 
ЧетотятаНоле титйат:........ ›1). 

Удивительные уси®хи арпометики въ теорий и въ прило- 


*> 


жентяхъ, введено десятичныхъь дробей и логариомовъ 2) не- 


_сомизино повмяли на распространенте такяхъ воззрфиИ; что 


касается ихъ первоначальнато происхожденя. то ето, я дума» 
было бы нЪеколько трудно опредЪлить 3). Учеме Вьъеты о ве- 
личинахЪ было слиткомъ отвлеченно. теор1я Докарта была изло- 
жена слишкомъ кралко: оба эти направлешя были поняты пе- 
многими и нашли немногихъ послЪдователей “). Многимъ гео- 


:) 1На, р. 411. 

?) Введеше десятичныхть дробей и изобрВтен!е логариеомовъ находятея 
несомн®нно вт» твеной связи; см. замбтку Нэпира въ сочинени Вар4ооолае 
зсп пашега$ р. утоа!аз тр 4ио Баса. 1626 ПЪ. Г. Сар. [У: эта замЪтка 
приведена съ примчанями въ англуйскомъ издани труда Нэпира: Те еоп- 
збгиеНоп ог Фе моп4егЁРа1 сапоп оЁ Росат1Иитз Бу Л. М. фталмей Ггот 
Гао имо Еле уИЪ Мофез ее. Бу 7’. В. Мас4опаа, ЕЯ т. & Бот. 
1889. рр. 88—90 (Мо{аой оЁ Оеспаа1 ЕгазНотз); ср. И. И. В. В-Й. А 38. 
асе. рр. 176. 117; А. И. НапаЪаеЪ 4. Азгов. Егз. На]ЪЪ. р. 63; перво- 
начальное введене логариемовъ было обусловлено исключительно цзлями 
практической математики. наиболве легкаго и удобнаго вычислещя ‹размвровъ 
геометричеескихъ образовъ и.движен! вт, пространств»; Марег. Сопзфг. зееф. 
1. (Мас4от. р. Т); вр Оезстрио. ИЪ. П. Сар. У|- заключене (Маса. о. ©. р. 87): 

3) 0. Ю. Манцонь поесвятилъ этому вопросу нЪеколько интересных 
статей, напечатанныхъ въ Вистникь опытной физ. и элем. математики 
9. К. Шпачинекаго №№ 75. 77. 82 (1889 г.), принадлежащихъ къ сери ста- 
тей подъ общимъ заглав1емъ : Именованныя величины въ закольномь препо- 
даваши и значене ихъ символовь. №№ 55. 56. 63....... }; ем. также М. Мате. 
Н. 4 ве. юм. $. ГУ. рр. 58—60: Аюёте 4ез Модеттез; ср. 0. Ю. Мац. В. 
оп. 93. и эл. м. № 77. р. 90 строки 5—9 снизу и Маме. +. ТУ. р. 3. ‹...... 
1а тб ое 4е са]е0] 4е Резеал4ез ее.». 

‘) Наиболве ‘замвчательнымъ посл дователемъ Вьеты былъ Гюйгенеъ, 
быть можетъ также Ферматъ. см., наприм., упомянутый трудъ: Ое №4лайо- 
пит 10а ата фтапзтл{аНоне ее. Орега рр..44—57); о Гюйгенев ер. Маз. 
В. 4. М. $. У. рр. 49, 51; 9 Ю. Мацонь Е с. № 82 р. 183, тамъ же см. о 


ПОВ Усет (рр. 183: 186); Маме: % ИТ. р. 189-1920 6... 2 Дисш 


рат т Шапит...... Се сепге 4е ЧисНоп пе ге]6уе еп т1ей 4е 1а Ш (от1е 4е 
У1е, её Гоп ропггай Фте да’ езф еп 4евогз 4е $о4е ЗВёоме еёе.›); что 
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метрам воззуфтя Вьеты и Декарта казались слишкомъ смЪ- 
лымй или недостаточно обоснованными; единственнымъ ралю- 
пальнымъ путемь въ приложени алгебры къ соотномешямъ 
конкратныхъ величинъ имъ представлялось выражене этихъ ве- 
личинъ точно или приближенно отвлеченными числами. Этотъ 
путь. уничтоживиИй старую традищонную границу между уче- 
нем о числахъ й учешяхъ о величинахъ вообще 1). по своей 
точкз отправленя былъ, конечно, не новъ; таже пдея лежала 
въ основаши всей восточной математики, влян1е которой реаги- 
ровало, такимъ образомъ. протявъ возрожденя греческой науки. 
Пля строгаго приложеня этой идеи къ величинамъ несоизуври- 
мымъ между собою требовалея, однако. новый принципъ—вве- 
деше отвлеченнаго иррацональнаго числа какъ предзла безко- 
печнаго и безгранично подходящато ряда рашональныхъ чиселъ *). 
На этотъ принцииъ и намекаетъь Грегори. говоря объ из- 
влечени иррац1ональныхь корней и о шестомъ дЪйсти въ арио- 
метик»з. | 
Распространен1е новыхъ воззувй на природу алгебриче- 
скаго счисленя въ 17-мъ столЪи принадлежитъ. главнымъ 


касается Декарта, то даже первые комментаторы «Геометр!и» не дали себъ 
труда выяснить вее значен1е его метода и развить его коротюя замЪчанйя: 
Е. Бе Веаите (Сеотейча 11 И по. 18%. уегва А Е & ев. 1649. рр. 119—124) 
стараетея лишь показать какимъ образомтъ воотношеня между величинами 
вообще приводятся къ еоотношен1ямъ прямолинейных отрЪзковъ:; о природз 
конкретный дВйетв!й Декарта товоритъ мало и глухо; еще меньше говоритъ 
объ этомъ 5ейооет ( Атоитет ия ргию! Иа р. 163, Сомшенаги ш 1. рг. рр. 
165, 166). Горячимъ противникомъ ариометическаго учен!я о величинахъ 
выетупилъ Ваггою въ ввоихъ лекшяхъ: [лас Ваггою ГБесбопез МафВета%1- 
сае ХХПГ; ш Чифаз Ргше1р1а МафБезедз сепегаЙа ехропип ии": НафЦае Сап- 
фа)т1о1ае А. О). 1664, 1665, 1666. Гоп4, 1633, Май. \Уогкз е4. Ийешей. рр. 
1—378. 

1) См. етр. 44, 53, прим. 1. 

?) Окончательная систематическая разработка этого принципа и выте- 
кающаго изъ него учен!я о величинахъ едЪфлана лишь въ недавнее время 
благодаря трудамъ Вейериипрасса, Дедекинда, Г. Кантора и Гейне; ем О. 
Ко. Уотезипоею йЪ. аЙсешеше Аг мейк, 2? ТШе. Те1ри. 1885 86; К. 
Ех Китьег Аг1зз етег Сезеплев{е 4ег Еетещаг-- Майветайк, Та\иасет 
1890. рр. 91—94. 
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образомъ, антлйекимь математикамъ;: Марег и аще '), 
Нато и Оидите4 *), Мегемот 3) и Таз приложили къ 
этому свои стараня. 


«$ еппи сопуегалю Ат шечса». лишетъ Валлисъ. 
«ши зпарНе1ог 6’ шас1$ абзтаеа (410 ЗасЙиз позфог 
ой шопа) дпйш е5$ беотефтса; аФеоцие шаз18 хепега5» 
а 154ие шафегиз аррИсаЮз; еразцие а@ @еошефтали ассото- 
Чао е5ф ипиз сазиз Чосфттае пи1уетзаПз. 104 ргобё погилф, 
чи ЕлеПа8 Вайопаш 4осфттат, (@еотейле фгай{ма Ш 
0615), шаМо 1611$ ех№ еп ш Атбпмейеа зрес1оза» 4). 


Нэпиръ установилъ, между прочимъ, правила арномети- 
ческихъ дЪйств!Й надъ несоизмВримыми количествами. 


7. «Есть еще друюе правнло для точности»; товоритъ 
онъ 5), «именно коба неизвьстное илм несоизмъримое ко- 
личество заключено между двумя близкими друь кз дру 
числовыми предълами ....,..... если раздзлимъ сторону 
квадрата на 1000 частей. дллгональ будетъ квадратнымъ кор- 
немъ чиела 2000000. Такъ какъ это несоизм®римое число, то 


1) бт Непгу Заз Це (1549—1622); см. И. Т'. Воизе ‘аЦП. А №\оту о 
Ме зу оЁ МафВета{ сз аф Саш ое 1889, рр. 29. 30. Савиль основалъ 
въ ОксФордекомъ универеитетЪ каесдру геометр!и. доселЪ носящую его имя, 

2) ИЗШат Оидитеа (1574—1660); см. М. №’, В. Вай. Па, рр. 30-3; 
главное его сочинен1е!: С1ё$ МаМетайса. 163]1— систематичеек\й трактатъ по 
ариеметикв и алгебръ. 

3) «Опой Н. Оепт’ игфиз Раег Вгетепзз, её №соаиз Метсают, Нойзайиз;.. 
Неа за {ет Апо]0$ поп #а133е., за415 поу\!,...... бей ари@ поз ла улхегаи® 
её. Чи1еЧи!4 Вас 1 ге Гесет1аф ари@ поз Тасбли е36›. Иа 11 Ер13%. аа [ей - 
п1Наш 1 ее. 1696. Ге. ор. её Ошепз +. ИГ. р 94; ш. Берг. Е. А. В. ПУ, 
р. 8; ем. Мегсают. РосатИ тобеера. введеше рр. 1, 2: «Чиаетайшойиана 
епиа 0тп13 ша ИрИсафог езё пашегиз АгИвшейецз (6 Вабеб беты т 
АгИйтенеа Ргас1са;) Ца 012013 отбаз А @1у19101е ез6 зтИЦег п. Аг......> 
(р. 2). 

_ 4) Ерзбоа ИТаШзй а Гейтйит 30 а]. 1697. Гейт. ор. Ош. +. ТП. р. 115; 
о Е А ВТУ р. 38. 

3) Я считаю удобнымъ приводить въ подлинник только везмъ по- 
нятныя латинск!я цитаты. Къ вожалзн!ю я не имЪлъ подъ рукой подлинника 
«Сопз гие 0» Нэпира, а пользовалея англ1Йскимъ переводомъ Макдональда. 
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мы ищемъ предЪлы его посредетвомъ извлечешя квадратнато 
корня, именно больиий предзлъ 1415 и меньший предЪлъ 1414, 


604 604 
или боле точно 1414 больший. и 14145559 меньший ; 


ибо уменьшая разность между предфлами, мы увеличиваемъ 
точность. Бмъьсто самыхз неизвпстныхь количестве, нужно 
скаадывалть, вычитать, умножалнь, или дълить иль предъ- 
лы, смотря по обстоятельствамг. 


8. Два предъла одною количества складываются сз 
двума предълами друзало, кода меньийй предъль одною при- 
бавляется къ меньшему предълу друшю, а больший кз б04- 


9. Два предъла однаю количества умножаются на два 
предьла друзло, кода меньший предъль одною множится 
на меньший предъль друшю, а больший предъль на больший. 
Такъ, пусть одно изъ количествъ аб ложить между предЪлами 
10.502 и 10.500. а другое ас между предвлами 3,216 и 3.215. 
Тогда, умножая 10.502 на 3.216, а 10.500 на 3.315. ны 
получимъ предфлы 33.774432-и 33.757500, между которыми 
будетъ лежать площадь абс4» '). 

Точно также опред®лялетъь Нэпиръ вычитание и дЪфлен!е?). 

Въ особенноетй подробно и настойчиво излагаетъ свои 
взгляды 0бъ этомъ предметв Валлисъ. который въ своихъ ео- 
чинешяхь не пропуекаетъ для этого ни одного удобнато случая. 
Мы обратимся къ одному изъ послЪднихЪ трудовъ Валлиеа, его 
«Алгебрь», сочиненю замзчательному. кромЪ тото, и въ дру- 


') Те Сопзтисноп ее. Ъу Лот Марег, 4гапз1. Бу У), В. Маедопа 4. Зее. 
Ур. 9. 0. 

*) 194, Зее4. 10, 11, рр. 10, 11; елздуетъ прибавить ‘къ этому пер- 
воначальное опредклене логариема, данное Нэпиромъ (Дезегфрно. ПШеё. 2); 
‹Горагитиз сиуиздие зпйз © питегиз дийт ргохёте 4ебтекз [теат диае асдищиег 
стей, ищетея Чит зтйз 1о6из пеа рторотвоп ег т ит тит Честевй., вабще 
итодие то зупейтото, ащие то аедиоеосе»; ср. Сопяг. Зес$. 96. е4. Маса. р. 19. 














Га 
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гихъ отношентяхь '). Въ ХГХ глав Валлиеъ трактуетъ о 
пропорщуях» : 22 ПаНопе зе РторотНопе: 

‹...... Рег Вамопею зеп Ргоротйопеш, ват {ео 
(Евклидъ) Чиотит пишегатим (аЙачагитуе мастит 
Вотооепеагит) цп1тиз а абегиш Вар ба тет зеи геайопет; 
Чпае ог биг ех 41\1310пе апфесеен $ рег сопзециещет...... 
Еф имуетзаШег, габо 1рзиз А аа Б, в Чиае Цепомтаблаг 
ар А; 106. е3$. А поете 1рзшз А рег Б агяя. Ежропепз 
16, зв Депопитают (ВаИо8) аф Чионептз (афеседени 
рег сопзедиещет тэг) ЕпеПае @6лг Пуибсис, (4еЁ. 3. 
И. 5 & 46. 5. Ш. 6.) *)...... дтае рег даоарИе жмет 
зеи дчаирйсимет...... ехропетефиг: пё Чпае ехропщ,..,. 
(10$ У161рщз (уе] еЯаш 410 4 Чи из пп а8 118 рат из) 
сетзен@ из $1 атбесейетз 1п зе вопИпеге сопзедиеет»....?). 
И нЪеколько далЪфе. говоря объ опредЪлеюи Евклида, Валлисъ 
повторяетъ. ‹Тобадие Ванопаз за Ргоротйотаз аейиЦо Ша "), 
а. Нос езф. 410$ \161п3, ап еНам Чпа уе] дпаща 
ратфе пп1из у1618, аЙега аЦегаю сопИпежф...... Багхговиз 
946 Ртеутаз. зе еойешт зепзи: М№Митега ргоро’нопа[е; зи. сит. 
ртииз зесит 1. её ютНиз диатН аедиит ИВ ыех ея, зе ва4ет 
ратз; сё 4еплдие сит ратз ргит зесии4ить еЁ ва4ет ратз 
{ета аедие тени" диатили, се ве оетза 5). Ргорогопеяз 
мцеш (паз уобалф Тле//абИез; пб Чпае поп зи и пимегиз 


') Тофаптз У’аШз. Ое А]оерга Тгафафаз Июот1еиз её РгаеЙеиз Аппо 
1685 АпоИее еб из, Мате Ацеаз фабте....... Орегаш Майе. Оо]ашев 
аЦегам. Охошае МРСХСИТ. 


2?) Ср. стр. 58 и етр. 10 прим. 5; геометры этой эпохи употребляли 
безразлично елова таёо и рторотйо для обозначеня геометрическаго отношенля 
(2470$) [ер. у Декарта стр. 117, прим. 3]; о происхожден!и этихъ еловтъ ем. 
Ваттош. Гееф. МабЬ. е4. И7е. рр. 271, 272. | 

3) У. А1оега. Ор. М. %. П. р. 85. 

*) Ольдуетъ опредзлене Евклида (Е1. 1. У). 

3) Это опредвлеме относитея только къ */иеламь; ем. различиыя ви- 
доизизнешая 5 опр. Евклида у Вазтош. ее. Мэт. е4. И)е». рр. 334, 335, 
370, также зам чаня объ опредвл. Раллиса рр 373, 374, 
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а@ пишегиш, зе и шаси и 1тез шфег зе Писотшепзига ез 
........ респПама пошта поп зппф а4ерфае; зе@ ез1опат 
5061$ рег 1308 501 %$ет11105. ап а110$ ш вадем таМопе соп- 


А 1 
вИбиваз...... Нос 686, ргорот1о аЪ 3 зе у епопитафа. Е 


(идет Чпае тахпие зип оНаШез, 516 заере пшшего (пес 


23 
па]е) ехфетиг. 08 Фира, туда. диа4тийа. &. Рег > 1 


1 Ах 
1 &6. па Челопайоте пф рагииий пбфиг Омд/ге4из;").. 


Говоря въ ХХУ глав объ, пррацональныхъь корняхъ 
«Ре Пафефиз бит», Валлиеъ, безъ дальнфИшихъ объясне- 
шй, приписываеть имЪъ «способность подвергаться ариомети- 
ческимъ дЪйств1ямъ ›: 

<.......... Ра ]/2, зеп |2 рго табее дпаагаса 
ппшег! 2. Цеш ]/63 рго га@ее Си са пишег! 3. Оцае дш- 
Чели зпрозиИНае гм еез 516 @51епмае., поп роззииф пашет 
(1ф 1одиапфиг) е//аб\ из ехртиш: ... ...... Пепе 90- 
11% Ласез Юит4ае. Нае фатеп Васе бигдае дааа 
поп [0331ё уегз тиинет!5 ехргиш, зпиф фатеп сарасез орега- 
опиши Ат шейсатит; ра АаЧЧНотз, бафаеНов, Ми- 
ИрИсаоти$, 01у15101и8, &6.» 2). 

Въ ХХХ главЪ, Пе Твота Нато; биаедие Ащетае 
зеснопе Гтипа» введене новыхъ взглядовъ приписываетея 
Гарртоту: 
ео Кас бие ......18 зепзпи 4е$16е56а$ айницз А 
ргауд сопзпефа@ те, сопзетгат@ т ЛаНопез звеи  Ргоро’Нопез 
(дпе зип риге Ат мейсае зрести отт“), Чиая? Фпиепзюпез 
риге Чеотей“тсаз Тпуо]уететё; ргорфег чина тан. Сибдие по- 
пита & беотейта шибпайа; ий 1асеат са пошта, А ди из 
ароггев Соошойча, СиафФдна/таютит. бире’зойЧотит, 





* У. А]. рр. 85. 87. 
аа ср. 117. 





я а 


Ви 
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Чиа4т-сифотит &с......... Аеодие рго А, 44, Ас, Адд, 
Адс, 66. ") заб Май Ше (16 пафатае таз сопзотии) а, 
аа, ааа, аааа, ааааа, &6. уе (дпо@ фаит4ешт е86) а, 


а?. а, а^, а°, &е. ТЧетате поппипдпат тпи Оид/итедиз: 
с, 52) 


За двадцать восемь лЪтъ до появленя «Алгебры» Валлиеъ 
издалъ трактатъ ‹Мабезз ишуегва5» %), въ которомъ раз- 
вилъ приведенныя выше воззрЪня еще съ большей подробно- 
стью; распространене этихъ воззрЪй-——одна изъ главныхъ 
цЪлей этого сочинения, весьма обстоятельнато, ириспособленнаго 
преимущественно для учебныхъ цзлей (Ориз...... топ ри$ 
’ ргэзегбии $ $ел1$ ассомо4абит,...... Ца фашеп сошра- 
гаи. пб и ео сопИпеащаг еИзми Рег8 поп всощешпелаа. 

...з “). Въ предиелови 5) авторъ старался изобразить 
историческое развите ученйя о числахъ какъ общей, математи- 
ческой науки — Маф Иез15 ии1уегза1: 


т. Митетотит па ита зайет диоа4 пиедтоз, Лат 
ойт ет ТГветфиз ртобе по. АЕ сасий из еотит ретшехиз 
Е у пичсаиз......: М зиап4о а4 ииедтотит 


ра’тНсща$ езсепает4ит ета, а4 зстири]оз зехадеятищез сот- 
Тидебат (д имедтотит чтят Пабебаит) айё венат аа 
Вайопит 4осичтат Рита Птезье ехрисапаат. Ащие тс 
Табит ащито. дио4 Вайпопит Посттат. диае пи ди- 
Чет Ат итейсае они; сопя4етаотйз зч4ещит (ащие а4 


') Какъ у Вьеты, ем. стр. 108, 109. 

2; Уаз А]о. р. 137; вер. прим. 3, на етр. 118. 

3) МабВез1з Оп1уегза18 уе АтИшейсат Ориз Пиеогаш, Таш РЬ1- 
1010о1ее, баш Ма ешайее {тай Каш,...... Е4йа Аппо 1657, Лор. Уаз Сео- 
шей1ае Рго{еззог18 Бау1Шат1......Оф. Маф. Уо1. Г Охощае 1695. 91. р. 1 
— 228; 90. Ю. Мацонь въ одной изъ своихъ статей (1. с. № 82) приводитъ въ 
рувекомъ перевод обширныя извлечен!я изъ этого вочиненмя. 

*) Иа[& Ор. Мы. 6. Г (3 стр. 1-го лиета): АЯ (е<отет ртаеГайо. 

5) Посвящене: [поеп103131 из РосЯззии1аае Упуз, б. Бапофайв 5. Т. 
р., р. Н. УШатзов 5. Т. О., О. 9. УШавь, 5. Т. О., р. 2. боа4ата, М, 
О. р. 13 394. 
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оттез апте Маезеоз ратез ретль4е зреде!) '), а4 @ео- 
тейчат Мате тейдагий:; рат ип зсайсеё дио4 лез Тасиз 
диат 146отз0зо *ЦШотить са вы Йо тез елутеит, ра’ит епат 
дио4 Атитейсез ротета ат зичеа }есетий, и тет 
пилтетаз (тайопайоиз зсйсе 6 диз4ет ицедтз), соегсетеп- 
гит, дифиз Фатеп аттепзоз Вайопит сотроз фаиЧ соетсет 
р05зе сетфит ета. Годиат ащет т АтИитенсат иито- 
Чисния езё Моатит питетайит, изиз....... Фит зтеге Цай 
байт (есапипте Гасйзот езазй тез (одот сасий, ит, еВат 





1) Объ ариеометической теор1и отношен]й и пропорщй и вообще объ 
ариеметическомъ учзн!и о величинахъ у Валлиса ем. Майезз Обет. Сар. 
ХХХ, рр. 149—154, Сар. ХХХ, рр. 154—157, также Сар. ХХХУ: Елейаз 
Еетет$ат ди1пбаш Ат юенее 4ешотзт. рр. 183—193, Сар. ХХХУТ 
Еетеп1 фиш зупорз1з рр. 198—194; далве въ первомъ же том Ор. М.: 
А4оетзиз Матсё Меботи Бе Ргорогвотабиз Пёодит, Ттасиция Шетейсиз рр. 231— 
256 (Ред1еамо Втоптек.), рр. 257—288 (Пе ре. О.; А. М. Ме. Сопзегра 
Вецамо), рр. 289, 290 (М. Мегзелле 10613 пофабаг); во второмъ томв Афебгае 
Сар. ХХ. рр. 85 вз94.: Ое Сотрозоте Мадийи@тит. Сар. У рр. 619 за4. 
(МВ. 649—651); Ре розщаю Фиймо её Бег. Чийлиа 115. 6. Ешейаз; Овсерано 
Сеотейчса. рр. 665 за4. ( МВ. р. 666).— Возраженя на вов пункты учешя 
Валлиса можно найти въ лекщяхъ Ваутою (Ге. МаТет.); ееф. Ш (противъ 
общихъ положев1й), [ееё. ХУПГ (противъ уподоблен1я геометрическихъ от- 
ношен!й величинамъ, р. 281 | МаЪ. Оту р. 136. у Ваттош, Ант. р. 236], 
Еес+. ХУ (противъ толкован1я терминовъ Евклида) }.. [. ХХИ и ХХШ 
(Защита Евклидова учен!я о пропорщяхъ).—Противъ учен1я объ отношеняхь 
какъ о величинахъ ем. также [.ее$. ХХ; это учен1е, очень древнее, зачатокъ 
котораго находится еще въ пеевдоевклидовомъ 5-мъ опредВлен1и 6-ой книги 
(ем. прим. 5 на етр. 70), въ разематриваемую эпоху получило широкое рае- 
пространен1е; у поелздователей ариометичеекаго ученя 0 величинахъ оно 


стало краеугольнымъ кампемъ всей ихъ теори (ср И’. И. В. Вай. А в. аес. 


рр. 259, 260);—у картезанцевъ оно вылилось въ своеобразную Форму. до- 
вольно неясную и сложную, овнованную на неудачномъ примвнен!и принци- 
повъ Декартовой хиловоф1и: см. [0984ие 4е Рот-Воуай. 1-ге рагйе, Свар. ХШ и 
4-ше рагМе, Свар. ТУ и интересную книжку А. Атпаш съ предиеловемтъ 


- 


Николя: Моиъеаих №Метепз 4е Двотёте...... бесоп4е Ешот. Ой 4 уа и Тгайё 
0 поители 4ез Рторотйотз,........ А Га Науе 1690; диабете зарроз\ от р. 


3; Шшуге зесоп4. Ре 1а Ва1зсп её Ргорогйоп @6ош6114иез, рр. 29—71; $. Ш. 
Ое 1а г. сотрозбе. рр. 72—89, 1.. 1У: Оез отап4ептз есоттепз. её 1теошиш. 
рр. 90 —144. (МБ, рр. 31, 82, 35).—Объ иетор1и Евклидова ученая о пропор- 
щияхъ ем. еще Напке[. Лиг СезеЪ. рр. 393—396, 399. 403, 404. ‹бейает тат 
ше ЕчкИ@еце Вевай ао уегоеззей ип уетаззеп Ва. ВИ шап че ши 
91071] & по Пейеп Биггосафет». (р. 404). 
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Атитейсез ротоета зпядтиет итриаа.......ассезяй енат 
..... Втасютит зресщано. (диат ТГеетез ГослзИеат Го- 
садалё и аб АтИптейеа @знпеют,) ') зе@ 8 битаотит 


Четсерз питетотит. ....Бе4 её ицетеа {етротаз, т Азйф- 
тейсат питетозат ратНит Песипайит изиз...... атес- 
ей... Ащие зтзирег ГосатИИтогим 40сета аб НПо- 


по’айззито Фопаппь Меррего (Матс/азютае ари4 Эсовоз 
Ватопе) ртпиЦиз ехсосйма. ....» ?). 

Въ первой глав говорится о предметЪ натематическихъ 
наукъ вообще й ихъ раздЪлени. 

‹....... Мабезе0з оЪ]ефа Мщетайа, зе за ез !ог- 
ша]афе, Чиабепиз Мепзитаб Йа. аЧеофае зесппапа Риз & 
Матиз, зе Лали & Мизиз сопч1етапйа:; & АаНотаз зеп 
РгоротНотаз сараса . ....,... АЧеодие за18 аррагеф, 4и1- 
физ 11 гебиз уегзафиг Ма ез1з: пешре ш Оаапивще, рег зе; 
шт аз ащет тез ошп!из, Чпайепиз уе] /иащИКайз сара- 
66$ зип, уе] а@ еаш тейпенуе теегащиг...... Ма етай- 
ОИ а, 41зе1рНтаз Ритаз @епитз, @паз фапбиа: пешре 
Атйтейсат 6 Сеотейчат; Фцатиш Ша ао 4е Опати ме 
Плзсгеа, уе пишего; Ваес ащет 4е Сопйппа, уе Мает- 
фи4те. Зе{ её ех №13 е3} дет а№ега шас1з, а{ега шов 
рига: 3$ еппа АтИвшенеез заб]есфиш ригИаз фиат еф та- 
21$ абзбтаебит. диам зиБ]есвии @еотентае; 1Чеодие зресша- 
Ч отез Пареф шао1з ипуегза]ез, Чпае ге? Сеотейеае рагЦег 
ас аз аедие зип аррИеаЪПез» 3). 

«Е пешре ОЪ}ебиш Сеотейсае», говоритъ Валлисъ во 
второй главф, «Мас 1о. цчижепиз ез$ шепзига1........ 


') Объ ариеметикв и логистикв у древнихъ сем. Ргосбй Гфёа4. ш рг. 
Еле]. Е1еш. ПЬгаш сош. её. Емефет. р. 38—40; ср. М. Самог. Уот. 1Ъ. 
4. Сезев. 4. М. Егз+. В. рр. 132, 274—276; Таппегу. Га @6от. Сбг. СЪ. ТШ. 
рр. 39. 40, 48—52; см. также, бош. А зв. Ь150огу оё бт. Ммь. Съарё. Щ. 
Стеек са]е1а1оп. Гос1зса, рр. 22—65. 

2) Уз. Май. Ошу. Ор. Мадь. +. Г, р. 14. ср. прим. 2 на етр. 153» 

*) И’аИёз. Ор. Мат. $. 1. рр. 11, 18. 


Т. ХИ Зал, Мат Отд, 


12 
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Мепзита ищет уего 1а 5110 фтиет зепви асеер{фали уеПеш, 
1$, 4116401 а еогиш 31101105 аЙееИопез её Вар Кайшез т- 
уезихатав ©6 тпбе]Пхеп4аз а Ицеф, сошргененаа. ....»1).. 

Особенно характерна и интересна въ занимающемь насъ 
вопросв одинадцатая глава Валлисова трактата ?), въ которой 
говорится объ алгебрическомь обозначенш. Вотъ какъ доказы- 
ваеть онъ, между прочимъ, что «алгебрическя степени (Ро{е- 
35аез} поясняются лучше ариеметическими степенями (та и$), 
чЪмъ геометрическими измЗрешями (Ппиеп510пе$) » 3). 

«МаПеш апфеш рег уаг10з @таив Ат ие е0$, Чиа 
рег Овошеф1ваз ПРийепя1юпез геш ехрИсате №15 46 аи. 
1° Чша шиуетза Аерга езф уете. Ат шеНнеа, поп беоте$- 
г16а........ А е вает ош ио таМо езф орегайоншт отт 
пни уе Агмейсатиш уе зрейат А]ееЪюеагим; дчае 
ех рглпериз паз18 сепегаШ из ргосеййи Чизмю пб беоше$ 13 
шетзига от из гезбиеатеиг “). 2° Оша Роезафез А]еертеае 
поп гато ааз азсепаииф диам беотейсае аптепз1отез. бам 
ети @еошейта поп р]агез дааш фгез ад Маф Фрпепз1отез... 
......5). 30 Оша еНатя: @еотейма роззеф 40% Аппеняюп- 
раз зоррейНаге.......... заер1вще....... воп аедпа- 
Нопез @ег1 ИЦег удав рофезфабез поп е]издет аа ии8; 
(004 ‹иату18 ваз сопуешаф Ота@ из АтИВшейс1з. беоше- 
11015 Фашеп Фпиепзюн из пеаЧиаш сопуеш........>6). 


1) 164. р. 20. 

*) 065 аллебрическомь обозначени; эта ХТ глава подробно разобрапа 
и частью переведена на русск! языкъ въ упомянутой етатьв 9, Ю. Мацона 
(В. 0. Ф. и дл. М. № 82. 1889 г.). 

°) Иа. Ор. Мад®. +. Г. р. 55. Маго. 

*) ‹Ех по офЦег регзрсеге 11сеф 4и1@ аа1сапдата в ае а1аа0о1ез 
шетога41 естес уп зещепа; ди? зе. 6 АгИБшейсат СеоштенА шаНо 
1а5 ехфеп@1 {ас1а% пап езбита, ип1уегзат А]оергаш беотевае аруаа1еаб ата 
2441е1$ Аг шей сае; ...... › Ваттою. Гееф. Маёь. ПТ. её Уи, р. 60. 

°) Возражен!е противъ этого пункта ем. 14. рр. 60, 61 ‹.......МВИ 
12 Цаг уаП41 соппеп$ ел3т041 габоеи1а». (р. 61). 

°) Из. Ор. Май. +. Г. р. 56. Объ однородности вр. Оезсамез, @ёо- 
ш6те. Мопу. 64. р. 8; см. етр. 123. 194. 
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Нужно обратить внимане на одну особенность раземотр®н- 
нато трактата Валлиса. бросающуюся въ глаза при чтени ето, 
особенность. которую можно замфтить и ВЪ «АлгебрВ»; Авторъ 
товоритъ очень неясно объ иррапональныхъ чиелахъ и отноше- 
нтяхъ й нигдВ не излатаеть теорми дЪйствИ надъ ними 1). 
Причина этого заключается въ томъ, что Валлисъ, отказавиись 
отъ общаго геометрическа?о предетавленя о величинахъ, раз- 
осматривая ихЪ только поскольку. он  «измФримы», видлЪ 
источникъ ирраптональноети, главнымъ образомъ. въ олредЪлен- 


ныхЪ вопросахъ анализа 2). Рёшая таке вопровы алгебрически, 


мы приходимъ, по мЪрЪ ихъ усложненя, все къ новымъ и но- 
вымъ формамъ, неприводимымъ къ простЪйшимъ, но которымъ 
помощью соотвЪфтетвеннато расширеня первоначальныхъ требо- 
ван! задачи можно придать опредфленное реальное значение. 
Теорля дЪйствЙ надъ этими формами вполнЪз опредЪляетея ихъ 
происхожденемъ. что даетъ намъ возможность разсматривать 
ихъ какъ 0собато рода числа и раздвигать такимъ образомъ 
границы обыкновенной Ариометики 3). Предположимъ, напримЗръ, 
что требуется найти число, квадратъ котораго есть а*-{-0?, гд% 
аи камя нибудь числа. Рфшая уравнене этого вопроса: 
12—а?--0?. мы получаемъ форму | (а2--6?), неприводимую въ 
тВхъ случаяхъ, когда сумма а?-- 6? не есть точный квадратъ. 
Мы можемъ расширить первоначальное требоване и предложить 
себ отыскать число. квадратъ котораго равенъ 4?-- 6? или от- 
личаетсея отъ него на число меньшее произвольно даннаго; 
с = ]/(а?--0?) предетавить въ такомъ случаЪ число, удовле- 
творяющее точно или приближенно. ©ъ какой угодно степенью 
точности, предложенному уравненю; какъ таковое оно можетъ 
подвергаться всевозможнымъ ариометическимь дЪйетямъ при 





1) Ср. стр. 158. 

?) См. стр 161—162. 

3) Ср. стр. 160—161, ‹....... ей АтИБшейеез ротоега шяюспИег 
атрП аа». 


164 Й. ТИМЧЕНКО. 164 


условии, что квадрать ого разенъ а?-|-0?. Пусть @ й 6 суть 
числа, выражающ!я длины бсоизмЪримыхъ катетовъ прямоуголь- 
наго треугольника. Число | (а? 65°) выражаетъ длину гипоте- 
нузы точно йли нриближенно п, слфдовательно. ость ел мЪра. 
ТакимЪъ образомъ уравнене с?=а?--0? является строгямъ ма- 
тематическим выраженемъ соотношеня между сторонами дан- 
наго прямоугольнато треугольника поскольку онЪ измЪримы. 
Съ такой точки зрЪфнйя, строгое и послфдовательное приложение 
которой требуеть не мало дополнительныхь разъяснений !), 
смотрВли на алгебричесый анализъ, какъ мы уже имфли слу- 
чай замфтить, большинство европейскихъ математиковъ до Въеты 
и Декарта *). Валлись не достаточно развилъ эти взгляды и 
не провелъ ихъ вполнЪ послфдовательно, хотя старался прим- 
нить ихъ Даже къ транецендентнымъ чиеламъ; поэтому всЪ 
общая развужденя его объ иррацпональныхъ числахъ отличаются 
крайней неопредфленностью. Онъ, однако. нредиринялъь замЪча- 
тельныя изыскамя 00ъ аналитическихъ числахъ. которыя за- 
служиваютъ серьезнаго вниманя и обстоятельной разработки. 
Предзлы настоящей работы позволяютъ намъ остановиться лишь 
на общихъ характерныхь чертахъ этихъ изысканй, не входя 
въ подробное ихъ разъяснен!е и критику. Я передамъ. прежде 
всего, мысли, высказанныя Валлисомъ по поводу задачи о ввад- 
ратурз круга,— мысли, которыя привели его къ открыто его 
знаменитой формулы 3). | 

<... Ш Отометеа, диой зп щиз АтИутенсез 
педонлз Йфетё зо@её; И4 & ме уасдепаит ет: петуе, ий 
а4 906уолоу айий@ региепйит, дио@ диё4ет Пет зирропеп- 
Чит езё, пес Фитет аси Дет роёезё; ежсодйатЁ тойить ай- 
диет ехртйтеп@ 4 дио4 Дет зирропйиг ии Тасвив поп 





1) Изъ геометровъ ХУПго вЪка, эта точка зрзн1я всего прочнзе уста- 
новлена Нэпиромъ; ср. стр. 155, 156 и прим. 9 на етр. 156. 

2) См. етр. 98, 99. 100. 

°) Ср. стр. 147 и прим. 2; Вей. 1. е. рр. 6—14; М. Мате. Н. 4. М. +. 
ТУ, рр. 162, 163. 





ЕВЕ, 











о АН ЕН ме вые 
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5. Ащие 106 диет т АтИитейсез оретаНот4из оттбиз 
пезойотиз изи чепй. ъ. 9. т зиб4исНоте (отрицалельныя 


в... т айязюоте (дроби)....... Лт ежтасйоте 

и ..., Ратиет т Ртодтезяюте Сеотейчса (ин- 
ЗИ. 

терполяц1я Ирраплональныхь членовъ)........ 78: 15: $84 - 


3 
пасе зетлтйиит, тефиит имет Те р. т ртодтезоте Нурет- 
3 15 И и 
деотей“са Честезсете 1, 5. 8, &6. (сотбтие ша рИеалдо 
3 в) Г 3 ® 
15Жу &6.) её []=щ : 15: ЕЁ ртометеа стезя © 


3 
а4 диаатаит Фиипена щ 1 аа т: 15 Очае дает етй 


Уета Отсий Чиаатаита т питетй;, дищетиз 1рза пита 
пиипетотит ранит ехрИсаа.......... Афео ‘из п М 3- 
ет сиг поп таНо Отсий а@ Ч-т стеитястрит,...... 


С 3 
петре и Та [= т: 15: ов []=1 т д с ея 1 
3 15 


57а 
а{ етпттит тефиит Зет Те т ртодтеззюте Т, 8 


фс.) аедие теуияёс елрйсата фсет4а зи, аие "440 104788 
аф Фадотит 1% диайтаю. петре и 1 а4 1/2, ва аа |]: 
12: (ос её иё 1 а4 еттитит тефиит ймет 1 6 2 т 
ртодтезяоте 1, 2, 4, 4'6.) т 4ио@ Таес поайо у2 ей |: 
12 дати тиетй тесеша (зе@ диае ойдиат4о Рий тота;) 


позё"а ето лат ртитз питодифа, ртодег позат ртодтез- 


018 депиз лат ртётит (4ио4 зат) ееснит. 5еш ащет 
поаНо питет зит (рша |2 6с.) ®% Атйитейсат иито- 
дих тебодит, аадетй. збфисета, т4ирисат, Филе, 
фс. 1цета зитаа; ба поп етё ФИ Дейе едизтой оретанотез 
а позит Витеб позит поаНотлз тодит аррИсате; дио4 
Кипеп ртаезепнз зпзиии поп с. М т Здтото ищетип а4 
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Папе зрзат поанопет асситаниз регреепаат, арропепааз 
еззе поае т ФзитсНотез зиаз, риа т? тз т\, фс. ртощ 
ийсазет уе] тефит итлсит, с руатит диотит, ичить 
Пе ›!). 

Перейденъ теперь къ ‹Алгебрё Валлиса. и именно къ 
теорий отрицательныхь и инимыхъ величинъ. Въ ХУГ.-ой главЪ 
Валлиоъ, излагая начала символической Алтебры, такъ опре-. 
дВляетъ положительныя и отрицательныя количества: 


«Нз №18, бушфоз, зеи бресёебиз, ргаейе1 0]е0ф 4» 
дта--.—(зе1 р№из, птиз;) Чпогиш Ша@ Роз Нотйз, А{/“та- 
Йотаз зеп Ао" 9кпит 68: Нос Де/есёиз, Меданоплв, 
зв о’ибй’асйотаз: ртопф шахт до, фа зрефе Чезетадба, зар- 
роп биг уе] 44еззе уе] Дееззе........ ›2). ЗатВиъ елздуетъ 
изложене правилъ дЪйствЙ надъ положительными и отрицатель- 
ными величинами; говоря объ умноженш, Валлисъ доказываетъ 
правило знаковъ: 


«Ш МшйрИсаНоте ; попов АНЯсиНа самзалфат Игопез, 
ргорбег Ша ВезШат, 89а эиийа (яме зиб-Ет-яме— 
ш—) Гаспии-Н, зе Ффззитйа........ Ма! реа от па- 
Фигаш гИюе регреп4еты Тиз. 106 поп уе аг шеопотиит. Мат 
МИ рН са 1018 уега поНо Паес её; МишрИсапаит (зеи геш 
МиИрИсалтдаш, дпаесиидае ФаегН.) Нез ропете диоЁ зи 
т Мишнрисиоте ипёщез......... ЧМ миет Ми ирНеаог 
055 ЧоЁесбз аз, зп МаопНао Месайта; риа— 2: 1060 
ропеп@ Ми рИсатит аПацо48; 14ет 14ееаз ‘аПацонез 
юЦеп4ит... Мат, ц-З зо Неа 645 ропеге ПЛает—8 е% 
[18 фюПеге, зеп 118 ропеге соштатшш,........ 53). 





") Уч. АтИвтейса ШшйиИогита, Орега М. +. Т, 1695, рр. 465—467 
(Ргор. СХС ЗевоНит); ер. Тай. Адебта. Сар. ЫХХШ, Ор. Маф. %, П. рр. 
353 544.3 объ интерполировани типергеом. ряда Валлиса см. замъчаня Фер- 
мата: Регтай Орега Уата. Вешатачез (см. прим.) ае М. ае Еегшаё зиг ?Д- 
тИвштёНаиае 4ез Тпйп1з ае М. УуэИз...... р. 194, 

*) ТаЙ:з. А1зерга, Ор. Мабь. +. .4р: 273, 

*) 10684. рр. 78—79. 
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Четыре главы ‹Алтобры», ПХУГ БХУП, ПХУПЬ 
ЬХ[Х #!) посвящены спешально изысканямъ о мнимыхъ вели- 
чинахъ, Главная цЪль этихъ изыекан-— показать возможность 
реализащи мнимыхъ рев уравнений и, прежде всего, квад- 
ратныхъ корней изъ отрицательныхъ количествъ, къ которым» 
приводятся затЪиъ (тл. ЬХХП) *) мнимыя рёшешя веЪхъ 
уравненй высшихъ степеней. 

Нае Чиа без Гиадтатае (вх заррозфа га410е диа@- 
‚ав Меданх оттатдае.) терщалбахг т еате (400168 сопЙпеи$) 
ргорозНиш сазиа ГПирозз Пет е856......... Зеф & ошито 
пороззФЙе езё ата афет  оПала (фи поп 90 песауйт 
Чиата$ ит) педайжат еззе. Пирозз Пе ези её иё иНа та9- 
пи4о 8 тпиз диат п, м паз питегиз раисют 
диат 0. Мс башен 5$ её зиррозИло (ата бамз Месаыуае) 
а чз а0ф абзитда; подо тебе пиеШеафат. @цалал18 
еппи Чиоа@ ругала Мойопет А]хереаз, 1пплеге у14еафит поф{а 
--шаспНа@тет дпае палог 8 аиаш оийй 3); сиш Фащеп 


1) 154. рр. 286—255. 

з) [054. р. 303. «ПарозяЪИ аз ргорфег Ка@1еез (4аз уса) Имадта- 
таз, отИаг ех Пирозз ОлайтгаЙеа аечиаопе, 1п4едае Чег1уабат а@ за- 
_ рег1огез аедиаотез фиаз 1оотедл баг В“) озопа1 Гирозз И Нав биайтайеа», 
Валлисъ, конечно. не доказываетъ этого | 


3) 7. У. Воишзе Ва въ своемъ сочинеши ‹А Н1з{огу оГ Фе заду о{ 
Маешанез аф Саше» на стр. 45-й говоритъ: «Г 13 е1т1018 $0 пе 
аб Уа] 3 гедебей аз аЪзат@ ап@ шеопсеха Ме Ше по\у азпа] 14еа о? а 
песа уе пот ег аз репо ]евз $Вап побате, Ба аесер4ед $№е у1е\у Ма Ц 
13 воше ие отезбег ап шйпИу. ТЬе 1абег орпиоп шау Ъе г1оф ап@ соп- 
зе \”НЫ $Ъе Фотшег. Ъаф 1 13 Бат@1у а шоге этар1е опе›. На чемъ оено- 
вано такое зАключен!е? Въ приведенномъ въ текстЪ отрывкЪ Валлисъ говоритъ 
объ огрицательныхъ величинахъ вполнф правильно и совершенно согласно 
съ обычными воззр® ями; въ АтИмтейеа (трпйотит (Ргот. СГУ) ееть стран- 
ное м%ето. которое могло дать мвето не менфе странному взгляду Балля: 


‹...:.. таорет р!аздаала шйпеля: даа]е пешре Бафеге зарропабаг па- 
тегиз розуиз а пашегаю песайуаю, э1уе ш4погею п10»; но вЪдь 
Ватлисъ говоритъ прямо: ‹...... песаНуиш, муе пупотеш оао › (ем. Ор. 


Маф. Тай $. Гр 409; евр. Маме. Н. 4... ТУ, р. 161). Валлиеъ былъ 
вовлеченъ въ такое предетавзене желанемъ оправдать туманныя геометрие 
чесв!я соображеня въ 040/494 къ предл. 101 (Ор. Ма®. %. Т. р. 408). Ср. 
теор1ю отрицательныхь велич. у Роберваля: Ое Весост1Яопе Аедиаопата 
-Апефоте Азо1а1о Регзопет1о 4е Корегуа], Оецугез Мате. рр. ЧОИТА, 971,98: 
Роберваль различаетъь 4 рода величинъ: ‹1айега роз йуа её песайуа зарга 
гезр. Зита и\Пиаю.› (р. 72), которыя въ сущности сводятся къ двумт: ‹1а- 
13 абтшанауит пога аеди1уа1е песайуо зарга......е$ ё сопгат10.> (р, 98). 
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Рвузеали зи сопз1егаопеш, паста тешт поп ийпиз Веа- 
1ещ 4епобаф, диап 1рзиш --; зе зепеи зирроз1ои1 сопгат1о 
пфегргебапал '). Уег1 отама......... Фпойчие “т ге 
ат И 0166 Ппе!з; рагНег её ш Р]алз ЗирегНе1еЪиз (саде 
гамопе) айш И 4еЪеф. Уст! отама: $1 зирропафиг 108, ипо 
ш 1060. & Маг! 1сгафоз езве 30 ((паз 416118) Асгаз феггае; 
2055011336 эфеш А 1п0р18 Мате. ао 1т 1060, 20 Астаз:...... 
Залп уего, 81 зирропабиг Вос зраит-—1600 регысаз, еп 1600 
рег1саз Черег@Каз, циайгафа огша дДасеге; аппоп ПафИигит 
езф 1афиз Чиайта сит? Еф з1апой Вафеай, Чиойпати ег? беге, 
пес егц-|-40, пес —40;........ Зе4 роНиз]/ —1600, (та- 
@х зиррозЫа дпайтай песаМу1,) зеп (Чпой фапатает 63$) 
10/—16, т! 20] —4, а 40] —1. Рагиег: Раш М: 
заму, рфа—с га@х дпадтаса о8Ё у—%.......Опо сави, 
|) поцеф шефат ргоротНопайеш Н\ег РозИтат 6 № 'а41- 
уат Чишщафет....... Е Вос ашеш, Ччапбити а@ сопз1е- 
гайопет риге А]ее са. уегаи ехНоеё поНопет Гпас1татае 
Ваз |/—0с› ?). 

Этими разсужденями оканчивается ГХУ-ая глава; сл$- 
дующия три главы содержать принёры геометрической реализа- 
щи мнимыхъ величинъ. Особенно интересенъ примвръ Хх У[-о0й 
Главы. з 

«Г. Налаз Цадие Мапа отв, аа + 5а-+- е==0. беоше{- 
са ЕЮбесио...... 8118 ез5е рофегИ. Зпрег Аба =, леса 
ш С, ег1оафиг рогрева ват СР=]е®; зиирааие РВ, 
Паф (т ибгашу18 рабет 1рзз СР) Нлапеаш РВС тецап- 
51ии Силаз Нафие гесбиз апошиз ег! те] а@ С те! аа В, 
ргошё РВ а РС ша]от в; адеоцие ВС ег№ тей таз 70] 
Тапсетз (а4 Ва@шш РВ) ш РО Чегиаа. (Риз 316 с0т- 


*) Согласно правилу Альберта Жирара: {е тотз тесще ой 4е Риз атапсе; 
см. стр. 114. 


*) Та. А1еерга. Ор. Ма, +, И. рр. 286, 287, 
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фгис31; гоббае АББа зипф 40 уа]огез а; Щегдие гта уи$ 
1 (1 азаиаПоце) з| —64; шегдае песаТуи8 91 ЗИ -Нба: зпиф- 
чае (ц$ 4101 30]е1$) Веа]ез. 91 гесфа$ апоп]щз 3 аа 0; Пиа- 
опаги, я аа Б. Обтодие сази........[рофезф рипебиш В (а4 
Шгату18 ратеш гебае РС’) шАШететег зил, зп На. Опо- 
(1е ББ зип Чцае 4е810паф Ваее аедпамюо. 1 ргпоо сази; 
АБа 3$ ппа Пиеа гебфба, вадетаае сша АСа. Ти розбеготг 
сази; АБа 1аЙ аа В апоШо шешужат, 0 рипобогам Аа 
ЧФзбат а аефиеф тебфбат АСя; Чпае ез$ Ппеа 1спостар са, шт 
Ччати 31 1спостарВ1се рголо1адиг АВо, рифа ВВ ш за/ефа 88 
саде. 5112г 1 рго]етабе ии4е Ваес ешего аедла/ ло, зарро- 
паг АБа цпа гефа, а ралфат ВБ ш за АСя тефа, ай 
сии В сотшеете, аа АСа авиа 19 асотега10 АБ- Ва, ап 
ааа 4114 400 ПВаташ 219098 тше]адаб: [1916 Ваес сопз- 
ибо, сазши (96 пеПесфат) Пирозз Пет еззе; зе е$. дпо- 
оо фетрегат@из 81 иф Паб роззИИ8........; Мой роззе 
Варе! пирегаит рапфит В ш АС (иеитаае ргодиеа) 
4004 ргаезиш иг; р08зе албеш (ехбга ваш Пиеат) 1 еобет 
Шато Варег!, ша зиртауе Шаш Ппеаш........>!). 

Въ слфдующей главз Валлисъ даетъ еще нзеколько при- 
мЪровъ; я приведу только одинъ изъ нихъ и общ!я. завлючи- 
тельныя замъчания. 

«[Х. Аш еМат, а@ На Пурегфоа, 1Чещ 316 аПаз ех- 
ропабиг. 51 зирропабиг (16 рг!аз тео Фатеег Аа= АВ -+ Ба 
(1 зип @ио узотез гад а) див Ц шеба ргоротЯо- 
14113 Бю=]е; зЦаие Во ша]ог дима пб розз Шиа с: 
оппию етефа сопязфете: рофезф фамеп сопязфеге и отатаба 
1 соПабегай НурегБоа уег1с18 оррозИт; езаие шефа ргорот- 
опа 1щег АВ, Ва, (пати асстеоабиш е3ф Аа; еатитате 
тебапс ии АБа==Б54 *), (поп пйпаз ш Пуретбо]а даат 
ш Сто о:) Чиопам, сиш АВ ша]ог её дцаш Аа, гефа Ва 


1) Гоа. рр. 290, 291. 
?) Б5 4иааг. илиВВ *. 
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гетосей Ц, а4еоцие 3№ ЧпашИаз песайта: Т4еодие 26549 6% 
песа ут Чиадгабии, ртоег Вю шедпиа ргоротНопаещ побег 
агшануали -- 45, &— Ва песайуащ» 1}... лень 
«Рабеёр 1оЦиг, дпо@ т отп $ Аедпалот из, уе Па- 
фега из 1уе О/падгайс1в, флае 861160 зепзи её ргипо Шиш 
у14еапфиг [Грозз1ез; аЧшИета ег шИЙсао аПача по 
ета4апё Ро5511ез. т Чиа диеш и Исаба пиегргеалюоте роз- 
501$ ас 0801 еззе. Риа, 1. АйшИептдо уогеш пезайуит. 
рго ео Чи! ргезишерафиг аЁтшайуиз. по аедпаот из Га- 
фега из сошииие ез$ сиш Из зирегогиш от@тпи. 2. А@- 
и1Иет4о рилфаш ш еофеш рапо, па уе] зирга ехрозКал 
геат; Чцо@ ш ел гебфа ргаезишефафаг. 06 ш ргиша 60187 
тасйопе Чпадгайсагии Ппастачатит. 3. Ади ето Тап- 
сещеш её Зесмщеш, рго Эша & (бо —#та...... 4. Аашщ- 
феп4о рипсфиш зирга уе] ига ехрозИиш рати, рго ео 4104 
ш воет зпрропефабиг...... 5. Аа Иепао р]апиш шеПпа- 
фиш рго Нот1зощаЙ рапо...... 6. Ади етдо Ерат, 1060 
отецП ш еодет р!апо........ 7. О19тавепао #0608 Е рзео8 
& Сешго; чт ш сто ргаезашеБатиаг саш сепбто сошеае- 
ге...... 9. Аа етдо Нурегро]ал 1060 сжепИ. 0$ ш.... 
попа. 9. Ад Мепо асотеомит 9опогию @5зпиЙции, рго 
иШиш аоотесафюо. 0$ ш попа........ Ш диба8 ош из 
(Изаие зп из) зоо Вие теб: ЕхрозЦию сазиш ©39е, 
Члоа@ г1оогет. Ппрозз Пет; зе а415$1$ Ипуазшодт пе а- 
ИопП из, 516 болзбт роззе. — дпае ащ@ет зо опез.... 
&@ еаз орега\отез, 1060 ехрозЦае зисседапеаз ОЧФолвии пфеп- 
Чи. Чиае ийПа са Чефесалф, Чпае, и егаф ргишфиз ргорозНа, 
поп сгапф об\а» 2). Валлисъ, такямъ образомъ, уже ясно со 
знавалъ ту пользу, которую могутъ приносить мнимня выражевия 
при отыскани зависимостей между вещественными величинами. 


1) У’. А1верга. Сар. 69. [Х, р. .294. 
*) 154. р. 294.; Валлиеъ даетъ раньше примфры приложеня вех 
перечиеленныхъ способовъ реализаци мнимыхъ величинъ, 
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ХУП стольме занимаетъ почти ‚такое же положен!е въ 
истори современной науки. какое занимаетъ пер1одъ образованя 
элементовъ греческой математики, ло отношению къ блестящей 
эпох первыхъ александрйскихъ геометровъ; большая часть но- 
нят1И й фактовъ. лежащихъ въ основани современной малема- 
тической науки. была открыта, и болЪе или мене разработана, 
въ ХУП вкь 1). Не малая доля значения принадлежитъ сре- 
динной эпохз этого вЪка, шестому пертоду нашего очерка. 0(0- 
чинения геометровъ эпохи представляютъ, въ этомъ отношенйи, 
для внимательнато изолЪдователя обширный й разнообразный 
матерталъ. Мы раземотрзли уже нЪкоторые, особенно интересные 
для насъ, факты въ истори 6-го пер1ода, наи ченные мною въ 
предварительномъ 0030р%; мн остается еще сказать нЪфеколько 
словъ о задачахъ проведентя кабательныхъ къ кривымъ и ра- 
зысканя тгеометряческихь тахила и тийта п объ аналити- 
ческихъ методахъ ихъ рВшеня, послуживших поводомъ и пу- 
теводною нитью къ открытцо дифференн1альнато исчиеленя. 


Изъ вофхъ аналитическихъ методовъ для проведения каса- 
тельныхъ къ кривымь лиюямъ, употреблявтихся до открыт1я 
выстаго анализа *}, особенно замфчательны два, наибол%‹ близко 


1) ‹Рагит 1ез з16е1ез 41 опё зассез\уетет& соп1Траё А Гауапеететв 
Цез зе1епеез, ее] и1 4и1 у1е0% 4е з’6еощег 401 запз доле {епт лаздаез 1е1 1е 
ргепуег гапо..,.. › Мопшаа. Н135. а М%. ПП. Рах. ТУ. Шт. 1 Г. р. 2. 


2) См. объ этомъ: Сеграта Пе Еп44еск. а. №0Ъ. Ап. р. 38—48, 
Ез. Етш. р. 31—42; о способз Декарта ср. прим. 5 на етр: 120; Сетвага. 
Епё. 4. РЕ. датев. Гепа. рр. 10,11; о методв Роберваля: «ВоЪегуа] езф раз 
соппи раг за шё6%То4е огошае ропг 1а сопзбгцефой 4ез 1апсещез, та15, 
_ Чао1аче 17146е Чи’ ауайф еа #06 Пепгеизе. 1 зе 6 81 реп сотаргепаге дие 
се\е тб То4е ауя16 646 ге]е{6е соттше {ааззе еф п’а 646 еЙесЦуетепв герг1зе 
фае далз сез 4его1ёгез аппбез». М. Маме Н. 4. М. %. ТУ. рр. 113-—114; ем. 
Н. И’еззепфотп, Оле Риасцлеп 4. ц0Ъ. Ап. ш Шг. Еб\. уоп Гелоля Ъ13 аа 
Тастапсе. НаЦе 1856. Сар. Г. Оле Еаховзгесвопо, $ 1. Ворегуа]” з Мео- 
4е, рр. 5—16; Слазез. Арегса Ъ1збюг1дче, 2-4. Свар. 2-ше &родие, $ 8, 


172 И. ТИМЧЕНКО. ь 179 


подходящие по своииъ принципамъ къ дифференщальному ис- 
числен1ю: методъ Фермата'). находянЙся въ связи съ рЪше- 
немъ боле общей задачи объ отысканш малата и мита 
въ геометрическихъ вонросахъ, и методъ Вахгош, вытекающий 
изъ представленя о кривой лиши, какъ о многоугольник® съ 
безконечно большимъ чиеломъ безконечно малыхъ прамолинейныхъ 
сторонъ *). Оба эти метода примнимы, однако, только къ ал- 
гебрическимъ кривымъ, и притомъ непосредственно лишь къ 
такимъ, уравнен1я которыхъ не содержать дробей и радикаловъ; 
ни ОдИНЪ изъ нихъ не даетъ и не можетъ дать общато алго- 
риема подобнаго дифференщальному исчислентю. Было бы, по- 
этому, крайне несправедливо видЪть въ трудахъ Ферматаь или 
Вахто\ зачалки этого великато открытия 3). Я передамъ. прежде 
всего, сущность Ферматова метода въ томъ видЪ. какъ онъ быль 


1) Р. Ре Есттае. Узла орега Маф. То]озае 1679. Метойиз Аа а1з- 
Ча1теп4а шохИпаш её шшипашт р. 68; Ое {апсеп Баз Ппеагиаш епгуа- 
гоп р. 64. («А зарег!огет шеВойит 1туепопет Тапоепат....... те. 
ис! з»); рр. 65—73 содержатъ различныя приложеня. 

2) «БЦ Чеп1ие еигуа диаеу1$ (уе] е гесМз апои10з еее НБ из сош- 
розфа, фиае сиграе Чаофие пошеп шего #егаф; Дисрипедез за]4ета е гес&з 
сошрозфаз Ппеаз, ай Вопгагиш е1гещ 8 1изстррёатиата алЦ а@зет!рфатат рег1- 
пеёт08 ххилудау уряриву поте сошр]ее ви; и её у1е1зз0 си’тгае дааеу1з 
Ппеае сепзег! роззцпф е гее\18, ппитег!з Ча14еш Из 1п4ейпе рагу1з, ай- 
асе из, её 4е1еерз зесаш апои10з еЁЙе1епНЪиз, сопЙафае); ...... › Вагто. 
Гесф. беош. П. Ма. \Уогкз е4. И”еше!. р. 175; еравнивая кривыя съ опи- 
санными около нихъ прямолинейными фигурами, Ферматъь ваходилъ длины 
ихъ дугъ; см. Ое Ппеагаш Сигуатат сага ВесЫз Ипе1з сотрага&1оре 0О1ззег- 
фа 10 Сеотей“еа. Ор. Таг. рр. 89—96 (МВ. Ргор. Т, П. рр. 89-92); «Наес 
О15зет4аНо бур!з е@На #116 аппо 1660 оссцМафо Апбог1з помте». 1644. р. 89, 
шаго.; Гав Неитаё...... езф 1е ргепуег 41 а16 еопеа @апе шаю1ёге свп6- 
га]е 1714еп 6 4ез Ч4еих ргоётез 4е ]а гесйез/ лот еф 4е 1а дпайтафиаге. 
П епзе1опа 1а шалиёге 4е Гогшег |’баааНоп 4е 1а сопгЬе 400% Гайте 4еуа1% 
ауот 1а шёше шезиге ие 1а 1опсиег 4’ипе соптЪе доппёе. ба @6еоцуегве 
& 616 теуепа1ааёе раг \Уа]Ив еп Гауеиг 4е Мей, ди1 ауай аарагахате гес- 
И86 1а рагафо]е са ие у3=047?;........з М. Маме, Н. а. М. %. ШУ. р. 147; 
см. 194. рр, 147—149; ер. также Оичжелзет. Те Йгзё Чефегилта 00 о Зе 
1еп84В оЁР а сагуе. ВЁЙойеса Мафетайса раЪ1. раг С. Епезибт, Моцу. вёе. 
Аппёе 1887, рр. 76—80. 

*) См. Сеат. Епё4. а, №5Ъ. Ап. рр. 47, 48, Е. 4. Ш. Чптеь 
Геи. рр. 13. 14. 
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развить знаменитымъ современником Фермата Христаномо 
Гюенсомь ').. 

«А шуезИсат4а Маха % Миша ш @еотейе1 
Чааезй он ия, теодИами сегбаыи ртйии8, 00 зат, Кегиабиз 
арий: сп]а8 олешет а 1030 поп фта@Йат сит ехаите- 
гет. тие пп 410 расфо еа за теоша а@ питает \ге- 
УЦафет регист роззеф. ие ше еайет Ша ех1фегеф дпат 
розфеа УШ ашрИззиииз Фой. Ний4ениз Че4ега%. фапдизли рахбет 
геоШае зиае сепегаПот1з абчие е]есапззипае. циае аб аПо 
ргогзи8 реше реп4её......?). ЕегтаЙалае ащеш тесщае 
ехалиеп 4104 пт её Вирзтой...... 3). Гюйгенсъ по- 
казываетъь на частномъ примЪрф., что если данное значете пе- 
ремвнной величины обращаеть ея функшю /(2) въ тахипит 
или ити. то должны существовать два значешя хи х-Ре 
соотвфтетвенно большее и меньшее даннато и какъ угодно близ- 
вя къ нему, для которыхъ значеня функши равны; /(2)= 
=/ (2-е); евли /(2) есть цЪлая ращональная функия, то это 
уравнанте обращается въ такое 


ное 9 | 





2 


или, велЪдотве произвольной малости е: /'(2)==0. когда х 
совпадает съ значенемъ. соотвЪтствующимъ наибольшему, или 
наименьшему значенто /(х). ‹......Падие ег аа} 01 е— 
— 257 225 = аа} 061 сс — 2х — 2е1 2х1 4ех} ее. Ех 
(ла аефиаМопе рго@Ц уаог ЮО яуе х,.......... Ропепдо 
ащет е шпиц рагуат, аррагеф 1 ех вадеш аефиа1опе паша 


') С№ёзвап Нидетз (или Ниудйетз) сап Гиуйсйет (1629—1695); ем. М. 
Мазче. Н. 4. зе. паб. её рВ. %. У, рр. 14—94. 

2?) См. Нидаетй Ераю]ь зевпо4а а4 Бепосеп. Дезсамез, Сеотеа 
е4. ЭеВообеп. Атз{е]о9. 1683. рр. 507 з44.; подобное же правило далъ Пе 
Юизе; см. Маме. Н. 4. М. +. ТУ, рр. 181, 182; вр. Видепй Ор. уат. %. П. р. 499. 

°) 164. П. Решопятайо Весщае Пе Махиюз её Мтиив, р. 490; 
ср. Маме. +. У, рр. 23, 24. 
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Чабига 3 ЕС’, сиш тр ИР аефиаЙз е3...... ; пешре.. 
ети 4еепфиг фегшии 41 ибгидие и4еш Варепбиг, даа] е$ 
311$ п66е55аг10 ошпез 411риз Шега е айиахфа поп е3;..... 
Реи4е ошпез феглиит рег е Чаи аг, дптизаие розё ет 
4151910 пет а@Вис ппиш е апф р|ага теззе шуешащаг, п 4е- 
епт, дитрре сит дпат йе шЁиЦё ратуаз сопйтеа гез-. 
ресфи саебегогит фетишогит 41108 паШим атрНиа$ 1ше$ф е. 
Ех Чи!Риз деттапе 018 1пуеп ат фаза; х ЧпаезЦа....›'). 
Пользуясь тЪиъ же пранципомъ, Гюйгенсъ безъ труда’ нашелъ 
правило для отыскамя тазипа и тиита неявной функ. 
опредфленной цЪфлымъ рацональнымЪ алгебрическямъ уравне- 
немъ 2) съ двумя нейзвЪетными и даже функция, предетавляе- 
мой рацтональной дробью 3). На основами совершенно такихъ 
же соображетй можно находить касательныя къ плоскимъ кри- 
А фе] Поафит», говорить Гюйгенс, «реали 
ге» ЕБГ. Чпае поп фапоаб сигуат 364 еаш 3666 ш 2, _ 
маце Цеш 11 аШо рапс 0), ря В ртохипо; гебфае апфет 
АС асошт Ш Ш; 6 а ибзчие рапейз ВБ. Л @пеатиг аа 
тесфат АС. 15401 апеи5 тоПимае ВР, ОС; & 5% АЕ==х, 
ЕВ=у......... ропабитапе ебат ЕС’ @\а еззе, фиае 816 е, 

Чпаегафитане КЕ=2. Езё Надие 5160 ЕЁ а4 РВ, №06 е8._ 


| е 
81006 2 а4 у, Ца ЕС, №06 е36 21е аа @); ачае ети у 4 


Вос Чет 1 ЧлаПФев сигуа Ка зе Пафеге тапезиии е36»*). 
Пусть У=/(2), гдЪ / цЪлая рашональная функщя; тогда а) = 


= е+9 = ДА, паи ве... = 


‚а по 


ре 
раздЪленти на е, "= ЛЬ (2-Е ..; въ предвль: = РТ’ (@). 


Если У дано неявнымъ алгебричеекимъ уравненемъ Ё(2.у)=0, 


') Нидепй. Ор. уаг. веот. +. П,р. 491. 

2) 14. рр. 492—498. 

3) 184. рр. 493--494 44. Мазче, Н, 4. М. %. У, р. 94. 
*) Пидепи Ор. уаг. $. Ц, р. 501. 
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безъ дробей и радикалов, то, замфчая. что @Д= (2-е), мы 


еу. 
получимъ А(2-е, ар)=0, али Ё(е-е. о откуда 


м: 
1 Е [2 з й 

е} Е’ (2. у) Ур’ + (.........)=0. а по раздфлени на 
2` 7. у 2 | 

В х У | 6 ей 

е Ру) (2, +2 (......)=0. 
2 с 4 я 
<......:.... Ш ащеш роз Вапе ЧГ1зюпет поп ат- 


рШаз Пафефитф е, е0$, пезЛес Из тез, 500 По авапат 


дереге. чиаитетчие Ппеае 5 чте ЕИ озбепзигов ( 2 й. (2. у) 


и. е)=0} 9 пешре 2Ё ]ам Фапдпаш фапсепз с01181- 


Чегефиг, 1@водте №, веп ©, шИпИЦе ратуа. Маш Чегипт т 
Чи из а@пие е 5прогезь, еНат дпатКафез шбпЦе ратуав 91уе 
отиио еуапезселфез со тени. Еф №15 ден Васфепиз Кег- 
шамапае гесае ого ас гаМо Чесагафит:...........зЮ. 


«Вепилеръ ввелъ безконечно малыя величины въ геометр!ю 
древнихъ; Ферматъ сдфлалъ тоже самое по отношеню къ гео- 
мотри Декарта. ТФ, которые хотятъ видЪть въ этомъ главную 


заслугу Фермата. упускаютъ изъ вида. что безконечно малая 


величина есть только средство, нзкоторымъ образомъ алгорйомъ 
его метода. ДЪйствительнымъ основанемъ этого метода служить 
понят1е о предЪлЪ, заимствованное Ферматомъь изъ сочиненй 
древнихъ геометровъ, понят1е. которое его генй съумфлъ свя- 
затъ съ геометр1ей Декарта»?). 

Перейдемъ теперь къ способу Ватгом. Въ своихъ изнека- 
няхЪ о касательныхъ онъ пользовалея двумя методами. изъ ко- 
торыхъ для насъ интересенъ преимущественно второй; твиъ не 
мензе, не лишенъ интереса и первый методъ по своей основной 
мысли. Онъ обнованъ на томъ замчани, что кривую лин 


') Гоа. р. 501; ср. Маче. +. У. рр. 94—97. 
*) Сеат. Ета. 4. Ъ6Б. Ап. р. 44; ср. #4. р. 9. 
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можно предетавить себЪ. какъ путь, описываемый точкой, дви- 
жущейся по плоскости; въ точкЪ касантя скорость параллельно 
оси абсцисеъ относится къ скорости параллельно оси ординатъ, 
какъ подкасательная къ орданатВ (4х: Чу: : зато. : у)". 
Трудность примвненя такихъ сосбраженй заставила Ватгом 
обратиться ко второму, алгебрическому методу. 

«Ца РгорозИй позы риоте.........рате Чаотодостидае 
деиисЯ зитиз. Сп! зир]еп@ае арреп@еае 1пзфат, зибиефе- 
103 а 10013 п5байит шеббодии ех Сасп о фапсещез гере- 
г1епа1. Оцапиамя Вай 8610 розф 106 еразшойт регуеафаз аб- 
Че ртофгаз пе 0408, ап 14 ех пзи 81 ]асете. Расло забет 
ох Аша 000530; еодие ПепИи8. 910 ртае саебег!з диа$ 
{тасбал1, сотреп@1оза у14ефаг, ас сепега0$. п Пиис ргоседо 
пои» 2). Ватгом составляетъ треугольникъ, вершина коего 
есть точка касаня Л/, основаюе е параллельно оси абецисеъ, 
а боковыя стороны суть отр$зокъ МД ==а ординаты МР==т и 
безконечно малый прямолинейный элементъ дуги кривой (витуае 
атсии М шаейпИе рагуаш $$абпо) 3); подкасательную РГ 
Вагго\у обозначаетъ буквой $.‹...... 1рзаз...... МЕ, №В 
(6$ шейати из 15 1рзав МР, РГ) рег аедианопет ев Са]- 
со Чертейепзат Тег зе сотрато; тесшаз пфегии Раб 05- 
зегуалз. 1. Пфег сопршалдит ошпез аЪ)1610 феги110з, Ш 411- 
Виз 1рзатиш а, уе е, робезбез варефиг, уе] т диз трвае 
Чопа 2. Розф аедианопет сопзиииат отпез. 
801610 {фегш1тоз, Щет18 солзфапфез Чпапфафез пофаз, зеп @е- 
фегитафаз 4ез1етат из; ап т 48 поп Вафепфаг а. уе] 


1) Ваттош. Рес. Сбеот. ГУ. е4. ею. рр. 195. 196 за4.; Се. Ева. 
4. В. Ап. р. 46. О Ваттош (1630—1677) См. Т.. И. В. ВаЙ. А Н1з. оЁ Те 8$. 
оГ М. эф Сашфг ое рр. 46—49. «Не угоёе \ИЬ а зафаллей ап зошеууВа& 
з{афе!у е1одаепее. ав зу В1з ]ате]езз \1Ёе ап@ зегара10з еопзееп Я 01 з- 
пезз \уаз опе оЁ 4Ъе 11036 пиргеззуе еБагаеетв оЁ фе Ише.» (р. 49). 

2) Ватгош. ес. деот, Х, е4. 1674, р. 80, её. И?еше. рр. 246, 247. 

3) Сообразно` съ упомянутымъ предетавленемъ о кривыхъ лиШяхъ 


(прим. 2 на стр. 172). 
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Вет. 3. Рго а зай т (У МР); рго е 1рзам Е (%1 
РГ) забзИыю. Не 4ешит зи РГ дам аз Ф@отозсеиге. 
Оцой я сменииа шогеМайш сигуае ощазрими тифей а рат- 
Ноща: зозИ ие е]из 1060 {апеепИз рагИса тие зашриа; 
уе! её Чпас\у!8 (о шей аю смтуае рагуйет) аефатроетз 
гефа. Наес ащет е зибиех1з ЕхетрИз 61алтиз еасеземи... . . 
Е. И СЫ О Е 





Седьмой перодъ. 


Въ 1684 году Лейбнииь опубликовалъ статью подъ за- 
тлавемь «Моуа шебойиз рго шахшиз е шшпшз Иемаие 
фапоеп и из....., ...@6 япотате рго ПШ са1саП сепаз», въ 
которой изложилъь начальныя основыйя дифференщальнаго ис- 
численя 2). Статья эта была подготовлена рядомъ неизданныхъ 


1) Ватгош. №ес4. беот. Х, е4. 1674, рр. 80, 81, её. И7ешей. р. 247; 
далЪе слёдують примвры: е4. 1674. рр. 81—84 (Ехешр1. [—У), ей. И)ем. 
рр. 247—250; ер. С-гё. Е. 4. В. Ап. рр. 46, 47; М. `ЛЙате. Н. 4. ве. М. 
$. У, рр. 95—100. 

2) Асю Ети4иотит ГАрзепзит ап. 1684; полное заглав1е статьи Лейбница: 
_Моуа ше\ойиз рго шахии13 её п1лИи1$ Цешаие фапоей Тиз, фаае пес Ёгас- 
{аз пес 1тгаопле!ез дпап {афез шогабаг, её заоате рго Из са]сай сепиз; 
см. Гейпий. Орега отлт1а её. ОЭшетз $. Ш, № ХШ, рр. 167--172; Бейлииетз 
паб. ЗеВт. Бег. уоп (. Х. Сеграта. Тлуеце АЪ!Ь., Вата Т., Апа1уз8 Пийи- 
1отило. 1. рр. 220—226; почти полный переводъ №. М. приведенъ у Мое. 
-Н. 4. зе. м. $. УГ, рр. 180—191; Р. Малхоп опубликовалъ также хранцуз- 
евй переводъ №. ДГ. въ Лайезз, $. ТУ рр. 177—188, 30 Сентября 1884 года, 
по елучаю двухеотлЪ я открыт?я дихФхеренщальнаго исчислен1я; по тому же 
случаю Е, (4езей въ Лейпцигв издалъ снова латинск1й текетъ Лейбпицева 
мемуара. Переводъ Мане!она помъщенъ также въ его «Вёзатё 4а Сопгз 4’Ап. 
}100.› Сара 1887. (См. Езд1ззе ае Гьлзюоге 4а са]е. 1пПп., ехфтолф 4а В. 
Ча с. Ап. 1., СВ. Ш. 3. рр. 7—16). КромЪ основныхъ правилъ диххерен- 
цирован1я, М. 1. содержитъ еще примвры ихъ приложеня, между прочимт, 
выводъ закона преломлен1я и рёшене задачи де Бове Сатеззиз а 
Веаито 1 рторозИт Тот. 3. Ер!5%. 1еауЦ; зе4 поп з01%1:......): найти 
кривую, въ которой подкасательная ееть величина постоянная (Пеб ю аеди. 


[2 
р 4ш...... Ва .. егсо 1осат1Вти1еа езё. [6 есть 4=]). См. Мотисм. Н. 9. 


М. 6. П. р. 146; Сфаяез, Ар. В. СВ. Ш, Зе 6@р. 5 3. 
т. ХПИ Зап, Мат. Отд, 12 
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предварительныхъ работъ. сдфланныхъ, начиная съ 1675 года, 
въ течени девяти лЪтЪъ, въ которые возникла и созрвла у 
Лейбница идея новаго анализа '). Ему удалось преобразовать 
основныя представленля общихъ методовъ Кавальери— для квад- 
ратуры плоскихъ кривыхъ и Вагго\у —-для проведен1я касатель- 
ныхъ— въ такую форму, которая дала возможность установить 
связь между различными задачами выстей геометрии и обиий, 
пригодный во всЪхъ случаяхъ, алгориеомъ для ихъ анализа 2). 
Согласно Лейбницу. всякое данное значене какой нибудь не- 
зависимой перемфной величины х можно представить себЪ какъ 
сумму извфетнато числа членовъ ариометической прогресси съ 
безконечно-малой разностью; эта разность между какимъ нибудь 
значетемъ перем нной 1 и другимъ. слВдующимъ за нимъ не- 
посредственно, и есть ея дифференталъ 45. Можно предета- 
вить 060% также, что величина У. какимъ нибудь образомъ 
зависящая отъ 5, проходить постепенно черезъ значеня. ©о- 
отвфтотвующля послЪдовательнымъ величинамъ 2; эти значеня 
составляютъ въ свою очередь прогрессто выстаго порядка съ 
перемВнной разностью 4у— дифференцталомъ величины 9. По- 
слЪдовательныя значеня дифференщала Фу составляють тоже 





') См. въ 0606. Р1е Еиескаво 4ег ОШегеп а гесвпиос 4агев Те- 
112 т Вепифаос Чег [е15п1743ейеп Мапизег1рёе ааЁ ег Коп1о]. ВЫ. ха 
Наппоусг Ц{атоез{е]16 уоп Бе. С. 1. Сетатаь НаПе. 1848; также Иеззетбоги. 
Р1е Роше. 4. В. Ав. $ 8. ГеБомеов  ОШегепйятесвичае, рр. 
85—114; Сеграт4Е. СезеВ. 4. М. ш ПепфзеВ1. рр. 148—159. Въ первомъ ма- 
нускриптВ, относящемея къ новому исчислению Лейбницъ вводитъ знакъ сум- 


мован1я безконечно малыхъ величину й и звакъ безконечно малой разности: 

о уа ° 

и... 5 м Дт уа ропатиз И] 1: [. е. =4(уа)] .../ ащфет 91- 
© 

5012$ заштат, 4 ЧШегепата». См. Сеграга. Сезев. 4. М. рас. 147. «Оаз 

Мапизст1 рф, ш Фет 4аз \Уотз{евепае з1еп йиде\ф, 13$ уот 29 ОсоЪег 1675 

Ча тё. О1ез 15 етпаев 4ег депклуйт се Тао. ап \меереш 4ег А1оотИЪ- 


шиз Чег ВоБегеп Апа]уз15 епё{апа...... › 1684. 
2) Ср. Детрата. безеЪ. рр. 144—146. Г1е Еп4, 4. В. Ап. НаЙе 1855 р. 
НО Вс Ге п172 егёф паев Еп44ескиюо 4ез А]оогИлюаз Чет 10- 


Вегеи Апа\уз1з Ваггому’з Бейт зади“ е. 





го сы Е 


Я 
о 
К 
2%: 
ни 
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протресслю, которой разности суть дифферениталы 2-го порядка 
Чу. разности этихъ посльднихъ—дифференщалы 3-го порядка 
ЧАау пли 43у п т. д. Всягое отдЪльное значенме у есть, 0б- 
ратно, сума соотьЪтетвеннато числа членовъ производящей 


прогрессии. по обозначению Лейбница, у 4; подобным же 


/@ 
образомъ 4у = \ 449. ии у =} м ит. л. Вообще. вея- 
кую перемфиную безконечно-халую величину © можно разематри- 
© 
вать какъ дифферениталь новой перомфиной, оуииы рас- 


пространенной на опредЪленную, но вообще произвольную об- 
ласть значенй х ') ВеЪ безконечно-малыя величины, будучи 





1) См. Нн\ома её Омсоо СаТсай аШетгеюаИз; феи. Май. Берт. 1. у, 
Сет. 7х. АМТ. В. Г. Ап. ШГ. ХХХГ. рр. 396. 397; Ерл\юо]а Гефайи а@ 


ъ 


Той. Вегпоп! ат Па’тосетгае 16 Дес. 1694; см. Утогит с@ефегг. (. С. [, её 


Лой. В. Сотшегеат РьПозорВ1еит её Мметайецт $. Г. Гаазаппае & Се- 
пеуае МОССХЕХ. рр 21, 22; Г: М. 8. В. у. Сетй. Е. А. В. 11. рр. 155, 156; 
Ер. Г аа УМаЙ1эцип Паппосегае 98 Маи 1697. Г 0. 0. её Вы. %. Ш. р. 105, 
дя. 0. В. А. В. [У р. 26; МВ. и ]Цег еНата осваги 
ОР ‚ о чемъ будетъ сказано ниже; Моуа Ме\. ее. въ концЪ: Виш. 1. 
е. р. 172, Сей. 1. с. р. 296: Заррешеп ит беотезае Ргас@есае зезе а4 Рго- 
Бетафа ТгапзсепдепНа ехфеп4етз, ес. Асф. Егай!. Г1рвз. ап. 1693; Гейт. Ор. 
Е: Дщео: № ХЕ. 280, 1 М. 9. В. х 08/2, А. В. Т. Ав. В 
и... гагзиз Ч1Шегеп Нато. розЦа @у сопзаще...... ›; Везропз10 
24 Моппа аз ОЮИйсаИаез а Оп. Вегпаг4о №МемепНИ....., .пофаз. Аеё. Ег. 
ТАрз. ап. 1695; Г 0. ева Фи. +. ПТ. № ЦТ, р. 331; Г. М. Ъ. В. у, Сеть. И. 


АТ, ХУНЕ т. 925: 0... Мат адпобепз фегши\! поп егезеяи& 
пп ог Иег, песеззе ез6 1шсгешепфа еотиш гигзаз Чегет аз Вафеге, Чцае 
зип аНаце Ч 1ШегепИае @1Шегеп агат ..... 511 х ргосгез51013 беолееае, 
её у эгИВшейсае. егИ........б=м4у : а; егоо 44х==4ж4у г а........ ›. Ср. 


также Л. 8. письма Лейбн. къ Якову Бернулли 3 Дек. 1703; Г. М. Ъ. \. у. 
Сет. Е. А. В. ИГ., рр. 84. 85. О постоянной, вводимой интегращей Л. гово- 
ритъ въ первый разъ въ мемуар® : Сопзгае Но ргорма рго ета де Сигуа 


_ Тзосвтопа рагавепыЧеа, аЪ1 её осепегаЙота даедала И Асы т. [лрв. вп. 


1694; Г. 0. +. ПТ. её Ош. № ХЬУПУ р. 309, В. М. 6. В. у. (её. 2. А. В. 
и: ХУГ. р. 315. звена? Ум °) —а4з: Уа?з— аз пе заштапо 
2 Уиаа а: Уа?; — а53-|-6, и Ь е5& ЧпалфЦаз сопзватз рго ато аззит(а 


Та ета се р зат та оз. чиоез поп уебатиаг Рго]ещаз сопа11оп1Ъиа, 
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разсматриваемы съ такой точки зрышя, распадаются на раз- 
личные порядки, составляющие, подобно алгебрическимъ етепе- 
намъ въ теори Вьъеты, восходяпия ступени лФетницы разнород- 
пыхъ воличинъ. Бозконечно -малыя высшихъ порядковъ. по 
выражен1ю Лейбница, месравнимы съ безконечно - малыми пиз- 
шихъ порядковъ — исчезаютъ въ арйометическихъ и геометри- 
ческихъ къ нимъ отношеняхъ 1)—что служить основанемъ 
особато трансценденпнаю закона однородности ?). 


Въ такомъ порядкЪ идей веякой зависимости между двумя 
перзмзнными величинами соотвЪфтствуетъ уравнене., выражающее 
соотнотене между извфстнымъ числомь., 2--/., безконечно 
близкихъ другь къ другу ея состояний —уравнен!е, содержащее 
въ 0668 дифференшалы вообще до п-—го порядка включи- 
тельно, въ огромпомъ числз случаевъ алгебрическое и легко 
находимое *); волВдетв!е трансцендентнаго закона однородности 
его можно привести чъ вполнв опред$ленному уравненю между 
частными дифференллаловъ той и другой перем нной одного и 
того же порядка. Дифференщальныл частныя опредёляются 





') См. Тешаштеп 4е Мофаит СоезН ила Саизз. Аба Ег. Г. ап. 1699. 
Г. О. $. Ш. е4. Ри. № ХЖМУ, р. 216.55), 1. М. 8. В. х. бет. 7. А. В. ПИ. 
Рупапиеа, УПТ, [Х, 5), рр. 150, 151. 168; см. также привед. статью: Вез- 
ропз10 а@ М. О. а Ри. В. №Ме\.... т. Ц. с. Ош, р. 328, Се\. рр. 399. 393. 

?) См, ЗушроЙзтиз тпетаога 8 ее.. её де Гесе Нотосепеогит Тгапз- 
сеп4ета М (№15ееПап ВегоЙпепв.); №. О. %. 1. е4. Риё. № ЬХХХЕ р. 495; 
Г, М. 5. В. у: бег. д. А; ВА. Т. ХХУН, тр. 891: 3801 аррагев 
Чааептали 91$ Гех ротодепеотит аталзсет4етайя,...... аррагеЪ1ф а44х еф 4х4х вор. 
фапбат А]1ое`гатсе........ зей еНат фтапзсетйен{а] ег Потосепеав е5зе её 
сотрагарез пцег зе........, ›. 

“) См. у Маме. Н. 4. ве. 4. У, рр. 143—158 превосходный очеркъ тео- 
ри выешаго анализа; #4. +. УП, р. 113: «Оп у0%.... да’ Чай азе а’аа- 
тей ге Ч’оп зауаль Гогё еп, рагпы 1ез А1зе]ез а а Ца’ппе 64иа$10 
а16тем ие Пе 4е Гогаге в езф ипе та оп епые (п--1) 641243 сопзбеп 4’ап 
рабпошёпе, 121 еп$ У013113 1е5 ппз 463 ап!тез её 614131 апбз епёге епх раг 
таррогё & ]а уамаЪ]е ш4ёреп4ан(е›. Ср. Ласобё Веглоий ВазИеепз!з Орега, 1. 
П. бепеуае МОСС. ХУ, № ХСУТ, Апа1узз Маспа Рго ета з 1зореглюе- 
1е1, (е4. ргииит Ваз. 1701 еб ш Асё. Ег, [. Ма 1701). ТАеотета Т, рр. 
897—899, 
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равными имъ отношенями нЪкоторыхъ конечныхъ величинъ про- 
изводныхъь отъ разсматриваемыхъ перем$нныхъ. величинъ, ко- 
торыхъ различныя сочетантя всегда имфютъ извфетный реальный 
смыелъ или большее пли менынее реальное значене '). Таковы, 
напримвръ, въ дифференшальныхь уравненяхъ перваго по- 
рядка плоскихъ кривыхъ. ‘хорды. касательныя, нормали, подка- 
сательныя и поднормали и друге прямолинейные отр$зки, ко- 
торые Лейбницъ, вмЪетв съ ординатами и абециссамн точекъ 
кривой. обозначалъь общимъ терминомъ «ГиисНотез» *). 


Когда зависимость между величинами дана аналитическимъ 
уравненемъ, то, помощью Лейбницева алгориема. можно всегда 
найти ея дифференциальное уравнене °). Но п наоборотъ, диф- 
ференцтальное уравнене характеризуеть въ извфетной мЪрЪ 
зависимость между величинами, служить ей аналитическимъ 
выражещемъ 5% депетз. Задача аналиста заключается въ 
томъ чтобы привести ето къ простЪИшимъ нормальнымъ анали- 
тическимъ выраженямъ — къ конечнымъ, если это выполнимо. 
или, что воегда возможно, —къ безконечнымъ рядамъ; однимъ 
изъ простзйшихъ средетвъ для выражения зависимости между 
величинами представлялся Лейбницу введенный имъ знакъ сум- 





') Си. Везропяо а4 М. О. а Ра. В. №Меуу. ее. И. е. Бш. р. 381, бей. 
рр. 325—326; 254. АЧайло аа ос Бспеазша (ар. Риё. Аа4еяда)., Ош. рр. 
332. 333. Сегй. р. 327. 


3) Пе Ниса ех Ипе!з пишего шйоЦз от@та Чаез пцег зе соп- 
саггеп Баз {огпаафа еазаие ошпез 1апсею4е ес. Ас. Ег. 11р5. ап. 1692; Г. 
О 64а. Оы. № ХХХУ. т. 966. №: М, 5. В, У. бей. Я. А. ВТА. Г 
УТИ. р. 268 (въ той же стальь Лейбниц вводить впервые назван1е х00рди- 
наты для абециесы и ординаты точки кри а ем П. е.); ем. также: Моуа 
са]са1 @1Ёегет1а]13 аррИеаНо ее. АФ. Ег. Г. ап. 1694, Р.В: И. с. Вш 
№ ХПУГ, р. 300, Де. А. Т. ХТУ, р. 306: т сепега]е Ргоезта $16 еопе1р1 
роз: Раш танопе (т. е., отношеве данныхъ къ п) йцег ацаз Еитейопез 
поете Ипеат». Сопз1А6га10тз заг 1а 41Ибгепес ци’ у а епые Гапа]узе от- 
А1пайге её 1е попуеаа Са]еи]1 4ез ТтапзеепЧатез. ЛХопгпа! 4ез Бсауалз 4е Гап. 


1694; 11. е. Ош. № ХЬУЦ, р. 302, Се. А. Т. Х\, рр. 307- 308. 
3) Ср. Моуа Метойиз ее. П. се. Ри. р 169, Сетй. рр. 222, 233, 
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® 
мовантя дфференилоь \ изображаюний  лЪйстае  эквива- 


лентное квадратурз отрфзка опредЪленной плоской кривой '). 
задача гоометра-——найти. въ какой именно мВрз дифференщаль- 
ное уравнеше опредфляетъь зависимость между воличинами, 
найти кавъ ел реальный характеръ опредЪфллется характоромъ 
зависимости между дифференщалами 2). 

«Ех соот о Вос уиф Ат то. Ш Па @юмт». гово- 
ритъ Лейониць въ «М№оуа Меойи$». «сен Ви] из Чиеш у06о 
фегепнщет. оттез аПае аедпаботез О его а]ез Ттуепит 
роззииё рег сасии сопитет., шахипаецие © штимае 
Цетаие фалоепфез Пафеть Ка цб ори поп 36 Ш Наббая 








1) Въ етатьв. приведенной уже выше, (прим. 1 иа стр. 179): бирр!е- 
тепиаш Сеотлефтяе ргасеае, зезе а4 ргоетафа фгапзсеп4еп а ех{еп4епз, 
оре Моуае Мето41 сепегаИз1тае рег Бегез ГойпИаз, Лейбницъ предложилъ 
обиий епособъ интегрирован!я дихференц. уравнен!й рядами, основанный на 
употреблении неопред$ленныхъ коехфищентовь :; ему удалось найти по этому 
способу. хотя и не совезмъ правильнымъ путехиъ, разложен!е перем. величины 
въ рядъ, расположенный по восходящимъ степенямъ ея логариома и наобо- 
ротъ, и еинуса въ рядъ по восходящимъ степевнямъ его дуги; ер. Маме. Н. 
Ч. зе. т. 1. УГ, рр. 168—166, — Ср. еще: Ое Сеотеа тесоп@ Иа еф апа1у 5 
Па Иат а4дпе ГпбпИогат. Асё. Ег. ТАрз. 1686, Г. О. еа. Би. +. 11. 
№ ХХ, рр. 191192, 6 М5 Вх. ба Д.А, ВА. ЕВ 
231: ‹Ротго длоп1ат. .... Бе Чеха иг». —О квадратурахъ см.: Ер1эё 01а 
р. Геи аа О. О1епЪаго1ат сиш О. Мешюпо соптип1еап4а, Напоуегае 
12 Лиш 1677: Г, Ор. е4. Ри. %. ТП. р. 88; 6. М. В. Ъ. т. (етр. Егме АЪЬ. 
В. Г Вега 1819, р. 163; Сотт. Еразв. р. 205; Письмо Лейбница къ И. Бер- 
нулли Напофетае 21 Матфи 1694: Сотт. р. её тай. +. Т. р. 5, В. М. $8. В. у. 
Сетр. Е. А, В. Ш, р. 137. Сы. еще въ письм® Лейбница къ И. Бернулли 
Сие Шетбуй 28 Оес. 1696 Сотт. рь. её тай. +. 1. р. 998; 6. М. 8. В. у. Сей. 
Е. А. В. ПТ, р. 252: ‹........ фапсер ат 1туегзае зп ез зе Вафепё дп0- 
Чаттобо а@ Чца@тафагаз. и га1еез аЙес{ае а4 ригаз зеа арзо]а!аз». 

2) Точная и ясная постановка этой задачи стала возможна лишь въ 
наше время, благодаря новой теор1и хункц!й; единственный вопросъ ея. рЪ- 
шенный окончательно, уже въ исходв эпохи Лейбница и Ньютона, —о чиель 
произвольных постоянныхъ въ интегр. обыкн. дифоерен. уравнен1й: «С’ез%$ 
Еоп{ пе», говоратъ Мате, ‹4и1 шИ |0отз Че доме се ро1п 1трогап%», 134, 
4. з. ш. . УТ, р. 40; ем. #94. о Фонтень (Е. аез Вегитз 1105—1771) рр. 
39 -42; мем Ф. помвщ. въ Д[ётойез Чопа» & ГАсаа. Воуже 4ез Бсепсез раг 
М. Е. Раг1з 1764, 


ак. Звыаевовабыбанании 
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м\ф птайопа!ез эф аПа ушеща. по Фадей оет@ии Ки 
зосии@ит МебВо4оз Васфепив е@аз........ ргорозИа ачасит- 
(ие авиа юоте зо ро38 е]из аедиабю @Шетепаз ').....; 
рабеф еМал шебобии позфгали рогею а@ Нпеаз фтапзсенет- 
+65. Чцае а@ саспИий А1ееталеши теуосат поп роззитф., зе 
(пае пииз зпиф со стаи, 14ще пт уегза зто 11040. 
зте из зирроз от и“ ратйстат из ....... 1040 фелеайт 
т оопеге {апдещет туете о5зе тесфали Чисеге, (иае Фо сит- 
уе рипеба @Избатйаю ШИлИе рагуаа Вафепйа аиеаф. зе 
Таиз ргофисфиш роухот тйлНатенИ. фаой 1018 ситоае аедли- 
уаеф 2). От$бат а афет Ша тЁпИе рагуа зешрег рег аПача 
@етеп ет пофаш. 1$ @у. у] рег г@аЙопет а трзала ех- 
реш р0%езф, Вос 63$ рег пофит Чиалбам фапсетет. Зреда т, 
31 е33е$ у апат Нав фтапзоеп4еия, ехетрИ самза ог@тафа сус- 
1061413. садще сет Ттотейегефит, слуаз оре Трза и от@таба 


аеттиз ситуле. 5306 Чефогийпайа.......@ебегиииапийа 936$ 4и 
о Трза албеш фапоетз сус10е1415. я поп@ии Пафет 


Поеогевиг, зпиЙИег сайст о Ттуепй 0550$ ех Чаба ртормефабе 
фапоей ии отемИ»3). 


Съ задачей о проведен касательных къ плоскимъ кри- 


вымъ (утоеша фапоеиии Чтесфа) въ теори Лейбница свя- 





зано неразрывно обратна дфленной квадратурЪ 
или боле общая обратная задача о касательныхь (рго ета 
фапоет ит Ттуегза) “); въ этой залачЪ Лейбницъ видЪфлЪ глав- 





1) Лейбницъ имъетъ въ виду алгебрическя уравнентя ‹еегЫ стаи»; 
ср. прим. 3 на стр. 181. | 

2) Какъ у Вагго\и; ем. стр. 172 прим. 2 и етр. 176. 

3) Мова Мейодив е4. Ри. рр. 169, 170; е@. Сей. рр. 222, 223. Маме. 
е$ Мапзов. 1. с. (прим. 9. на етр. 177) гезр. рр. 185, 186 её рр. 11, 12. 

+) ‹Сез 1е тез (1) [(1) Ген. 4ез Дезсамез, $. ИТ, р. 454.] пойз арргеп- 
пет ие М. 4е Веаипе а 1е ргешуег &1еу6 1а Татпеизе дцез10п д4е а&егитег 
1а оафате 4’апе соптгЪе раг 1ез ргорг3@{6з 4опобез Че за 1аосепе» о. Н. 
а. М.П. р. 146; вр. прим. 2 на стр. 177; ем. также Моюида. О. е, 1. Ш, 
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ный источникъ происхожденя транецендентныхь велийчинъ. Свои 
первыя попыткй найти путь къ ея рфшенио и къ обосноваию 
общей теорий трансцендентныхь онъ изложил въ мемуар 
«Ос @еотейла тесоп@а оф Апаузг ТрапзЮИии абаие Шй- 
пфогиш»., появившемся спустя около двухъ лЪтъ послЪ опу- 
бликования «Моуа Мебойиз ›» '). 

«Сасфегит р1асеё Пос 1060....... ›. говорить онъ между 
прочимъ въ этомъ мемуар, «/офет аремте 1тапзсеп4ейит 
Чиатиайит, слг шиитит диаеймю ргоешайа педие зп\ 


аля м иШиз се отафиз, зе ошпеш аедиа пеш 
А1оефталсали фтапзсет9ат$....,. озфеп4етия. {ооо зе са|- 


с\ о Четопзталт роззМ, Ппеаш Чпа@гайчеет А1еетайсали ст 
сиП её Вуретро]ае евзе пирозвИеш 2)........... нии 
оЙам шебвофиз шуезИсал Тегахоти8тоз шаейт0з ай 
согиш 11103365 арий ше сазиз фапйии зребаз 656.... 
горела 13 пло шауог!5, (Ио арреПо Меню4ит Татдепвилт 
‘поегзат, т 410 шахипа ратз фойиз @еошейчае фтаизсепает- 
В Оле $), 


Лейбницъ предлагаетъ зат иъ методъ. состояний въ зам яЪ 
дифференцальнаго уравнен1я задачи алгебрическияъ уравнентемъ 
между двумя перемЪнныийи 5 и 9 неопредЪленной степени съ 
неопредзленными коеффишентаяи. Если эти коеффишенты мо- 
жно найти (болфе пли менфе опредфленно, смотря по тому. 
какова задача) дифференцируя алгебрическое уравнен!е и срав- 
нивая его съ даннымъ, то искомыя величины хи 9 алтебри- 
ческя, въ противномъ случав онЪ транецендентны. СлЪдуетъ 
тогда постараться опредЪлить ихъ такимъ же способомъ. по- 
средотвомъ алгебрическато уравнен1я, въ которое входитъ еще 





') См. прим, 1 на стр. 182. 

3) Лейбницъ зам чаетъ, что отыекане такихъ лин!й приводится къ 
рьшен1ю явно трансцендентныхъ обимить задачъ «зее 1018 апои!1› и ‹«5ее- 
10113 га410013 уе ]осатИВ 1». 


°) Сеот. Вес. е4. Риш. р. 190, е4. Сеть. рр. 298, 299. 
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одна или нЪеоколько простьйшихЪ трансцендентных величину. 
Если это возможно, д и 9 суть транецендентныя выелия, непо- 
средственно слздующйя за простзйшими и служания вуЪет съ 
ними, помощью того же метода, для прогрессивной тгенераши 
безчисленнаго множества классовъ новыхъ величинъ ,). 


А и6 трзаш 7’апзсеп4епнит зресет теремал 
(аПае оппи фтапзсепетез реп4епё а зес Лопе оепегаЙ гай от 
зеп а Гозат из, аПае а зееНопе сепегаЙ апоиН ззи а аг- 
сириз стей, аПае аб аШ$ таеби 8 (илез он из шао8 сот- 
розИз *), 14е0 ргаебег Шегаз х 06 у аззишо а@Вие фег али 
иб у, Чиае фтапзсеп4етет фиат ет эотуйеа........... 
аПаиато Нег! роззф иф рагез а@Вепфае т фталзсетаелбез. 





") Ср. мемуаръ: Ое апиепзоп аз Е1сигагат 1пуеп1ет41з, Аба Егий 
Т, ап, 1684; Г. О. её. Ри. +. ИТ, № ХТ. ртр. 158, 159. № ХГУ, рр. 173. 174. 
ТГ. М. 5. В. у. бег. 7. А. В. Т, УП, рр. 123—197. «шие ае ате до’ зе 
рогпе А сопзеШег сефе пбо4е; апапё & ]а зшуте, И Геззауе заг ип зе 
ехешр!е её зе фготре». Маг. Н. 4. в. ш $. УГ, рр. 167—168. 


?) Изъ чиела различныхъ транецендентныхъ Функц! аналитическаго 
проиехожден1я особенно важное значен!е придавалъ Лейбницъ и его посл%- 
дователи. такъ называемымъ. Я7оказательнымь величинамъ: ‹....... Апай уса 
зсп, дпае рег са]со]пт асеагафат Й$....... А. апзсеп4епз 1п4ег а1а Варефаг 
рег аедцаЙопез отадиз 1т4ебпИ1. Вафепиз а пеште сопз14егафаз. п 1 эй 
ео аей, Эт. и...... › Пе уега ргорогИопе елтеи а@ пайагафа е1тепт- 
зетрфат шт питег1з гаМопа аз ехргезза Асё. Ег. [.. вп. 1682. Г, 0. еа. 
А ЮУ р. 112. В М. 5. В, у’ бе, 7."А. В. 1) УЁ.ра 190: 
а {ап оеп{ез сагуагии ехропеп На Мег фгапз`епдеп Нил: иЪ1 зе111ееф т 
зедпа\оте спгуае 1рза 1паеегтта{а, 1погедЦат ехропетет....... Ер1зфо]а 
Реп. а4. оВ. ВегпоаНат, Напоу. 7. Тап. 1694; Сотт. РЁ. @. М. +. Т. р. 
10; Г.. М. 5. В. у. Сетв, р. 141; Иванъ Бернулли называлъ показательныя 
величины «регситтеиез» Ер. а4. [. ВазЦеае 9. Ма}. 3%. у. 1694. Сотт. $. Т. р. 
8: Сеть 1. е. рр. 139. 140: онъ изложилъ теор!ю ихъ въ письм% къ Лейбницу 
Ваз. 2. Берф. 1694; въ этой теор!и онъ дВлитъ ихъ на роды !оепега): 1=го 
РР т В р 
рода у . втораго у ит. д. ем. Сотт. ов. е т.. рр. 13. 14 зада. Сегй. 1. с. 
рр. 144—151; Товапюз Вегпош@ Орега оташа Тот. Г. Гамзалае & бепеуае 
МОССХШГ, № ХХХУ[, Г В. Рипарла Сайсшё Етропепиайит. зеи Ретсигтепйит 
( Аср. Ет. Глрз. 1697 Магф. рр. 125 з94.), рр. 179—187; Мовиаяа. Н. а. М. +. 
П, рр. 395, 396; ср. стр. 31, гдБ по ошибкВ напечатано «Яковъ» визето 
‹Иванъ». 
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пабигае дпал@одие 1пбег зе О уетвае. еф Чепбиг фтаптзсет4ет- 
$65 [тапзсепйетеиии. в ошлшо ТФаПа ргосейа ш шблИа, 
И Нас эмеш шеф о4о...... аррЦеафа........ рае 
пол Тапйия. 41011040 шуешабиг. ап дла@гафага шаеййКа 8 
А1еетгалсе пирозз $. зе её диотойо пироз о Иайе Вас @е- 
ргейеиза герегит розз дла@гайх фталзсетйенз....... О] 

Въ томъ же мемуар «Сбеотей1а тесоп@На» Лейбницъ 


употребляетъ въ первый разъ знакъ оружий \ 2) и поль- 


зустся имъ, какъ средствомъ для аналитическаго выраженя 
трансцендентной зависимости. 
О оО 06..,. [0663бабез еф гаФ1еез ш ушеат м8 са|- 


©1118. 916 п015 зипитае её @1Шегейае чаи \ 6 @ тесргосае 


$ИИб....... .1304 4х е86 тойеа о паедал Трз1з х, 6 Па 
оре е]пз В. пб з0]а Чиап@о 14 Йег! ориз е5$ Шега х сит 
$113 5011666 рофезбаф из её @Шегепна из сайсща  шете- 
Файиг. ца тайопе еЯам Ппеаз фталзсен ее аедпаоте 


ехрИсате 1666, уст ст. 9 атгепз а, зшиз уетзиз х, Й0б 


= \ в У 2х хх. её 9 сус101@з оташа 96 у йа 





у = | 2х. Их х+\ м: у (ла9 аечаабо регРесфе ех- 


ргпит6 те]алопет Пиег от@тафали у © аЪзе19зат х, её ох ва 
оттез сус101418 ргортебафез Четопзгат1 08800 ;........ > 3). 


1) беот. Вес. 1. в. Ош. р. 191, Се. р. 230; ем. еще о томъ же въ 
письмв Л. къ Валлису 28 Мая 1697 г.:-Ё. О. е4. Риш. $. ПТ, р, 106. 1.. М. 
5. В. у. Сегй. Е. А. В. ТУ, рр. 96, 27: ‹ Тгапзсепаемез...... ехрги!1тиз, уе 
рег уа]огез 1пйп105. & ш зресйе рег зет1ез, (педие еппа 1рзаз зез1ез, Тгалз- 
сепдета]ез у0ео, зе (иап Иез 1рз1з ехргипепдаз ;) уе], рег ЖацаНопез 


> 


тах 


ВоЦаз; еазаце уе] ОШегена]ез (и ...... = $) уе] ехропевйа- 








Учу— у 
Тез пе в.. 22--х==1) ефе.›. 
?) Т. е. въ первый разъ въ печатномъ мемуарь. Ср. прим. 1 на етр. 178. 


*) Сеот. Вес. Ц. с. Ош. р. 192, Сет. р. 931. 
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«Апепат Ипат». прябавллетъь Лейбниц въ кони мемуара, 
«Ша аае а@топео. пе 4118 ш аедиайоп из а1егетла] из. 





1а]18 раз]о апфе етаёё а= \ 0%. у 1-— хх. прзат 4х фешеге 


пеоПеаф. а т сазй По. Чао Трзае х ип Иотш\ег стезсетез 
аззииаифиг. пео1ю1 р0фезё: пам Шт 10с 1780 ресвагаш рет- 
(ие 605 $Пл \аш а@ иПетТога ргаебТизете, фо шатиазИ Пия 
1зтазтой1. уе|аф ах. интуетва ет зат (и $61166 ртгостез- 
510 `1рзатит х азии р05$еф Чиа епптеие) поп теПаегии. сила 
фашоп ох №06 ипо шиашегаЪ ея Йсигатит фтапзйсга 1 отоз © 
авфтрофетае омапиг» '). 


Было бы не легко передать содержане веЪхъ трудовъ 


Лейбница въ области чистой математики, или даже собрать й 


изложить вв мысли объ основныхЪ вопросахъ трансцендентнаго 
анализа. разсЪанныя въ его многочисленныхъ работахъ *). Для 


1) Сеот. В. Ош. & Се. Ш. е. гезр. р. 193 её р. 233; евр. стр. 1178; 
Лейбницъ такимъ образомъ яено видЪлъ, какъ измВнен1е. едвланное имъ въ 
идеяхъ его предшественниковъ. открывало путь къ новой, обширной области 
высшаго анализа) сер. въ томъ же мемуар н%Ъеколько строкъ выше: ‹....., 
Апаузт спайлзБИйт её трпиотит у060, Чао зете]| 4ефесфо. }ата 1а4из ]оецзаае 
У13111 е5$ 411164114 1 Вое сепете 17рзе апфеа Гаегалю алтга$аз» (Л. говорить 
о своихъ первыхъ опытахъ выешаго анализа до открыт1я диххеренцальнаго 
исчиелен!я). 


*) Превосходное изложене математическихъ работъ Лейбница можно 
найти у М Маме. Н. 4. зе. шт. $. УТ, рр. 107—252; оно составлено по собра- 
н1ю Диёепз; въ дополнен!е къ нему ем Сетратгаь. Сезей. 4. М. ш ПОепфзе 1. 
рр. 139—186. а также введен!я Герхардта въ различные отдзлы его собра- 
н1я метемат. сочинен. Лейбница: Егзе АБ В. Г, Вмеём. 2. Б. а. 014. Со]- 
Поз. Меюп, рр. 3--10. В. эм. Г. а. Уцые С1огаапо рр. 193. 194. В. П. В. 
2уу. Г. п. Нио. рр. 3—10, В. тм. Г. п. а. М. 4е ГНозр. рр. 211—215, В. ПТ. 
Вг. 7. Г, и. Лас. Вегп. рр. 3—9, В лм. Г. п. 0%. В. рр. 118—132, В. ТУ. 
В о иЫ. УЗ. тре 3. 4. В. 2, 1. а. Уачелоп рр. 85—88. В. 2. Ъ, и. ©. 
Стат! рр. 207. 208, В. 2, Г. п. Гепа р. 230, В. 2. Г. а. Негтапи рр. 
255—258. В. 2. [.. а. а. ЕгеВ. уоп ТзетоВатз рр. 417—428; Иж. А. В. Г. 
П1ззегайо 4е Аше Сош1ра\ог1а, рр. 3—6, Ое Чфаайтафага агИВш. е1те., 
е]1. её Вурег. рр. 83—87, Спагаефегз Неа Сеош. Апа]. беош. ргорга. Сае, 


’ Баз, рр. 135—140, Апа|. Тоё. рр. 215—219, р. 410; В. ПТ ра МаЦ.., 


Ма ез15 Ошу., АтЬйшейса, А1сеЪгалеа, рр. 3—8. 
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= 


осуществленя своихъ тирокихъ плановъ Лейбницъ предлаталъ. 


методы, весьма часто, очень слабые и не практичные; онъ или 
совсфмъ ихъ не примЪнялъ, или примфнялъ лишь въ простЪй- 


ихъ частных случалхъ и нерздко дЪФлаль при этомъ врун-. 
ныя ошибки, которыя вотрёчаются даже въ лучшихъ его ме- 
муарахъ. въ тЪхЪ. наприм$ръ, гдз онъ устанавливаетъ впервые _ 


теортю соприкасаня кривыхъ и общую теорпо обертокъ 1). Но 
мысли Лейбница, по большей части, тлубоки п, сами по се6Ъ, 


плодотворны и открываютъ наукВ широк!е пути 2). Для рЪше-_ 
шя различныхь геометрическихь вопросовъ Лейбницъ пользо-. 
вался обыкновенно методомъ теометрическихь мфетъ, дающихъ 


рвшентя общихъ задачъ; онъ говорить о квадратрисахъ, о 


мЪетахъ центровъ тяжести перемЪнныхъ фигуръ. о кривыхъ о 


рытающихъ обийл задачи о дфлени геометрическихъ отношенй 


и угловъ (зеео0 таф10118 её 36010 апейП), о линаяхтв сину- 


6065, танленсовь........ г) 





1) Ср. Маме. Н. а 3. ш. №. УГ рр. 192-198. 203 (МВ. рр. 194—203). 
Лейбницъ говоритъ о вебЪ: ‹1ев кап 4е (ей заЁ ]апое еа]еп]08 п1ейё меп- 
еп. М1г сейеф ез уе Чет Нет ег, уоп дет тап зао, ууаз ез п1еВ$ Па ег- 


5феп, ап4еги офег ЧгИ\еп зргапо еггесЪе, 4аз 1аззе ез ]апНеп». (Т,. ап ев | 


Егешегги уоп Водепвацзеп. Г. М.5.В.у. бей. лу. АА. В. 1. рр. 377—318. 


*) Превоеходную оцфнку значенйя Лейбница ем. у Гаюнака: Геи”. 


Ведеа аи 11 4ег безеЬ. 4. Мы. Ке4е иг Ееег 4. Сератз6. 9ь. М. а. Кб- 
1105. сев. ш 4. Аша а. Ро] уфееВокатвз ха Огез4еп уоп Шу, Ахей Натпасв, 


Пгеза. 1887, въ особ. рр. 16. 17. Лучшая б1ограея Лейбница (1646—1716): _ 
С. Е. битаиег. боййчей \УИейв Ег. у. Гея, Ете Взостарь1е. Вгеаа | 


1842 въ 2-хъ томахъ съ приложешемъ, изд. въ Бреел. въ 1816 г. 


°) Ср. Ех. вт. И. с. беот. Вес. стр. 184, 185; Ре почо зи Сепы1 Сга- | 
УуЦайз а4 Оппепзопез © зресаба рго Агез п\ег Сигуаз рагаПеаз ее. _ 


Аба Егий. 1рз ап. 1695 Г. О. еа. Ош, № Г, Г. М. $.Ъ. у. Сет, Й. А. В. 


ПТ. беотееа ТХ, рр. 337—339; Сопзнисво рг. ртоМ. 4е с. зосфтг. ратас. П. в. 
Лш. р. 305. Се. р. 311; въ 0606. см. Ое ога, ргостезза еф пафага а]оефгае | 
ее. Г. М. 5. В. у. бет. 7. А. В. ПТ Та. Ма\. ее. ХУШ р. 208: ‹...... № 


пени Ад6тайс...... сепегапфиг рег орега10опез, дцае запф уе] зуп- о 
пе еле. уе] ап] уНеае...... МИ еНашт ргоб1Ьеф пцег 4егитоз...... 
1фесгата зег1ет уе] и{еотит 10виш рштиию...... Чаап аи зпйиа] зрее- 


фат1, Чиап4до 4е чпоЪеф фегийшо уе] дпап+айе зет1е1 аа 1061 асс1рт ро{ез 
9104 аззег иг, ргаезег& п саш еМашт т4ейп! оз питпегоз В1е сопз@егат! фата) 


топаег!1118». 


бы сноса 3 
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Идея геометрическато мЪста — предетавлене о соотнотге- 
няхъ между группами велячинъ, измЪняющихся по какимъ 
нибудь общимъ законамъ— лежала въ основан1и геометрическаго 
анализа еще у древнихъ, которые не имЪли, однако. никакихъ 
средствъ для построемя общей теорш. Декартъ указалъ спо- 
собъ выражать въ извЪфетныхъ случаяхъ эти законы алгебри- 
чески—въ символической форм. подчиненной опредзленному 
алгориому. Лейбницъ обобщилъь алгебру Декарта въ своемъ 
НОВОМ «‹иСсчисленш», Которое дало возможность изображать 
алгорпемическими сиуволами безчисленное множество трансцен- 
дентныхъ соотношенй между величинами, недоступныхъ анализу 
древняхъ и Декарта '). Новый анализъ обнимаетъ воз эти 
соотношешя, алгебрическя и трансцендентныя ш сепеге. не- 
зависимо отъ ихъ случайной природы *): Лейбницъ придумалъ 
для нихъ 0с0бый обиий терминъ и 060606 обозначете. Пово- 





') Ср. Сеот. Вес. Ц. с. е4. Бш. р. 191, Сет. р, 230. Лейбниць чаето 


ставитъ въ упрекъ Декарту (по крайней мЪрЪ въ 10 м%8етахъ) то, что будто 


бы онъ а ргзог! исключалъ изъ Геометр!и ве кривыя. кром алгебрическихъ 


Ша... таз Сал(езйиз арреПаф беотейт1еаз, есо оф втауез гафопез ройаз А1- 








сега1еаз арреПате зо]ео», Де Рав. Ё9. йшеп, въ началв); «Геи геу1ет{ ци 
рем 4гор зопуепф (говорить Маме. Н 4. М. +. УГ, р. 233) заг се рг@епао 
$отф 4е Пезсаг{ез: с’езё запз Чдоще Гоп етепте 64гой 4ез Сагё6зепз 4е зоп 
{етарз @апз 1а аосбймте зиме 4а тозе ди! игНай Геп12»; ср. Аёропзе 
аих Ю&Пеллотз 4иё зе втоиьетё 4атз 1е 23. Тоитпа 4ез багатпз 4е сеНе аппёе 1оиспам 
1ез сопзвдиепсез 4е дие4иез епатойз 4е 4а Риозорше 4е Оезсаз4ез (Зоптг. 4ез Бауалз 
Аой+ 1697::; ©. @. Тефоайн ТГосеа её Меарвузеа, Г. О О. е4. Би, %. 
р. 250. 


2) Ор. ех от. въ приведенномъ уже не разъ письмз Л. къ Валлису 
98 Мая 1697 г. 1. е. Пи. р. 105. Сегй. рр. 25—26: «Нас }ала аЙеейопте а@та13за 
........ 990 таеМиз те!егаф Апфотет заит». О природв величинъ въ геомет- 
ричеекомъ анализ и ихъ раздвлени ем. бирретепиит Сеотейзае Гутепзотае 


сфе. Аеф. Еги. ТАрз. апп. 1698. Г. 0. 0. е4.Ош. +. 11, № ХЫХ, рр. 287 


аа. Г. М. 9. Ъ. у. Сей. 7 А. В. 1, Ап. Е. ХИТ, рр. 294 54944: ‹........ 
и"рЁсез ПаЪетаиз диай ея: тайотез, Аддефтаёсаз, & Фтапзсепйетез. Ез$ алцет /опз 
итайопайит А1еерта1еатат, атбёдийая ргоетаИз, зе тир сйаз;........ зеа 


Гопз 1таизсепаел ит 4. езё мДийиао. Ца аф Сеотейае 1талзсеодет Илии (спа 
ратз Чивепзот1а ез) гезроп4еп8 Апайу58 $1 1рэ1ззипа зеепна тт», 


190 И. ТИМЧЕНКО. 190 


домъ къ этому послужили вопросы о нахождеви частнаго вида _ 
зависимой перемнной, отвфчающато наибольшему или наимень- 
шему значеню величины. связанной съ нею произвольнымъ со- | 
отнотентемъ; это вопросы, приведиие впослз дети къ вама- | 
онному исчислению, для которых алгориемъ ий обозначения Е 
Лейбницева апллиза были существенно важны 1). 


«Р]асеф еМаш». пишеть Лейбницъ Ивану Бернулли. ‹апой 
арреПайопе Гипс отии ифег1з шоге тео. Г.060 1зорегитета-_ 
гии Пеегоф оепегаНиз аАеге Поитгаз Т504упатая. зесппит } 
ппаш Глеей@ тафопеш. её ех Из терегше уе] еМееге вал, | 
(тае Махпии ап Мил ргаезфеф аПа Ииоеп@Т габопе... | 
.. ..-°). Баере оМаш ехо шог РипоЯот м8 @1Шеген ая 2.) 


1) Ср. Соттижсайо зиае ратйег 4иатитдие айепатит а4 е4ездит зйа ри | 
тит а Оп. Лой. Ветпои 0, детае а От. Матетоте Нозриай0 соттитеиатить з0- › 
миопит ртоЫ. ситтае сёелтётё 4езсепзиз а Оп. Лор. Бегп. Сеотелз риБсе ргорозёё | 
с. Асф. Егцй. ГАрз ап. 1697. Г. О. её. Шиш. $. ПТ, № ХХ, Ц. М. 5. В. у. | 
Сетр. 7. А. В. Т, Ап. Г. ХХ ф. 339 (въ начал и отъ словъ ‹Уегим а. ..›), № 
рр. 334—335: ‹Ез6 албет 11 вое ргоетафит сепеге еёс»; Сета". СезеВ. 
рр. 162, 163, М. Маме. Н. 4. М. 6. УТ, рр. 240—246; о методахъ, употре- — 
блявшихея геометрами разсматриваемой эпохи. для нахожден!я наибольш. и я 
наименьш. значен. опредЪлен. интеграловъ ем. М. Маме. Н. 4. М. $. УИ, рр. | 
193—198: Ветатдиез зит [ез тели» саз ее. ср. ТЫ4. рр. 45 за4.. 104 заа. 113 
—119, 171—178, 187--192. 


2) Ер1зф0]а [. а4 Фо. Вегпой лат, Налогегае 29 Ли 1698; Сотт’ 
2181. её тай. $. Т, р. 386, Г. М. $. В. у. Сет. Е. А. В. Ш, рр. 525 526; ерз. 


24. рр. 506. 507 за4. ВеЙасе. Лой. Вегпои Бошо РгоМетайз Пзоретётетогит 
Чирйсё тей" 40 гтоеша, присел. И. Б. Лейбницу въ пивьмЪ отъ 5 [юля 1698 г; | 


см. еще: Зомйоп 4в ртоМёте ргорозё раг М. Ладиез Вегпошй. 4атз 1ез А. 4е Г. 4в 
т. 4е Лау ае РА. 1697; ес,., Мёто1лтез 4е ГАс. В. 4ез Эс. Че Разз 1706 рр. | 
235 за4. 64 4е Р., рр. 304 за4. 64. 4е Но!.; ой. Вегп. О. 0. +. 1 № ыххУ, | 
рр- 424 (МВ. п. 1) 89а. Въ мемуар ДРетонхтано зтейса ЁГтоМ. 4е Т/Х. Сус. № 


ес. (Аба Еги4. ТАрз. 1698. Ма! рр. 223 344.) Яковъ Бернулли говоритъ: | 


к ех шйи! Из Сигу15 зи из аЙача 1рует1еп@а езф., диае ГапеНопет 
(оалор1ат орйште ргаезе!,...... Тапеа, али у060. Еипс#от, адеодие папе 
теерап1еа, папе а]ое`галеа,...... › и дальше ‹.......Е1а$ Глоеа Рите 0113, 
петшре Тлпез Бшаиш...... ›. «ас. В. Ор. Т. Ц, № ГХХУШ, рр. 788, 791. _ 
«ой. В. Ор. О. Т: 1, № М, Агф. Т, р. 253; ср. Асё. Ег. Г. Май 1697. рр. 21 
344...Час. В. 0. $. П, № ГХХУ, р. 768: бою рт. гйетпотит ее. въ началЪ: 
П. с. стр. 181 прим. 2. См. еще Ветатдиез зи" се ди’оп а 4оттё уизди’веё 4е 301. 
4ез рг. $. [ез Фзор. ес. рат М-г Леап В. (Мет. 4е ГРАс. В.а 5. 4е Р. 1718, рр. 
100 344. 64 4еР, 123 за4. 64. 4е Н.) Г. В. 0. %. И. р. 21: «Ребтщон. Оп 
арреПе 1с1 Еопсйо» 4’ппе стап@епг уаа Ме, ппе {пап сотрозбе 4е дие1 
Че тап1те дие се 306 4е себе от. у. & 4е сопфалцез». 











+ 
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162] ес41$ @1егет а из; $ 91 2 $6 Кипейо яв х фаие 42 
1101 68$ Чпате аз ог@шама. фиае рго@ф 42 @уетдо рег ах, 
02 90...00... ] 

«Орйше №15 16 пеб10т18 поба Чезтетеф. сиуа8 Шегае 
3 тео. уе п 8 36 Ишебо тфэз х А 9 рез 
Гипс отез е]изает. роззетф @13 тей пишет. Зоео тибегаши 
ЗВ его побили теЙайотав Вос шофо х 1 х 1-1 ее. 05% 
шециие Котшафии ех х; Па 91 алой ех ратив Гогтайит. 








0 ох х у зо х; у" ху | Е (лал4о Тоттаф1о 


НИЯ 
Ге х ИА 961 





в3ф таНопа М8  аазего г, уе х. 


т ия ми а . . . . Е . 
ху. х: у. 9 ЮгшаНо $1 габопаз п\еста, зоо 


| т. 1 


к 
: 
зийеиитф Шегае отаесае. уе] ап фе 





ВР 


—`——. 64а и попп151 па #1610. аа ралеае, 
06 301е3»?). 





2 





1) Сотт. ры]. её таф е Г, М. В. В. у. бе. Е. А. В. Ш. И. е. Бер- 
нулли употреблялъ обозначене )-=—4з : 4х (‹«Мофефаг ал{ет сепега]Иег 41- 
[егепНа Гаоебопию ВО. ВТ пос это ОВО>ТО), Вейаде у Сет. Т.. М. 3. 1. 
И В. 0. ВБ т. 426 [%..... ^ВО> ТО, еп ргепапф ^ ропг ]е 
з1оте оц ]а сагас\ 613 Иаае 4ез @1И6тепсез 4ез ГопеНопз, ой Гоп отеф 1ез аИ- 
{Степсез 4ез огап4еигз 40п$ еПез 300$ опейопз». 

2) Ерзо1а С а4 ТоЪ. В., Напог, 22 Апсизм 1698; Сотт. р№. её т. %. 

ВЫ: М. ЭВ. у. Дей. Е. А. р. ТИ, р. 537: ср. #14. тезр. рр. 329 @# 


16 
531 (Ерлзю]а 7. В. а4 Г, Сгоптдае 55 56 А\8- 1698.— Обозначен1е /х — введено 


было Сфаиташ. См. На\оте 4е ’Ае. В. 4. 56. авп. МОССХХХТУ. Ауее 1ез 
Мёт 4е МаЪ. © 4е РЦ. ропг 1а паб ме Ап. Тиез 4ез Вбо1-!гев 4е сейе Ае. А 
Раг. 4е ’Пир. К. МОССХхххуУГг: Зошйоп 4е р[из. ртоМ. ее. Мб. р. 197; ‹О68- 
п! 1018. Оп 401% зсахот чае раг Гопе1оп 4’ипе уагаЪ]е, оп ещепа.. ..... 
Зе ше зегу1га1 Че 916тепз з1спез сот Ц, Фд Ах &6. ропг ехргипег @11С- 
геп{ез ГопеНопз еп сёпёга]». 14 р. 205, С1. пишетъ А, р. 208. е. п. Ст. В, 
Уо!. Напарией 4. Азётопошле $ 37, прим, а, В. П р. 98. 
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Ближайшими послёдователями Лейбница ') были братья 
Яковъ и Иванъ Бернулли 2) и маркизъ Лопиталь *), труды 
которыхъ въ значительной м®рЪ способствовали распространеню 
и дальнфИшему развитио высшаго анализа. Они нашли большое 
число новыхъ предложенй, которыя послужили имъ для рЪше- 
ня многочисленных вопросовъ геометри и механики *). Ло- 


') Лучшимъ иеточникомъ для изучен!я эпохи Лейбница можетъ слу- 
жить переписка его съ Иваномъ Бернулли. продолжавшаяся отъ 21 Марта 
1694 года (первое пиеьмо Бернулли) до 11 Ноября 1716 г. (поел днее письмо 
Бернулли, по всей взроятности не заставшее уже Лейбница въ живыхъ [см. 
Сетв. 1. М. 5. Е. А. В. Ш. р. 972]); Соттегейит рЬЦ. её тай. водержитъ въ 
себЪ 238 писемъ, издане Герхардта 275; ер. прим. [ на стран. 179; ем. еще 
А. Патпас®. Геи. Ве4. рр. 17, 18. Сеграт@. СезеЪ. рр. 164—167. 


2?) См. М. Мале. Н. 4. М. $. УП: Вегпошй (.асдиез) (М6 еп 1654. тот 
еп 1705), рр. 72—119, Вегтош@ (Леат) (1667—1748), рр. 154—192; Тйа Лас. 
Ветп. Май. Сёефетт. въ 1-мъ том собранйя сочинен!й Як. Берн. (рр. 7—34) 
принадл. 3. Завофо Вафег1о (ем. 14. рр. 3—6); [*. В. \Т\. В1остареп 
мг СаМагоезерле{е 4ег Бей ууе12. 7луейег Сус]аз, И/даев. 1859. рр. 71—104 
(Ло. Вегпои) см. также Р. Мемат. Пле Мабпета{кег Вегпоч!1. Вазе] 1860 
(Лафе]зе Вт и. улефеп БаешатРеег 4. Отлу. Вазе1); В. То. Мафётаах 91- 
уег. ропг 1’Н134. 4. Мат. ВаПейпо 41 ВИ. е 41 55%. 4. 5е. Ма. е 13. $, 
П, 1869, ПТ, Соггезроп4атее \\И6тайге 4ез ВегпошШ, рр. 318—328 (съ при- 
м®чанями князя Вопеотраст1). 


3) М. Маке. Н. 4. зе. М. 4. УП: [7 Гозриай (бал Иалиюе-Егапсо13-Апфоше), 
Маги1з 4е 52114-Мезае её Сопфе 4’Алитетоп® (1661—1704), рр. 148—148; 
Мотичыа. Н. 4. М. +. П, рр. 396—398. 


*) См. Лас. Веги. Орега №№ ХХГХ (Ге сита ёз0ейтопа), ХМ, ХЬМ, Аа- 
Айат. а4 ртоМета Еиисщатит, ХГУ ПТ (Сигоашта тей). ПУПТ (Ситомига Гат. 
Ная.). .\ХУ (Ге ситоа сёетт. 4езсепз., ртоМ. азоретгёт. ргорозйго), (ХХХ. ХОУ[ 
Апаузз тадиё фто. ззоретзт.). №№ ХСУПТ. ХСХ & С (сешге @’озеёЦавоп её 4е 
ретсизоп), СП (Веёизатсе 4ез зо 4ез); оф. Ветп. Ор. ото. №№ ХХ, ХХ (М2 
Шо. депег. сопзт. отт. аед. @. рттё дтадиз, Ас4. Е. Г, 1694, Моу.), ХХ1 (Аа- 


хат хат 
ЦЦатепат.—рядъ: Ищедг. в4з==-|- пл -- 154 "12 За —:....66.. р. 126 





Ер156. аа Гефа. ВазПеае 2 5ер+. 1694 [3.е письмо Б. къ Л.], Соттегс. р. 16, 
Г... М. $8. В. х. Се. В. А. В. 11, р. 150), ХХПГ (Сита аедийтайотз), ХХХ 
(Бгор. ргоМ. 4е пт. сщегт. 4езс.), ХХХУТ (Сас. ехр.). ХХХУИ (Вгасйузосйг. >, 
ЬХХ (Интею. рац. дроб.). 1ХХУ (Форег.), СИТ ($. Ц) (1зорег.), СУШЕ (Бе 
{"адесё. от1Лод. въ изложении Ник. Берн.), СХЛУ (Итпеш. рац. $.), СХУГ(Ое 
#". отй. въ и. Н. Б.), СХХХУТ (#. ПП (Ре. аед. 4}.}, СХП (Пе сйота. вёбг.), 
СХ ГУТ ( @иа4». сито. етроп. рег. зет.). Правило для отысканйя дЪйствительн 
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питалю и Ивану Бернулли принадлежать, сверхъ того, первыя 
попытки систематическато изложен1я Лейбницева анализа '), въ 
которомъ они впервые стали различать двз послЪдовательныя 
части —дифферениальное и интегральное исчисления ?). 


значен1й неопред$ленныхъ выраженй 0’ ^° °ихъ поръ носящее имя ‹пра- 


вила Лопиталя». было дано имъ въ вочинен1и: Апафузе 4ез тритет рез. роит 
РицеШдетсе 4ез @дтез соитфез, Ралт1з МОС, ХСУГ. 5ееё, 1Х, Ргор. 1. РтоЪ. 
рр. 145, 146; ер Лой. Веги. 4п Аеф. Ег. ТАрз. 1704 Аио. р. 375. Ор. отп. $. 
Г, № ГХХГ. рр. 401—405; Ер. 2. В. а4 Гефи!И а. Схоп. а. 4. 1 Ла 1705, 
Сотт. $. Ш, рр. 127, 128, Г. М, $. В. у. Сеф. Е. А, В. Ш, р. 765; Маче. 
1. с. о Лопит. Н®которые друме важнЪйние труды Лопиталя помъщены въ 
собран1и сочинен1й Ивана Бернулли: №№ ХХИ (Сигуа аеда га 013. Ас. 
Ег. 1695), ХХУ (Ехе. ех. Шф. аа. Ф. В.), ГУ (Ге зо!4. шииюае гез1з.). 
Большая часть перечисленныхъ трудовъ Бернулли и Лопиталя разобрана у 
М. Мале. П. с. 
1) См. въ 3-мъ томВ соч. Ивана Бернулли № СХШМХ: ., В. Геейопез 
Ма Лета еае де Мефподо естаЙаш, а] Изаце, сопзе1 1р(ае шт изат 1. Маг- 
с№10113 НозрИИ, сат Ацфог Ратг13Из асегеф Апи!з 1691 & 1692 (рр. 387— 
558); И. Б. излагаетъ только проетвйшйя предложеня объ интегрировани 
явныхЪ Ф-1Й и дихФ. у4й 1-го и 2-го порядка (те. ф4апо. туегза) и н$8ко- 
торыя приложенйя (Ре Сёге. озси. $ Еъо. сиго.. едиздие изи вт тесёйсат 8 виз 
3, дил@тайита ситтаг., 4е ситоя СусфовАиз, саиз@саз, Че с. езсепзиз аедиабз. 301. 
её дашосйг., саепата. Гипаси]. места, диайгойита рег зетёез т/пиаз); въ началв 
своего сочинен1я Бернулли замвчаетъ, что часть лекщйЙ, трактующая о дих. 
исчислен.. вошла въ составъ труда Лопиталя, Апа[. 4ез ту. р. ‹д т оттёит 
‚татфиз сетзайиг» (р. 387, п). Лекци Бернулли были опубликованы лишь въ 
полномъ собрани его сочинен!й въ 1742 году. Лейбницъ съ своей стороНы 
собиралея написать сочинен1е ‹4е Баепва гп/иНь — полное виетематическое 
изложен!е новаго анализа, но, за недостаткомъ времени, не исполнилъ своего 
намзреня: ем Ер!15ф0]а а@ Лой. Веги. 21 Мат+. 1694, Ветп. а4 Гейт. Маи 1694, 


6 20 
Геёфп. &4 Ветп. 7 Зап 1694; т6 Оее. 1694. 28 ЕеЪг. 1695, 30 ОсфоЪ. 1695, 24 


ап 1702, Соттегс. гезр. &. Г, рр. 4. 6, 12, 18 & 19, 35, 100, +. ИП, р. 80. Г. 
Ш: х. Са. В. А. В. 111. рр, 136, 138, 143, 152 & 3. 166, 229. 703; 
ер. Мошифа Н. 4. 5. ш. +. П, р. 384, Г’Нозрищ. Ап. а. т, р. РубЁасе #01. 8. 
1] г. & 5. 

?} Терминъ ‹интегралъ» введенъ былъ И, Бернулли см. Гефп. ер. а4. 
Уов. В. Нап. 28 Еег. 1695. Р. 5. Сотт. $ Г. рр. 36—37, Везр. 9. В. Арг. 
1695, #6. р. 41. 9. В. е. а4 Г. Стоп. 7 Арг. 1696. Сотя. +. Т, рр. 154, 155: Г. М. 

Т. ХП Зап, Мат, Отд. 13 
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Слустя три года посл выхода въ свЪётъ «Моуа Мео- 
41$», появилось безсмертное твореше Ньютона «РЬПозорШае 
№мигаИ$ Ргшециа Мабпетайеа» '). Во второмъ отдЪлени 
второй книги этого сочинен!я` Ньютонъ помзетйлъ лемму. за- 
ключаюшую въ се0Ъ основныл начала метода флюкой 2). Лема 


Що Е В, А Вр, 14ет 1 4е]Поепдит еззе рег 
затитала уе] я Чи0@ поз ап{ерае рег Гиеста]е уе! 1 аепофаге уо] аз»; 


ср. „ор. Ветп. Оетотз6г. Апа|. & буп\. зпае Сопзёг. Сигуае Везмп. &е. Де 
Ет. Кефг. 1696 рас. 82 за4. Ор. отап. $, Т, № ХХУП. р. 147; Лор Вет. Пэзет- 
{ай о Гпапсига 1: рвуз.--апаф. ае Моба Мизеогит. Ваз. 1694, Орега ошп. 
№ ХУШ, р. 106. ‹Риодтайит арреПайо пи поп 915рИсеё», говоритъ Лейб- 
ницЪ, «ба ше иофае 1п{ег4дит Ти паЦайопе а@В1ЬЦа езб р]егишаиае %а- 
штеп зиимтайот; уосаф 0 а та1о›, (МВ) ‹фа шао1з Гаеета ез$, & оглотет 


= 


6 
Трзал шейЦа10113 озфепа›. Ер. аа 7. В. Папоь. чз Мау. 1695. Сотт. Ъ, 1 
р р 16 , 


р. 49, Сегё. 1. е. р. 177. ср. Вегвйат& Меикепаи Сопз1ега10птез с1теа Апа]узеоз 
л4 Чпапафез 11116 рагуаз аррИеа{ае Ргшетр1а, & Сей О№егепНа]18 Озит 
1т гезо]уеп013 ргоЪ]ета15 беотпе+11е13. Аз е]аейат\1. Араа Лоаппеш \УоНегв, 


1 
Аппо 1694, р» 42 ‹... за Из п(едтаПЬив, отеа жау КЮ 59 — га ЗОльььеи ›. И 


Е БЕ ОИ › (ср. 154. рр. 17, 34). Ср. Сет. @езеЪ: 
р. 160, ». 2. 


') О жизни и трудахъ Изаака Ньютона (1422—1727) см. въ особ. О. 
Втгешиет. Метойтз оЁ {Ве Ше, \угИ тез ап@ @1зеоует1ез оЁ 13. Мемюп 9 у013. 
Е@шригов 1855 (204 е4. 1860) \эИЪ 2 рогётайз (ер. Вёл, СтИадае ае М. 
ес. ру Р. Б. Рамз 1855); превосходный разборъ вочинен1й Н. можно найти 
у 1[. Миее. Н. 4. $. з. +, У, рр. 164—254; 4. У1, рр. 6—93 (Решенла); см. 
еще Я.. И. В. Бай. А 31. Асс. сп. ХУГ, рр. 281-337. Рукопиеь Рите ра 
была предетавлена Лондонскому Королевекому Обществу 28 АпрЪля 1686 т., 
первое издате вышло въ 1657 году лвтомъ, второе въ Марть 1713 года, 
третье въ 1726 году; я есылазось на Кельнское издан!е 1740 года, еъ пре- 
восходными комментар1ями РР. Тротае Те енг & Етапсе1зе1 Лаедщег, Ех 
Сба]Исапа Миииогат Гала, въ З-хъ томахь (ЕЧо АНега, Со1. А1оЪт. 
МРССГХ). Въ 1759 году быль изданъ въ Парижв Французск!Й переводъ Р, 
принадлежаний знаменитой Маркиз Ди СфазеЦе (1706--1749), еъ коммента- 
рлями А.49р0 (въ 2-хъ томахъ). 


*) Тетта П. Мотешит депйае аедшйит тотепёз Цаегит  зтощотит 
депегапйит т еотип4ет етит т4сез пит & соёрбеёепва сопйтие 4исвз, 
[4(4” В” СР) =тА"- 1 В" СРАА--вА” В" СРАВ--рА" В" СР—19С]; Рите. е4. Т.е. 
& Лас. $. П, рр. 55—60; см. также хранцузек. перев. Ди Сйа»м. 1. с. в. Т, рр. 
260—263: Малзст. Вёзатё &е. рр. 16—20. 


\ 
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эта играетъ весьма небольтую роль въ системВ изложен!я 
‹Началъ» и доказапа очень несовершенно !), но не литена. 
однако, историческаго интереса; въ схоми къ ней °*) Ньютояъ 
указалъ на связь своего метода съ дифференнтальныхь исчис- 
лешемъ й заявилъ такимъ образомъ о своемъ правЪ на славу 
открыт1я высшато авализа. 


1 Ибет8 Чаае шт сим....,....С@. а. ГеабтмНо эм 
аЪМис @есет п\егседерат. сми зи еатет тео сотрофеш е5з0 
16%1001..... ... & Петз фтапзрозИ18 Капс зещепНалм 1т0]- 
уе из. (129 аедианопе диовитдие Пиетез диапиниез 
ирогеще, Риалотез чтуетате, 4’ часе егз@ (ват@от  сеЙа- 
гет °); Везетря Ут С]ат19пиия зе Чподие ш е]азшой те- 
бПофиш 116141536; & шебоит зпаш сотшиииисамй. А шей 1х 
а а4ещет, ргаефетааам Ш уегфогиш & побагат Юта. 
Пгазае Гпаметини сопбтебиг т Вос Гештаде» “). 

Ньютонъ развилъ обетоятельнзе начала исчислен!я флюк- 
@й въ двухъ трудахъ, въ «Мебойиз Ешахюший 6$ земегат 





') Ср. М. Маме. Н. 4. ъ. М. %. УТ, рр. 57 зач... Мапяол, 1. е. р. 18, 
п. (18). О путяхъ, которыми Ньютонъ пришелъ зъ открыто результатов, 
помъщевныхъ въ РгшеЦ!а, по мнфн!ю различныхъ геометровъ ем. М. Маме. 
Н. 4. в. М. %, У, рр. 176—178; ер. въ оеоб. Сфачез. Ар. Н. СВ, ТУ, 4-ше бр. 
$. 22, п. 31. 


2?) Эта ехол1я помфщена только въ первыхъ двухъ изданяхъ Р№е.; въ 
3-мь издан!и, поелв спора еъ Лейбницемъ о прюритетз въ открыти выешаго 
анализа, Ньютонл, замвнилъ ее другою., въ которой пе говоритея ви елова о 
дихференщальномь исчиелени и о Лейбницв. См. Риепе. е4. В. & Ф. %. П, рр. 
60, 61, ип. (г), ри С!№з. рр. 268, 264 (Новая Схоля); Маизот, |. е. р. 20 
и я. (23). 

3) См, Ер!3$. Баасё Мешрла а@ О4етбигфит ев. Гейзяйо соттаплеат4а 
А. В. 24. ОФ. 1676; Сотт. Ерёя. 4е Ап. ртот. р. 150. Мм. Оризсща ед. Саз. 
В РО. д.61. Ом: © ИОр. 6. Ш М. 5. в: ух быв ЕЛА. В.Т, 
рр. 127, 128; Ер. О. Гейтия за р. ОЧетфитдит, сато 2. Мемюово соштии1еап4а 
21 Лит 1677; И. с. тезр. : Сотт. Ерзе: рр. 191—195, Ош. рр. 80—83. бе. рр.154-— 
157 349. Ньютонъ говоритъ объ анаграммЪ: «басс 13 Ве} 7394044433 И ох». 

*) Во второмъ издании Ньютонъ прибавляетъ: ‹....пофагат Гога 3, 
& 14еа сепега 10018 Чиа Цаат. ОйТазаае Рапдатен ат ,....., › См. Гез. & 


Лаед. |. с. Маяз. 1. е р. 20 п. (22). 
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шйпНагии . налисанномъ раньше «Ргшецла»., около 1671 
года, но напечатанномъ лишь по смерти автора, въ 1736 
году '). п въ ‹«ТрактатЪ о квадратурЗ кривыхъ», опублико- 
ванномъ въ 1706 году 2); въ обоихъ этихъ сочиненяхъ изло- 
жены лишь т части метода флюкой, которыя соотв тетвуютъ 
въ теори Лейбница дифференщальному исчисленю съ его 
простзЙшими геометрическими приложенямя и интегрировано 
прост$йшихъ алгебрическихъ функ и алгебрическихъ диффе- 
ренщтальныхъ уравнен1й перваго порядка 3). Чтобы дать понят!е 


1) См. Оризси!а е4. СазНИ. +. Г. ор. П. М. Е!. ее. Апоеё е4аНа 5 
Лофапте (С01з0по М. А. & В. 5. 5. &е. Попаии Ап, 1736, рр. 31—199; Аш- 


19 
тафуегопез Ме\м$. ш Гефп. Ер13$. а4 АЪЪ. Сопы (9 Арг. 1716) А. РБ. 57 


Май 1716, Оризе. е4. Сазе. $. Г.р. 410: ер. 1. №. В. Ва]. А 31. асе. р. 288. 

?) Оризе. е@. Сазё. $. Г, Ор. ПИТТ. №. Тгафафаз 4е Опайгафага Сиху. 
Еа аз Гопд1т1 1706. рр. 203—207 (Ритодисво). 208—244 (Т’асюиз); М. Мате. 
Н, 4. 5. м. $. У, рр. 210—216. 


3) Ньютонъ обралцаетъ вс хлюкеональныя уравнен!я въ однородныя 


: - - . ее 
введен1емъ произвольной Фхлюкели—единицы и при вычислен1и отношен1я => на- 


зываетъ у или самое у— Чиатшаз Вёща, & или х— 0. Сотеа: е. ©. время 
или другая величина. текущая равномВрно и измвряющая время. есть ©. 
Сотге ма. ® пространетво, проходимое точкою. движущейся неравном рно-— (. 
Ве’аю (Ме. Ех. Ргаерата о шт Бо]аНопет ргоТ]. И. Оризе.р. 68 & р. 65); 
онт различаеть затвмъ троякаго рода ‹ д цаЯопез Е]ах1опез 10уо]уетез»: 


Ул (- „)—0 [....зарропо 4104 2 № Сотгекиа бат аз...., Оризс. р. 66] 


2) ИЕ. у, ==, которыя уравнентя приводятея къ виду ==.) [Ме\. 


Е!., Оризе. рр. 69 заа. |. 3) Л (2,7. 3....2,)==0. гдВ х, у, < связаны между собою 
изв. чиеломъь соотнош.( М. Е]. Орчзе. р. 83 з44.); интегрирован1е производитея ря- 
дами;ер. Иеёззетфоти, П1е Рт. 4. В. Ап. 53, рр. 31—41. Для выражен1я площади или 
2 2ах 
значить \—— 

95 

(Мет. Е1. Оризе. р. 147). Ср. Аша. ш Гефо Ер. аа АЪЪ Сопй, Оризе. 
$. Г.Р. 410: ‹....11 ео ТлЪеПо (т. е. первоначальная редакця Мей. Мих... 
напие. въ НоябрЪ 1666г.) Атеа ргоуешепз аЪ а!4ио ех Ог@тафае Теги, 
циойез ехргИи1 педи Ала]уз1 упс атг1, ехропИаг зушо]10 | | аще Бипе 


ы) 


ор 











{5 
интеграла \ уах, Н. употреблялъ обозначен1е 





т 





Теги1пит зет1рфо; Е...... О ОЙ те а 
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о ©1060б$ Ньютона представлять себф происхождене перемЪн- 
ныхъ величинъ въ вопросахъ высшато анализа, о его выраженяхъ 
и обозначеняхъ, я приведу нВеколько короткихъ отрывковъ. 

«Чи афез Мабпета1сая, поп 16 ех рати“ дпдм 
ши з с0и$фатез. зе пф шофи фезст|аз №6 сопз1его.»., такъ 
начинаетъ Ньютонъ введен1е въ трактатъ о квадратур». «Глиеае 
Чезстии{иг ас @езстеп@о сопегатиг поп рег аррозопет. 
рати. зе рег шобиш сотлииит Рипсфогии; Зирегйсея.... 
В АпцШ,......: Тетрога,..... Нав’ 6606368 1’ тегат 
пафота оси уегб ПаЪет. & ш Моби Согрогиш доме сот- 
пипфиг. Е а@ Вилс тодит Уефегез исепо Весфаз торПез 
ш 101 бматет Весбатит Питом Сепезии Чосмегий® Вес- 
фапооти › '). 

«Сопз14егайо 1о1фиг. чио@ пай Набез авиа из 'Тетро- 
г $ стезеетфез & стезсепо эепМае, рто УеосНафе.......еуа- 
Чип ша]отез уе] пипогез, Мебоит (паетеЪали. Чефетитат 1 
ца аез ех УеосКай из Мобили уе] Тлстететфогит. 411- 


003 сопогапит;. & Ваз....... ... Попииато Еалотез. & 
пап фа$ез оетфаз........ Емептез, шей раЧабпи  апийз 


1665. & 1666 ш Метойиа Еахюпит. (та №6 181$ зат Ш 
ОпатафигА Ситуатиш >”). 

«пап абез шаебегитабая....... ›, говорить далфе 
Ньютонъ, «пб Йиепбез уе] АеЙпетфез....... сопз14его. е91т0- 
(ие 11$ет18 2, у. х, и, & еатиш Ех10пез......,пофо Изает 
11661183 рипсфа8 2, у. 9, и. бий & Ватши Еахюпат Е 
х10163.........:..01а3.......... .Н [1х100ез зесци4ав потшлтаге- 
1106$. & зе авчотате 2. 9. 4. &......... о. 


сопз14етат!т роззипф пб Е№х1юпез аПагии. {аа 916 4ез1ютаро> 
/ / / / /! и’ 1’ и’ 


2, у, т, и; & Вае и Еах1опез аПатит 2, 9, <, и;......>3) 


1) Ср. у Кавальери (етр. 138 и прим. 2 тамъже); Ватто. ее. МадЪ. 
Гесё. ХПИ, еа. ИЖеш. р. 197; Гесф. Сеота. есф. Т, ед. Уфе. рр. 159. 160 заа 

2) Оиа4г. сито. Гп4годае10, Оризе. её. Сазё. $. Г, рр. 203. 204; ср. Мев% 
Е|.. Оризе. е@ Саз+. $. Г. р. 14. 

') 144. р. 208, 
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Изъ этихъ отрывковъ можно бы заключить. что Ньютонъ 
'разсматривалъ измене или «порождене» перемфнныхъ вели- 
чинъ съ соверменио иной точки зрЗшя, чЪиъ та, съ которой 
смотрёлъ Лейбниц; онъ даже, новидихому. старается обратить 
на 910 различ1о 060б0е внимане читателя 1). Однако, при ана- 
литическомъ выводф скоростей или флюке перемфнныхъ онъ 
никакъ не могь избъжать представлей о безконечно-малыхъ 
въ той или иной фориЪ. Въ упомлнутой леммЪ «Началъ» и 
трактат о квадратурз онъ обходить эту трудность. пропуская 
въ ции свойхъ разсуждеюй все. что относится къ свойствамъ 
безконечно-малыхъ 2). Почти тоже дЪлаетъ онъ и въ «Мео- 
{1$ Пих1опиш», тдЪ, впрочемъ, товоритт, о безконечно-малыхъ, 
или, какъ опъ предпочитаетъь выражаться, безграпично-малыхуъ 
величинахъ. Приступая къ доказательству ршен1я задачи: « аа 
Вайоте, диет пичсет рафете Е иетез Чиапнюез, аеет- 
пипате Ваанопет, диае ‘пе’ ватит Ршиетез пиетсе И». 
опъ высказываеть прежде всего такой принииие: 


«Ешепиишт (диаи ати Мотпелфа, (у14е1ееф саташ рагоз 
114ейи1ф6 рагуае, фпагишм ассеззюпе ш тейтИо охеи8 раг- 





1) Ср. прим. 4 на етр. 195 Маязоп. ]. е. р. 20, м. (23). 


?) Не нужно думать, что этимъ Ньютоиъ лишалъ свои доказательетва 
всякаго прочнаго основан; такимъ оенованемъ и исходнымъ пунктомъ для 
строгой ихъ обработки онтЪ считалъ свое учен{е о ‹конечныхъ первыхъ отноше- 
няхъ нарождающихся или поелфднихЪъ отношен!яхъ исчезающихъ величину». 
на которую онъ указывастъ въ введен!и въ Тгасё. 4е @. сить. ( Оризе. е4. Сазе, 
$, Г, рр. 204 — 207), и которая изложена въ схоли къ Х] леммЪ 1.Й книги 
Рыпета (е4, Б. & ФХ +. Г. рр. 78—14). Объ этомъ ученйи, которое въ вущ- 
ности ееть ничто иное, какъ наша теор1я предвловъ. мнЪ еще придетея ена- 
зать иЪеколько словъ. Ср. Маме и Мтизют П. в. въ прим. | на стр. 195, 
Манзот. |. с. р. 16 п. (15); ем. Ехсегрфаш ех 4цаЪ. Ер!з. аЪ. Тв. М. аа 2. 
УТа 15а Райз А. О. 27 Лис. & 17 берё, 1692, Оризе. ей. Сазё. р». 869, 
363, Таз. Орега Мат, +. П, р. 392: «АМашеп, поп пео]15й (Ньютонъ) 
ТБеот1ала фа рагИиш (т. е. Мотенюгит апф рагтВит пётйпатит уе 4- 
гепйатит зтЛтИе ратоатит), зе е& ейам и ат. даоез 1рза, уе] ориз Ьгеу1аз 
ге441%, & ша)з ретзрелат, уе] а@ тпоап4аз Ешах1опит ргорог@опез 
сопацей», : 
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ИРиз Тешрог!з Опайбайез Трзю ]ао1бег апоепфит,) зи 
Уе1осКайез, ции Йцитф аа стезециф» 1). 

На основан этого принципа легко рЬшить задачу совер- 
шенно также: какъ это дфлали раньше Форуать и Барровъ? ). 


‹ Ящайто уего....... ве ропе ехртииеф Веайотет. (и 
п\фегеей п\фег х-- 20. & у-РУо (тдВ о безконечно-малый нро- 
межутокъ времени).......... пашотем . 96 Лаиайо.... 


ш ел зфяие х-- 20. & У 10. 18 <, & у. ое 8.... 
—=0...... .364. рег Вуро$езш, 08......=0, ехрапее летит 
Воз Тегитоз. сефетбздае АРЧе рего & тез. ......=0. 
ОСпи эфбш Ишхоиаз о Оплата ет ШЯпо ратуаи. пб ехро- 
пеге роззеф Опал аия Мотепфа, Тегиий? 1 ваш Чаей рго 
Во роззииф ПаЪетй сша аз соПай; воз юг пез ео. 
& виретезе..:;..... о: 





Вопросъ о пр1оритетз въ открыти новато анализа, неу- 
мЪстный и возбужденный совершенно случайно, привелъ къ 
знаменитому. долго продолжавшемуся спору между Ньютонохъ 
и Лейбницемъ я ихъ послфдователями“ ). АнтлИск!е теометры. 


1) Оризе. ей. Сазё. $. Г, р. 59, 

*) Ом. стр. 173—177. 

3) Оризс. е4. Сазё, 1. Гор. 60. Ср. Флаг. сату. Тм. р. 210; ер. Ие8- 
зепфотп. зе Рипе. Аег В5Ъ. `Апа]. $3. АизЬПачиос 4ег Е\ах1опзтео4е дите в 
Ме\муфоп, ур. 28—50. 

1) См. подробную иеторио епора у М. Ламе. Н. 4. 8. м. +. УП, р’ 
2—41: Сетага!. СезеЪ. ру. 175 заа. Относящиеся къ нему документы были 
собраны сторонниками Ньютона, подъ его хичнымъ руководетвомъ въ вочи- 
нен1и Ооттегсйии ерёюйсит О. Лофатиз Сойтз её АЙотит 4е Апойузё Ртотоа, 
Лиззи Зосвеайз Ведае т ис. е4. @ дат та сит едиз4. Весепзопе ртаетиёзза. & „Ли- 
ето реётатй, ий Гете ииит. Мойетайсй зи’диьсо. Иегит зтртеззит. Гоп 116910. 69.9; 901 
(первое издан1е появилось въ 1712 г., а рецензя Ньютона въ РЬИ. Тгапз, за 
1315 г.). Въ 1856 году Л. В. ВюЁ и Е. Геюм издали снова Сота. Ер. еъ 
приложен1емъ къ нему новыхъ докумевтовъ и евоихъ собетвенныхъ заклю` 
чений, см. Соггезроп4апее 4е Со. её 4’алётез Бах. 4и 17-те в, ге]. а ап. зарег, 
РиЪ]. её сошр|. раг Л В. В. её Е. Те/. Рамз 1856, рр. 285 3494.; ер. еще 
У’_У.. В. ВаЙ. А 3%. асс. рр. 328—333 (МВ рр. 331, 332); Гейтз т Гоп4от 
уов К, Г. бефага (ЗИхлюозрег. 4. К. Рг. АК. 4. \\1в3, ва ВегИп, Х, 19 Еерг. 
1891, рр. 157—176); также прим. 1 на етр. 178. 
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игравите въ продолжени всего спора агрессивную роль. съумли 
придать ему наллональный и партШный характеръ. АнглИске 
ученые й въ особенностя Кембриджемй университеть въ тече- 
ши болфе ста лВтЪ, до начала ХХ-го столь старательно 
избЪгали аналитическихь метоловъ Лейбница й его учениковъ 
й послЪдователей—континентальныхъ геометровъ и веякую по- 
пытку примиреня считали оскорбленемъ памяти своего вели- 
каго соотечественника '). Такая отчужденность въ начал была 
чисто внЪшней, формальной и нисколько не пренятствовала 
англичанамъ изучать и усваивать себЪ труды другихъ европей- 
скихъ матоматиковъ *). Но мало по малу, англ све геометры, 
воспитываясь въ своихъ относительно узкихъ принципахъ. от- 
раниченныхь исключительными методами и приемами, потеряли 
Даже возможность слфдить за усифхами континентальной пауки, 
основанной на гораздо болЪе широкихъ началахъ;: къ концу 
восомнадцатаго вЪка англская школа пришла въ полный упа- 
докъ 3). 





НаиболЪе замВчательными изъ англ Искихъ математиковъ. 
слБдовавшихъь  непосредетвенно за Ньютономъ были Водет 
Соез и Абтайат 4е Мологе 4), работы которыхъ въ области 
выснаго анализа направлены, главнымъ образомъ. на интегри- 


“) Ср. Я. 7. В. Вай. А 35. асе. р. 333, Н1з оё Че в. оЁ М. а, 
СашЪг. р. 1117. 


*) ‹«Медче епиа АпяШ 510 тот! фат регИпаецег а@Баегепе, п дчае 
по5!го тоге зипё зет1рёа, ргогзиз герпа1етф, пес 1есеге 41 степ» Г. Ещекиз 
11 1184. Са]. РИ. Рагз рмог, Сар. ГУ, 117, (1755); е@. 1787 (Тленя) +. Т, 
р. 82; ер. Г. Вш. Тизё. Оше. Пцеог. (1768), Ргаепофап4а, Оеё. 1. ЗепоНоп 2 
(е4. 1егф., Регёгорой 1834, $. Т. р. 2): «Наес а!уетзИаз 1опепа1 На дат изи 
туа1 1, п сопсШаНо у1х ппачаш 31 ехрес!ап4а». 

*) Ср. И. В. В. Вай. Н1з. оЁ М. а4 0. рр. 97—100. 

“) Соез (1688—1716), 4е Мойте {1667—1754) ; ем. ТУ. И. В, Вай. Н1з%. 
ОЕ М. а С. рр. 88—91 (Со{ез), А ЗВ. асс. рр. 358, 359 (4е М.); М. Мате, Н. 
4. М. УП, рр 222—224 (С.), 199, 200 (а. М.). 
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рован!е ращональныхъ функ. Этотъ вопроеъ не переставалъ 
съ самаго возникковеня интегральнаго псчислетя занимать 
теометровъ !); онй скоро замЪтили, что рЪшене его всегда 
можетъ быть приведено къ конечнымъ алгебрическимъ выраже- 
нНямъ или къ квадратурь неопредФлениыхъ отр®зковъ круга и 
гиперболы 2). Стремлеше отыскать пути къ общему рЪмению 
натолкнуло теометровъ съ одной стороны на подробное изслЪ- 
дован!е свойствъ фрацональныхъ функшЙ и корней раптональ- 
ныхъ алгебрическихь уравнений °), съ другой—на изученте 
функи, дающихъ квадратуру круга п гиперболы и вообще 
проствйшихъ трансцендентныхь функи анализа “). Мы но 


1) Первыя работы въ этомъ направлении принадлежать Лейбницу (Бре- 
степ погит апа]узеоз рто зстепйа тим сатса зиттаз @ диайтайитаз. Аа Ег. Г. 
ап. 1709 и ОспёпиаНо апайузеоз диа4гаштатит тайопайит, Аба Ег. 1, ап 1138; 
Т. О. О.еа. Ри. 4. ПТ. №№ 1ХУ, 1ХУГ, рр. 373—881, 381-387, Г. М. 5. 
Ъ, у. Сев. 7. А. В. 1, Ап, То ХХТУ, ХХУ, рр. 350—361, 361—366} и 
Ивану Бернулли (боиёов Фит ртоМте сопсетпат! е сасш пота]. атес диеЧиез 
артедёз рат тарот 4 се сайси[; ехёт. @’иае 1ете 6ег. @е Стоп. 1е 5 Аойь 1792, 
Мбш. ае 1’Ас. В. а. $6. 4е Рал1з. 1702. рр. 289 ваа. 64. 4е Р., 385 заа. 64. 
4е НоЦ., Ас. Ег. . ап. 1703 [№э%.]; Х. В. 0. 0. %. Г № ГХХ, рр. 398— 
400); анализъ Л. и.Б. основывается на разложени рапональныхъ Функц 
на частныя дроби. Ср. Ер. Г. а& Веги, Гизетбиго; ргоре Веотит 24 Зап. 1702, 
Сотт. +. П, рр. 80 з94., Г. М. В. В. у. бей. Е. А. В, ПТ, рр. 703 з94. 

2) Такъ полагалъ И, Бернулли (1. с. О 0. +. Г. р. 393, 6попеё ди ргоЪ\.); 
иначе думалъ Лейбничь (Сопёпт. ат. 4. г. въ ковцв): ‹.. ..аПаз эше йпе а1118 
ЭНогез Чпайгабагагаю гаНЧопаНаш фтапзеепдетию зреейез ог4те 4ат1, а 
зе 1пу1сеш 1ш4ереп4ет4ез, чиадгафитазаае НурегЪо]ае её СзтечИ ех отп из 
ргииаз еф знаре1ззй0аз ез5е>. 

3) См. у Мопиаа. Н. 4. М. $. ПГ рр. 39, 40 ‹ипе зот{е 4е тбёеарЦциа- 
Ыоп Чез уёт1Ёёз реше!раЙез 4е 1а боге 4ез вааа 013», иетинъ, безъ соми®- 
ня извЪетвыхъ геометрамъ съ самаго начала разематриваемой эпохи; ер. 
Теёр. и Вет. |. с., также стр. 126, 127 (прим. 4) 128, 167 прим. 2. 

*) Ср. А. Нагпаей. Шефа. Вей. р. 16: ‹Нз 186 ел Уег@1епзё уоп Гелия 
по@ зепег пили Иеатеп Зе Шег Вегпоч!1, 4азз ут шЦ 4ег Ехропепйа]- 
Гоп оп ип@ Чет ГосагИЪ из, дей 1оопотей1веВеп пп4 су оте$1зерепт 
ЕипсНопеп зо се]ёайо орегтеп Кбипеп». Въ упомянут. мемуарв 90ё Фит рг. 
ес. И. Бернулли вь первый разъ ввелъ сокращенное обозначеме лотариема: 


Чье. Даг ; («+ Г))=К=-НГ)........, ой Г отййега 2одатййте, сотите @ 91- 
оп1ве @уегепцейе». 
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будемъ останавливатьея на изслЪдовашяхъ Лейбнина. Бернулли 
и пЪкоторыхъ другихъ теометровъ континента п Англ 1) и. 
перейлемъ къ трудамъ Цотезга и де Муавра. 


Сочиненя Котеса были изданы посл его смерти въ 1722, 
году Робертомъ Смитомъ подъ заглавемъ: «Натшоша Меп-. 
зигатии, уе Апауз15 & Бут ез18 рег Вабопим & Апешо- 
гии Мепзигаз рготофае. ассейитф аНа Оризста Ма ета еа»?). 
Главное сочинене — «Нагтота Мепзигагат». первая часть 
котораго «Росотейла» предетавляетъ теорю логариомическихъ 
функ, выводъ ихъ характерныхъ свойствъ, разложене ихъ 
въ ряды, простзйппя приложеня: эти функии Котесъ и на- 
зываеть ‹«мЪфрами отношен!й» 3). 


«Асбиг Ш ос Ттасбафи». говорить онъ. «Це а 
Вайопит. Нае Мепзигае зип (паб афез спуазсипане оепет!5. 
(патши шас тез шатра из гаопти зип апа]осае. 
1 40 Надие Зузбешафе. гафТои15 е]зет вает 8$ шепйзига, 
ЧарПсафае Фара, ферИсафае Ма... ....; Чечне даосипаие 





") См. Лопифа. Н. 4. М. +. ГЦ. Рагь. У, Глуте Г, ХУ, рр. 143—157; 
ср. Саг. Тау1от? Майетайсе Ато РгоМета Апаесит. Оио4. отт Ъиз Сеотейи8 
лоп—Апо13 ргорозий, зобйит а Зо. ВегпоиИ1. Асф. Е. Т. 1719 Тат. рр. 956 
94. Ор. 0. +. П, № СХТУ, рр. 402-418, 154. № СХУ, рр. 419--429; 
(Асё. Е. Г, 1720 О, рр. 471 за4.). №. Вег. ОежопзтаМопез Т#еотетабит 


х 


3 
Рагиё зи. Тейлоръ предложилъ найти интеграль дифоеренцала 45 84 
(е 1./з1--95°1), гдв 3 цЪл. пол. или отр. число, а А цЪл. етепень 9. или даже 
д-ла съ 4-мъ членомъ 133’ въ знаменател® ей Мот, 1. е. рр. 154 в94.); 1 
Мило ее 4е ЦЧиайт. Ситу., Оризе. ей. Саз, #. Т. рр. 217, 218 и Тафщае 
рр. 233. 


*) Н. М. ее. Еда её зих Вобегиз Зтйр СоПесн 8. Титиайз ара 
Сатарт2детзез з0613; Атопониае & Ехрегиюет{а!1з РыПозорШае роз Собезгит 
Рго{еззог. о МОССХХП. Р. См. (1689—1768) былъ двоюродвымъ 
братомъ Котеса; ем. №. ИУ. В. ВаЙ. Н1зь. оЁ М. а С, р. 91. Патеръ Иайтечеу 
развилъ и дополнилъ труды Котеса въ сочичен1и: Апа]узе 4ез шезигез, 4ез 
гаррогЁз её 4ез апо]ез оп гейцеНоп 4ез имёота]ез апх 1осаг. еб ацх агез 4е 
сете раг О. С. \. Рамвз 1748, 


*) Натт. Мепз. рр. 4—41. 


т 
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обо рог сотроз опен у61 гео отет апебае уе] пита ае 
габтот15, зпиЙИег алоба 36 уф @пишища шепзига. Аедта1- 
{аз таНо пам Ва шаспйи@ тет. (‘йа паПаш ад@Ка уе] 
дегасфа шофаНопет 11406160;................ Года ит 


Вторая часть носитъ заглав!е: «ТВеотетаба фиш 1[050- 
шефса фиш Теопотефеа, апае Фабатии ЕТахтотою Ее фез 
схп еп рег Мепзигаз»?). Котееъ интегрируетъ здФеь не только 
ран!ональные дифференциалы. но и н%зкоторыя простЪйлия при- 
водянияся къ нимъ тригонометрячесвтя функции; точка зрънтя, 
съ которой онъ разсматривалъ этй послВдн1я, довольно харак- 
терна и заслуживаетъ внимая. Вотъ, напримвръ, какъ онъ 


говорить объ интеграл К ал х.4х (РгоМета Т, Чиа4тате 


Е дитат Тапдепйит). 


«Стейаш 095 аезегпАит О сепфто фапоаб ш4ейпба 
тоба РО т рапбфю О. $066 уего Иша отеи Ш © И 
{аиоефет Ш Р ш4ойтЦИа тефа РОЁ ситса сештат уо1 15. 
Петае $1 ш Ваз шина АК дефог рипббию А, абаие атом 
(25 ропафиг зешрег аецпиаЙз АВ тебба, ие бе а@ фегит- 
пши 003 В шязбаф От@таба гесбалеша ВС Тапеепй ОР 





1) Нотт. Мепз. Введеше (Етад замо У1го Едтию4о НаЙею.......) рр. 
1. 2. Нужво помнить, что въ геометрическомъ анализБ математики эпохи 
Ньютона еще держались традиц!й геометровъ древности и различали самыя 
величины какъ объектъ анализа отъ ихъ \46408ылъ мЪръ—объекта ариоме- 
тики или алгебры въ тзеномъ смыелЪ слова; ср. прим. 2 ва етр 156. Мас- 
Даитт ('Тгеайзе оЁ Е\ах1опз. Е@тфигоВ 1742), излагая теорпо логарием. ( Воок 
Т, ев. УГ, оЁ ГосатИйтз, ап@ 4Ъе Е\ах10пз оЁ 1осатИ Вит Опа Нез). уже 
не дълаетъ этого различ! я и называетъ ‹логариомами» то, что Котееъ разу- 
мъетъ подъ ‹мЪрами отношен1й»; ем +1. Г. р. 159, п. т. 


?) Какъ здфсь (Нагт. ЛМепз. рр. 48—76) такъ и въ другихъ мзетахъ 
(рр. 121—126, 130 —243) Котесъ располагаетъ евои Формулы въ таблицы 
подобно Ньютону въ Мей. Ех. и Те. Чиайг. сигу. 
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авиа $: оепегар Таее огатафа Числа 0118 Ш азеш АК 
Еолгай Шаш Тапоеп ии Чцат дпа@гаге У01 11115» 1). ДалЪе 
слЗдуетъ чертежь лиши тангенсовъ съ нЪеколькими послЗдо- 
вательными вЪтвями и ихъ общими ассииитотами, фигура пред- 
ставляющая наглядно ходъ функци 79 <; предЪлы интеграла, 
буть ик. и 2. Точно также (С04ез опредфляеть функцию ес . 


изображаетъ графически ея ходъ п находить интогралъ зоо 5. 


4% `(РтоМета П., Чиа4тате Еадитат юесатйит,) °). 


Въ ряду небольшихъ произведений, помзщенныхЪь въ со- 
браши сочиненй Котева. первое мЪето занимаетъ дополнен1е 
ко второй части «Наттота Меизигатит». воставленное Смитомъ 
изъ матерала, заимствованнаго у Ботеса; въ немъ изложена 
безъ доказательства знаменитая тригонометрическая теорема, 
ДоселВ носящая имя Котеса, теорема о разложеши па множи- 
тели двучленовъ вада а? 17 3). 


Теорема Котеса была доказана де-Муавромъ съ помошью 
изысканй, которыя привели его вмёстЪ съ тЪуъ къ другимъ 
отчасти болфе общимъ предложешямъ. Эти изысканя онъ по- 
мВотилъ въ сочинений «МзсеПапеа Апа]уса 4е Земерив 0 
(фпа@таб из» *), представляющемь собою дополнене къ тру- 





') Нат. Мепз. Ртоетабат Апа]у313 еф Сопзёгае Но рег Гогтоав ргае 
сепетфез (табл. рр. 48—76). Рх. 1. рра 78:79. 

*) 154. рр, 79. 80. Ср. стр. 188 и прим. 3 тамъ же. 

°) ТВеотешафа ит Госотееа фиат Тг1оопош. ес. Орег1з Майечал 
а А. С. аесер Ориз 1рзаш еотрозай В. 8., РгаеЁа10 рр. 112—119; ем. ЛГ. Мате. 
и Я. И. В. ВаЙ. И. е., Мощиаа. Н. а. М. %. ПТ. рр. 151, 152; Ло. Вегп. 
Ор. отп. № СПХ, 6. ТУ, рр. 67—76: Гпуе3{10 2410 & аетопэтаю {Веогета5 
Созеатё. 

“) Гопаш! МОССОХХХ: см. Тлег р’ и5. Фе Огатаыз гаНора аз т 
зпирИс1огез гезо]уеп@1з (рр. 1— 12), 1. ИП, Сар. Г. ТЬвогета поупт 4е 


зесЧопе АпоиИ 4етопзтаф иг (рр. 13—26); рр. 17, 18—теорема Котеса и ея. 


приложения; рр. 18, 19, 20— разложен!я 1--2/=)--=?^ ва трехчлен. множ. при 
1[<<1, разл. слёдетв!я и прим, (рр. 21—26); Мопиаа, 1. с. $. ТП, рр. 155, 156. 


и 


а ож. 
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дамъ Котеса; соображен1я, посредетвомъ которыхъ де-Муавръ 
нашелъ свои теоремы, состоятъ въ замЪнЪ вещественныхъ ве- 
личинъ мнимыми и вообще въ употреблении мнимыхъ выражентй; 
дальнЪйнее развит!е теори мнимыхъ выражен! въ свою 0че- 
редъ опирается на теоремахъ де-Муавра, труды которато со- 
ставляютъ такимъ образомъ одно изъ главныхъ обиован!й оо- 
временной теори Функшй. Вотъ какъ передаеть де-Муавръ 
свои соображемя въ сходи къ 1-й ЛемиЪ второй книги «М№М5- 
сеПапеа Ап] уса». 

Въ началЪ 1707 года онъ предложилъ себф такую задачу: 
дана равносторонняя гипербола, въ которой полуоси равны еди- 
ниц; центръ ея находится въ точкЪ С, а вершина въ А; че- 
резъ точку И кривой проведена ордината @/)==у къ оби АС; 
найти ординату СН==е вЪ точк® Н. такую чтобы гиперболи- 
ческй секторъ АСН превосходилъ секторъ АСЕ въ п раз. 
| зу 


у1-Нуу’ 


и: шуепегам Е ахлопеш 3е6%0т1$ АСЕ еззе 





В 
1 

О ® э ® $ 

& Кахопеш зесбогз АСН ——=—= ипп@е омерафат ургорото 


| 1-Е о 
у р И 
к . п, е па рег Ме оит Бемегит. . 
У1-уу Е 
И = уз В ЕН, 

=ту+-5 5 ЩЕ &С. 

+ = А» ИВТ 9 
Чаае апа|ооа 63$ зет1е?т а (1. Мемюопо ]аш реет 1туейфа а 
ту1ятопея Атсиз т рагфез ЧпофП ре воле, обеппи розИю 9 
Уи гебфо Агсиз сп] 83$ а Вай 7, & © Миа гео 





Агсмз абег1аз 1 3 а@ рготеш $ вай Д......... ›1). 
ое... 11 ре. Ут т еззе 
1— "п — т 1— п 9— и» 
Ф =пу-- 5553 ИА тет о — - 950 6. По. ДЕ, В=5 3, = 


&е»; Ср. Ер. Меир. аа О\етЪатго1ат ват Гефи. сотиаюеатда 13 ап. 
1676; Сотт. Ер. р 136 (Ехешр!. 1), Ё. О. О. е4. Эш. +. 1, р. 41, Г, М 
5. В. у. (ей. Е. А. В. Г, р. 107 (3), Хе. Оризе, е4. Сазё. $. Г. Ор, Х, р. 315, 
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Эта аналот1я побудила де-Муавра искать дальнзйшато 
сходства между гиперболой и кругомъ въ конечныхъ формулахъ; 
замфняя гиперболическте секторы сетментами кривой, отнесенной 
къ абссимптотамъ и пользуясь тФиъ, что эти сегмепты выра- 
жаются логариомами отнотенй опредфленныхъ прямыхЪ въ раз- 
сматриваемой фигурз, онъ нашелъ, переходя отъ соотношешя | 
между лотариомами къ соотношен!ю между самыми величинами, | 


такую формулу: 


У 7-Р ух "= 1-- 56—ъ. 





о 1 ропафаг У 7-е ©=, ш@е ей... .... 
Аа >. и 
к "афеоцие ег у=,„— - С | У 1-5 › 
уу 1-Н о—ь 


....“алй уего 4$ ехрегиег пит р033её Коти а 


зпрегтотг. фаз шифал 915. а4 Адпаолем Мезфюошалат фталб- 
Гог. розы 06 аще |/ 1--0—ю==5, зе 5 -Р 25.=1. роз 
еНат И 7-Руу—у==2, те 22--2гу=1. аш ех зирга @е- 


т РЯ. 1—2:2-- 24 


А о 5 И 





....... 14 пы ГаеПе уе ш шещеш. 4104 са АЮанаНо 
а4 Стена 8 С49—СРч=0ОЕ9. зме С29—СА9=— 09, 
А аафло уста а@ НурегБо]али аедиПафегаю 9 (729 — САд== 
029, мВ ааа Коепйи ....Чцам и юпа шибатет 
(патафотит 50 & уу. Чо спт сбит 1956$. Вафит....... 


| . в 1 22” и 
РозИй8 ]фаш 1—в5=1. & 1—уу=алх Вами и 





1-5 222-2^ ур 1-22 
& о ны К ие & а 
2: 2: 





пез а@ Созтия. Ех рмоге поу1зтагтит Лдтаотим @еихе- 
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1 


= ре. 2 
та = 1+ ИШ— 1 ех розфегтот! уего = +07..... ›!). 


Не трудно вйдЪфть, что приведенныя формулы де-Муавра 
эквивалентны такимъ современных формуламъ: 








7 22" 1 52 
ее - и (С05&= дя 
22 22 
п 28 1 
откуда г=|/ Созпа-| |, —1. эта й Соза=-—-- 52; 


по исключени < изъ этихъ двухъ поелфднихъ уравнений мы 
получимъ извфетную формулу: 


(Соза- ]/— 1. Эт а)" =Сота-[ |/ —1. Эт па. 


Для типерболы у=5ш Бур. В, °=5швур. 98, тд В есть 
удвоенная площадь сектора АСИ, 


| 1-1 "›= 003 Вур.м8, у 1+ уу=Соз Пур. В. 


Еще раньше чЪмъ де-Муавръ началъ свой изслвдован1я 
Ивану Бернулли удалось найти чрезвычайно интересныя фор- 
мулы. предотавляющия первые примзры употреблентя транецен- 
дентныхъ функщИ отъ мнимыхъ перемВнныхЪ. Въ 1702 году 
Бернулли запллея отысканемъ общаго метода для интегриро- 
вая ращональныхЪ дифференталовъ; въ прибавлени къ ме- 
муару. посвященному этому вопросу *), предложены «сокра- 
щенные способы для преобразованля сложныхь дифферениа- 
4065 в% простые и наоборот» и даже простыхь мнимых 
дифференииаловв в5 сложные вещественные»). 





1) М:зс, Апа[. ТАЛЬ. П. Сар Т. АЯ Гетта 1, рр. 18—16; #4. рр. 1— 
3 594. 

2) См. прим, 1 на стр 201. 

з) Мапзбтез афтедёез ес. О. о. $. Г, рр. 399, 400, 
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ии. Подобным же образомъ можно преобразовать 
мнимый логариомичесяй дифференшаль а: а У—1 въ 
дифферениалъ  вещественяаго ° круговаго сектора. Полагая 


= (6/—1-Н (1: ^—%)) : 6/—1—1 (1: 5), мы 
получимъ аи: 3|/ (г 6607”).......... Такъ какъ \ м: 


(06 : 22)) зависить отъ квадратуры круга, и, съ другой стороны 
1 1 | 
ай : (56-22) = о 942 №--6=/ —1-+ 5аа2 : (66—62]/—1), 


двумъ дифферениаламъ мнимыхъ Логариомовъ; то отсюда сл}- 
дуетъ, что мнимые лотариомы замфняютъ собою вещественные 
круговые секторы: при сложеши мнимыя величины уничтожаются 
и вумма дфлается вещественной › '). 


Бернулли примЪнилЪ впослдетви. въ 1712 году, поня- 
т1е о мнимомъ логариеомВ къ выводу общей формулы для угло- 
выхъ сВченй подобной формул де-Муавра. ‹....... .60191е- 
г Б. Пебфот». говоритъ онъ въ замфткЪ: Апдиботит атси- 
итдие зесно зпеДпиа. ‹«алае т...... Метотаб. Аса4. Вед. 
КИ в *) а ше зппф озфепза Че Бесфоге отсаЦ Вафеп4о 
‘рго ГосатИиио Птаспалю...... ОЪзепгит поп ет№, 4101040 
ева пипс а@ ргаезетбет изцш 31 уосатда, и плитам ехЬ1- 
феафиг ®эацайо ЙпЦа, Чиалиу18 регситтепз (уравнеше неопре- 
дЪленной степени, показательное уравнен!6) 3), рго апешотит 
зесопе ш4ейиа...........№1 газ отеиП== 1; атепз шае- 
фегиипа из = А; сии ши ех ап забита ех (пу А ==, 
Каме фапоетз 198 Ах & Ффапоелз Пэшз В==у. №ч 


1) 164. р. 400; ер. Гаскоёйг. Тга6 4. с. а. её 11%. $. ПТ. рр. 604- 605. 
Ааа. ак № 42, +. Гр, 68: «Гез ехргеззопз Чи вп. её 4и с03. еп ехропепф. 
ппас.....01]00гз а5г1ибез раг ЕКег & Деап ВегпошШ...... 501$ ипе соп- 
збдаепее 1т6з ргоеБалше 4е се да’оп ИЕ А 1а расе 400 аа +. Ть. 

2) Г. с. въ прими. 1 на стр. 201. 


) Ср. прим. 2 на стр. 185. 
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езЁ ех сасшо А1ИетепыаН оззе 4А=аз : (2-4 1)........ 
....... 0 дцодие.........Ма : (ав-Е Т==ау : (чу 1) 
зеи шШИрИсат4о ифтимаае рег 2/—1.............. ет 


24 |/—1 : (х2--1)=24у|!—1: (4-1); чпае его ге- 
зо фа, 9161 40см ш 10013 сбайз, 4аЪишф Вапе запаШает 
паз : (#— /—1)—п4х : (2+ ]-—ТП=ау: (уу — 
— у : (4—|/—1.........защИ8 Иадае пфестаШ из рго- 
{1 эдлабо пцег 1осатЦВшоз....... 41 тейас а9 пашегоз, 
4$ шот1$ е3$, Пе 


(инея 


адеоцие шзИйМа ши ИрПеаНопе рег стасет, 


(@#— || —1)"у-/—П=@-—1"(9—У—1); 
(пае е3$ эпао цшуегва/18, си ев атсий шаИрНеапдо, уе] 
@1у14еп4о, рго ПЬЦи шзегуетз;........ › 1). Предпоелднюю 
формулу Бернулли можно написать такъ: 


атдтх— |—1_ а —1\" 
гадте + /—1_ ато / —1 


она летко приводится къ формул де-Муавра, умножая чиели- 
телей и знаменателей дробей соотвфтотвенно на |/—1. (03. 
(С0зпж-| || —1. бт) п ]/—1. Созх. (Созе-- | —15%2) и. 


извлекая изъ обЪихъ частей квадратный корень 2). 


') Апдиогит атсиитие зесйо таедтИа, рег уогтщат итегз. ехргезза, зте 
зечегит аиаяйо ес. Аба Ет, Г. 1712 Зап. рр. 274 за4. Ор. отп. 4. [, № БХХХХ 
рр. 511, 512, 513; вер. #9. № ВХ Х рр. 386 з44. (А Ег. Ъ, 1101 Арг. рр. 
170 заа.) Ли езесно апдиё хе атсиз ес., № ПХ, рр. 330 344. (Ас. Е. 1700 
Тап. рр. 266 344.) А4 потаз зрайогит Сусоз4айит диадтитаз........ Ацдтетит 
е{с. 


1) Бернулли даетъ далЪе (Ав. Е. Ц. 1712 Ли. р. 329, Ор. о. +. Т., р. 
514) такую Формулу: ‹...... бишрёа...... х рго фапоеп{6е агеаз три 4, & 
п рго пашего ша! р10 чо ша рИеап@ аз ез%, Гоге фапсецфет агеаз шир 


Т. ХПИ Зап. Мат, Отд. 14 
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Введене въ анализъ мнимыхъ логариемовъ было очень. 
сизлымъ шагомъ, и составляетъь не малую заслугу Ивана ВБер- 
нулли; это введене кажется еще боле смзлымъ, если вепом- 
нить, что самое понят1е о логариеомВ было еше далеко не вы- 
яснено окончательно, и около того же времени. въ 1'712 и 
1713 годахъ послужило предметомъ спора между Лейбницемъ 
й Иваномъ Бернулли; цз лью этого спора было рзшить вопроеъ 
о томъ, суть ли логариомы отрицательныхъ величинъ веще- 
ственныя количества или н®тъ, вопросъ, на который Лейбнипъ 
отвфчалъ отрицательно, Бернулли положительно '). 


Споръ возникъ изъ за помвщеннаго въ письмв къ Бернулли 
зам чаня Лейбница 2) о томъ, что отрипательныя величины 
имютъ къ положительнымъ инимое отношене, «поп...... бам 
таб10пез 1191 Ппастатаз, [иагии атфесейелз аи сопзециет8 516 
Чаап баз по шшог,.........(0ио@ шфег аПа ех ео ргоЪо, 
Чиа 1016 гайоп: уе] зпи паз гезроп4е$ ГоватИ тив» 3); 








п. я1. п_2 п. п^1.п—2.1—3.п—4 п. п 1 
ав о Тав 
п. п]. п9. п 3 | Е 
ИРАН ИВА —6е.). ‹....., зециап4о...... 1р31 2его» зам чаетъ онъ, 
‹пошегафогет Ёгае{ 10113 @1у1зат рег х, егц...... га41х аедиа 0118 == зет1- 


]абег1 ро1у20п1 стгеатазетры, спуаз пашегиз |айегаш еэ п, & газ атеаП 


1». Ср. Иотиаа. Н. 4. М. в. Ш, Раэтё. У, Шшуге Т, ХХУП, ф. 289. 


1) См. Ер. Г. аа В. Наппоь, 1719 16 Мат. 30 Фит. 18 Бер. (Зевейа 
а4}евёа,), [10 апп! 1713, Иепиае Аизизае 11713 96 Арг., 28 Тип.; Сотт. тай. 
$. П, рр. 269, 278, 287—289, 296, 308—304. 312. 1. М. 5. Ь. х. бе. Е. А. 
В. 1, рр. 881, 888, 895—896. 901, 905—906. 912—913 гезрее4 ; Ер. В. аа 
Г. Ваз. 1712 25 Май, 13 Ащ., 11 9 из, 1713 28 Еёт., 1 Лит., 99 Зи. Сотт" 
тай В. $. Ш, рр. 276, 282—283, 292—294, 298—999, 305—308, 315; Сегй. 1. с. 
рр. 886—887, 891—892. 898—900, 902, 907—909. 915 гезрес%.; Мошиаа. Н. 
4. М. +. ТП, Рат+. У, у. 1, ХХХУП, рр. 378—376. 


*) Напоь. 16 Мат. 1712, см. |. е. въ пред. прим. 


*) Ср. (Обзегоайо 4ио@ гайопез зё0е ргорогйотез поп вабеатё досит сё’са диат- 
айез то тбпогез ес. Асф. Ег. Г. ап. 1712: ‹«Сиш о! Раг1зиз Уз ити 
Атотиз Атпа из зпа поуа беотейчае Е1етепа, теелта соттио1еаге$, абдае 
11 Пзаеш атилгат! зе февбафаз Ри1ззеф, Чаот040 роззеф еззе 1 а4— 1, 6—1 аа 1, 











‚ Чагебаг Госат из уегиз Ппаспат1ае диап На41з, Чао езё аЪзигаят». Т, 
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на что Бернулли отвЪчалЪ, что «[1=1-—5›......«Оп@е у1- 
4ез, спгуаш ГоатИпиисат..... Вафеге зпатш сошрагет...., 
0$, ехешрП зтайа Нурегбо]а зпали оррозйаш;........> 1). 
Представляя себф лотариомы, какъ члены ариометичеекой про- 
грессли, соотвфтотвующие членамъ теометричеекой прогрессли, 
изъ которыхъ первый есть 71, онъ разсуждалъ такъ: ‹...... 
аззитрфа пибаде (пешре-- 1) рго шо зеге пищегогит. пп]- 
м пишегиш песауйи ех Ша земе шуепи роззе, а4еодие 
111105 вогиш 1осат оз Вос сази ех1афеге; Чио@ ди еш поп 
песо. 5е@ Вос поп Пирей, пошта пашет песаб м1 зиат 
респПатеш сопз&латф зег1ет, аззитрёа рго еотиш Но ип 
йе пебайуа, (пешре—1),........,.>2). Чтобы севязать дв 
полученныя такимъ образомъ вЪтви функцш однимъ общимъ 
закономъ происхожденя, Бернулли прибЪгъ къ геометрическииъ 
соображенямъ *), которыя основаны на связи, существующей 


ее, .) лат аш 41х1 шт у14ег1, оегаз ЯПаз гайопез поп е83е,........601 шт 
са]ст]о Ваее, иф аа йпадтаяа, $160 еф ии ег. аа Ъеаиаг...... 51 дагефиаг 
уегиз ГобатИ таз 1рэгаз—1, зеп га410118—1 а4 1, едаз 1осагИЬ ша аизалата 


Гогеё ГоратИВшиз фаз УТ зеа УТ ез Чаап ав Ппасшага. Цадие 
О. о. её. Риш: 6. ПП, № ГХХХ, рр. 439, 440, 1, М. $5. В. у. Се, 7. А. В. 
Т. А. 1. ХХХ, рр. 387, 388; ср. прим. 1 ва стр. 160; М№иъ. Е|. 4е @. Зее, 
Ва, Тат. Г, ГУПЬ р. 19: «Саг сёа ей чз Метептё }аих дапз 4а тщёрйсавов ав 
тотз еп тотз (опред. умнож., данное Декартомъ); риёзди»*] пе реш @те тай дие 
ГипИё зой 4—5, сотте—3 езё @ -|-15; ратсе ци’ Гаиагай роиг сёа 4ие 4е зесопа 
бегте Чат риз рей ие (е 1-ег (е 4-е Д@й аиззё р]из рей дие 4е 3-е аш Иви 44’3} езз 
Беаисоир риз дтап4>. 


') Ер. а4 Г. Ваз. Мал 1712, 1. е.; объ изобрвтени логариемики Джем. 
сомъ Грегори (Сбеотейае ратз ип1уегза в. Рабау. 1668) и изелвдован:я ея 
свойетвъ Гюйгенсомъ см. Мот ис. Н, 4. М. %. П, рр. 85, 86. 

?) Ер. а4. 1. 11 №». 1712, И. с. рр. 293. 898—899 гезрес%. 

*) Па. П. с. рр. 293—294, 899—900: ‹...., „Начат, 1$ ргофеш .... 
Госат 6 то1еат...... Вареге а егала оррозЦал...... рго соп]асэа....... диае 
Чиае рагёез зипб Вафепфае е)издет сигуае, са 4пае Нурегро]ае оррозЦае 
(ср. прим, 6 на стр. 68) поп—10131 ипата еЁйе1поф сагуат:........ Нос уего 
сототаобе озбеп41 рофез$, 31 пзр1е1ашиз побили а! дает сепегаюа1 Госат И та1- 
сат, ех сп]аз сепега 10118 сопИпааопе рафеЪ 1 аарНеЙаз Вараз сагуае ви- 
рег соштааи1 азутрфоф0>. 
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между равносторонней гиперболой и логариомикой и которыя, 
въ сущноети. могутъ быть выражены такими формулами: 


42 _ (°42 +. 
[109(—%) = \— и ( -- *- [09 т +). 
т т 


ах 
интеграль \^ Бернулли преобразуетъ такъ: 
йе 


1“ м + = инф № - 


откуда 
да ма |“ — \ Е 
у 9 
у ГУ 
И ; У1468. пе агеат ПурегроПсат 197 Ве (Ве 


равно а-- 5) сошреёещет, еззе раба аЯттайуат шйш- 
{аш ТР, рмЫш  песайуат шйпНаш 79; а@еодае = 


=ГР—Т9=| ва ТЕ=Те [= =} у ЕР›. 
9 
у 


[09(—1)=4095........(1) '). Бернулли совершенно правильно 
опред ляетъ логариемъ (—2) какъ интегралъь отъ 42: &. взя- 
тый между предфлами 1 и (—2). по проводить путь интегра- 


1) ‹Опае пота Госагичеа...... огЦаг чае сцш рг10г!...... ипат 
фапфат сигуала сопли ;....Маш абегдае галомз........ серегафог еа4ет 


1есе е]аздие сопйпиа1опе...... Годтв-- = 09-в-—п. (. Е. Б». 
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щи черезъ полюбсъ подъинтегральной функши 2==0. рискуя 


5 
порвать связь моногенности между частями функщя \= отд} 


ленными этой точкой. что и случилось въ дЪйствительности, 


—х 


. Чтобы у- 


| 42 
благодаря особому представлено объ интегралЪ 
2 


ря 
держать моногенность нужно вести интегращю, отъ х до — 
по пути, лежащему въ области инимыхъ значен1й =, на котором 
дифференщаль (2 : 2 остается непрерывнымъ, и тогда формула (1) 


обратится въ такую: [09(—4) = пр Г). или 


09 (—2)=109&-®|/ —1 °). 

Принципъ монотенности, составляющий достояне исключи- 
тельно новЪйшей теория функий, не быль конечно извзетенъ 
ни Лейбницу ни Бернулли. однако несоблюдене его при опре- 
дЪлени функции ведетъ къ несообразностямъ и противорвчяуъ 
ВвЪ ея анализВ, которыя Лейбницъ отчасти замЗтилъ и вобполь- 
зовалея ими для опроверженя мн®н1я Бернулли. Вотъ какъ 
 труппируетъь онъ -свой возраженя 3) 


ани еетёа едиаНоте депетай 2“==, 
р0ззе аззити, ие зй о, сит х=—1. Уегиа епии-уего, и 


=——-— 


Л) 
((=)) ` 


гдв путь Г проходитъ отъ 2 до —2 въ области отрззка оси х— въ между 


1) По общей хормулв : \ ([(=)--/С—=)] 43 : з)==2” У—19 
1. 


этими пред. (искл. х==0) и положительныхъ у—вЪ (2==-у Уи въ кото- 
рой Лз) и /(—=) остаютея синектическими. 

*) ‹Парадоксъ» Бернулли не переставалъ смущать н®зкоторыхъ гео- 
метровъ еще долгое время спустя. когда истинная теор!я логариемовъ была 
уже вполнъ выработана; ем. Можем. Н. 4. М. 6. ПП, Рагф. У. Ту. 1, ХХХУП; 
Тл ‘9%. Тг. де с. 4. #1. 4. П (Зее. 64. Ратз 1814) 492, рр. 161 заа. Намъ 
придется въ послЪдетв1и еще разъ возвратится къ этому вопросу по поводу 
работъ Эйлера, Даламберта и ихъ послЪдователей. 

3) Ер. ай В. ИУеппае Аизичае 26 Арг. 1713, см. Ш. с. 
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фасеат  рт1огет зиррозИЯопеш Се е. е=0о, при х=1 и «поп 
роззе азядтат е,`сит х=——») еззе пао18 пабе, ©0181 
Чегапбат © 10 ш розбет1оге еб п 1осатИАшо8 аП9 08 
Чаап баз а гта у», песайуз, & Пирозз8 И 1ет. Мали; 
сит бираш & Аши@шш Тиз 0 36 0, ев 0 1осатИ мая 
фа 1р8118—1, Чпаш дпадгай е]из --1, & га@1е8 дпайтаяез 
вв /—1. 

Еф 2°. Бедиефиг №06 атра8, 2° поп еззе дпапафет 
Вхаш, 564 шйп оз Вафещешт 11а 8,........ ЕЦ еЙалш 
3° рег Пуроезт 1охагтИпшогиш рго пехау18, 0$ Йаф фтал- 
81118 & пегаИ\1$ пишег!3 а@ роз уоз, & сотбга. Мам 91 пр- 
[1сез 1осатИйшиш пашег песайут, Варе 1осагИ маш диа4- 
таф1 а пошего розИЛуо; ехешрИ ота\а 51 2’ =-——2 егЦ 22°’ = 4 
зей Випс фтатзбиш Ти 1рзе пиргофаз, уе] ех зрефайа пафига 
сигуае. 


Ргаефегеа 4°, 1осатАи!з песауогиш 24115918, Вафепфиг 
& 1осатИВит розз1ЮПез пироззШии,....... Оемаие 5°. Ад- 
11158а №урофез........ Деб 121311 4104 6016е8913й........ 
песошрайШа еззе 2°—1 & 2°—=—1, Па п в роз азота. 
Зей 81 ад Маз ПуроТезт 2°=-—1, йе еНаш 2°=1....з1).. 
«Не еМаш & аПап4е аподие заби», прибавляетъ Лейбницъ, 
«ргоротЯопез поп Пафеге 1оспт ш дпапй фа 1$ пехафту18; пес 


ЧФееп4ит е55е —1 аа +1 щ% ТТ аа —1....... Ефбз1 его 
—1 
уеги 81 е38е а4па]ез Ваз Чцаз Ггасйопез —— & Ее 


фашеп Ггаойопез 14ет 8016 ас га\1опез, Боев 1 ы рег Шаз ш- 


*) Бернулли отвЪчалъ на эти, не особенно удачно раеположенныя 
возражен1я, двлая, для оправдан!я своей)теорли, различ1е между средней про- 
порц!ональной между двумя величинами и ихъ квадратнымъ корнемъ (‹ ..@1- 
п191ата Гос....поп абзо|е еззе Т.....га41е1в 4...; зе@ ров... ..лаедй ргор... 
ес.» ) и нарушая такимъ образомъ для логариомовъ «‹принципъ ‹охранен1я 
Формальныхъ законовъ? (ср. прим. 3, на етр. 112); см. Ер. аа Г. Ваз, 7 Фапи 
1713, И. е. Ор. етр. 168, втроки 13—18. 








‚ 
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ЧФ сепбаг. Ех ашроз пмеШоциаг, ш 1руз ге? АпаЛуйс® Рп- 
дает з аПа а@Вас пео]ефа #936» !). 





ВизетЪ съ исчисленемъ безконечно-малыхъ. вЪ тзеной съ 
нимъ связи развивалась и другая вЪзтвь высшаго анализа, тео- 
ря безконечныхъ рядовъ 2). Самыя выдающияся открыт!я въ 
этой области принадлежать Ньютону иего послЗдователямъ. ий 
первое иЪсто въ этомъ отношени занямаютъ сочиненя Ньютона 
«Апа]уз рег аа отез пишего фогштогаш т@пНав» и 
«Меойиз ахопит 66 Земогии шйтНатим 3)». Главная 
пЪль этихъ трудовъ — квадратура сложныхъ функ посред- 
ствомъ разложенмя ихъ въ ряды проствИшихъ выражев1й — ал- 
тебрическихъ одночленовъ. въ которыхъ перемфнная х входитъ 
оъ цфлымъ или дробнымъ, положительнымъ, или отрицатель- 
нымъ показателемь: «га[от 125%; у.... т Тегиитоз Уитрисо- 
тез тефисеп из ©; орегапао зп Тиетз а4 еипает то4ит 
дио АтШипенс т Митетз Песитайфиз аиядим, ПВасез 


1) Лейбницъ разумзетъ здВсь подъ «габопез» отношенйя, поскольку 
мфрами имъ служатъ логариемы; ср. стр. 54, 70, 95, 96, 110, 129—132, 202, 
203 и прим. 1 на стр. 160; ср. въ 1-мъ письмв] Лейбн. къ Уйще Сзогаато 
(Сегв. Е. А. В. Т., р. 195) замЪч. о воч. МопапсошгРа ‹4е гаМоп1 из» и гео- 
метри Атглаша. Въ отвётъ на письмо Бернулли отъ 7-го Поня 1713 Л. при- 
зналъ законнымъ произволъ въ опредвлен1и логариемовъ, допущенный Бер- 
нулли, оставляя за вобой право смотрёть на двло съ своей собственной 
точки зр8ня; см. Ер. а4 В. У. А. 28 Лат. 1713, Ц. с. ер. Мопшаа. Н. 4.М. 
$. Пр. 376. 

*) За подробной истор1ей рядовъ я отсылаю читателя КЪ сочинен1ю 
Рейхоа: СезсЬ. 4. чп. Вефеп; авторъ этого труда, имзя въ виду выяснить 
друмя стороны иесторш рядовъ, держалея плана н®еколько отличнаго отъ 
принятаго мною. 

3) Дпа{ ес. изданн. въ первый разъ въ Лондон въ 1704 г.; эта статья 
была написана и передана Баррову въ 1669 году; Барровъ въ’ томъ-же. году 
сообщилъ ее Коллинеу, а затвмъ Ольденбургу; ем. Сотт.й Ерёз1. № Т, рр.1 65, 
66. № ХПИ. рр. 93, 94. 95; экаемпляръ спиеанный и сввренный еъ автогра- 
хомъ Ньютона Коллинсомъ былъ нанечатанъ въ Сотт. Ерёё. №№ П — ХИП, 
рр. 67—93, и перепечатанъ въ Оризсша е4. Саз!., ор. Г. о Мей. Них. ес. см. 
прим, 1 на стр, 196. 


ва |“ р 
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едтайит, о@ аресваз Пдианотех зоритё; & ех ан; Тегта- 
пз диезйат Сити бирейает рег’ ртеседешез Дедшаз 
(правила Валлиса '), 4етсерз ейс1ез ?)». Въ «Мебойи8 Них!ю- 
ПИШ» КЪ ТОЙ-Же задачь приводится интегрироване н%®которыхъ 
видовъ дифференшальныхъ уравненшй 1-го порядка 3). Для раз- 
ложен1я ращ1ональныхь и явныхъ иррап1ональныхъ функшй слу- 
жить двлене и извлеченте корня “); для разложен1я неявныхъ 
алгебрическихъ функшй Ньютонъ пользуется такимъ зам чантемъ : 
опредзливъ извЪстнымъ образомъ первый членъ разложеня а, 
обозначимъ сумну всхъ прочихъ членовъ черезъ р и подета- 
вимъ въ данное уравнене вмЪсто у. ар; тогда мы полу- 


г) См. прим. 2 на стр. 144; Ньютонъ доказываетъ эти правила во 
2-мъ отдвлв прибавлен!я къ своей статьв: Петопутайо диаагатев Оштъатит 
Биприсит т Ведща рута; см. Оризе. е4. Саз!. рр. 3, 4. 25, 26. Вей. 1. с. рр. 
29. 30. | 

*) Аедша Ш. Оризс. р. 6., таже мыель, объ ана г! между ариемети- 
ческими и алгебрическими дВйствями выражена подробнзе во введен1и въ 
Шеф. Них., Оризс. р. 39. 

*) См. прим. 3 на стр. 196. 


*) Апай. ее. Ехетра Пйзаепао и Е. Васет еадтайет4о, Оризс. рр. 6—8, | 


8—10, Мей. Е их. Оризе. рр. 33, 34; 34—36. Ньютонъ извлекаетъ для при- 


мЪра квадратные корни изъ биномовъ ‹аё еппдет шо4ат дчо АтИшейе 


Вай1сез ехфтаВит{>; при доказательствв правила Валлиеа (Оризс. р. 26) онъ 
пользуется формулой бинома только для цвлыхъ показателей; въ реценз1и 
Сотт. Ерёё. (ей. зес. рр. 6—7) Ныотонъ говоритъ что онъ во вехъ этихъ 
случаяхъ пользовался общей`хормулой бинома; въ письмв къ Лейбницу 24 
окт. 1876 онъ замъчаеть: ‹....и% сегба Рег Вагаш сопс!аз1отат Оешоп- 
8га&0. 9 ше шапидахИ а4 феп$апдаш...... пи Вае зег1ез..... поп роз- 
зепф ехёфгаВ1 шоге ат шей со. Еф гез Беоё зиссезз...... › На1з регзрееЯв 
......Ваз Орега&1опез фапдиал Фапаатет4а шас18 сепита зо]пттаофо абу 
рот. 1 › ср. Ие:ззепфоги. П1е Ргше. ес. рр. 22. 23; въ Тгасё. 4е `Фиааг. 
(1во4. Ех. Ш. Оризс. рр. 206, 207). Ньютонъ пользуется общей хормулой 


при вывод Флюкеи 2" ‹ж-Ро", 14 е3ф, рег МефВобиш Бег1егаш шйпИагатш ...› 
Объ открытш Формулы бинома ем. прим. 3 на стр. 149., Сотт. Ерёя,. Ве- 
сепз1о 1. е.; Ер186. а4 Реп. 24 0%. 1676, #4. рр. 142—146. Оризе. рр. 
328—332 (МВ. 331), Ош. Г. 0. 0. %. Ш, рр. 56—58, 1. М. $8. бет. Е. А. 
В. Г, рр. 123—125; М. Маме. Н. 4. 5. ш. %. У рр. 132—138 (изваеч. язъ 
письма во Франц. перев.). Въ 1695 году Еётипа НаЙеу приложилъ Формулу 
бинома къ разложен!ю въ рядъ обратной хункц!и логариема (РВИоз. Тг. 


№ 216), см. Вей). 1. с. рр. 38—40. 
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чимъ новое уравнен1е съ перемвнными ри х, откуда можемъ 
опредЪлить первый членъ 6 въ разложени р т. е. второй въ 
разложении у; обозначивъ сумму остальныхъ членовъ начиная 
съ третьяго буквой 4 и подставивъ во второе уравнене виЪето 
р, 6-4, получижъ третье уравнен!е съ перемфнными 0 их 
изъ котораго найдемъ 3-Й членъ разложешя и т. д. Способъ 
нахождения перваго члена изъ даннаго уравненя п сл дующихъ 
членовъ изъ соотвфтетвующихъ уравнен1й опредзляетъ форму 
разложения и его пригодность для извЪетной области значенй 
1 '). Ньютонъ предложилъ, между прочимъ, для вычисленя 
этого члена правило извзстное подъ назваемъ «аналитичес- 
каго параллелограмиа» 2). РаздЪлимЪъ часть плоскости заклю- 
ченную въ прямомъ углф съ горизонтальной й вертикальной 
сторонами АБ и АС на неопредвленное число равныхъ парал- 
лелограммовъ (прямоугольниковъ):; вертикальныя колонны пусть 
соотв тетвуютъ возрастающимъ степенямъ у. а торизонтальныя 
строки —возрастающимъ степенямъ х, начиная съ нулевой, тавъ 
что параллелограниъ находяшся на 1-- 1-ой вертикали и 
к--1-ой отрок соотвфтетвуеть члену съ“. ‹«Оешае, рго- 
роза Жацайоте» товоритъ НьютонЪ, «ао 5110 (аете- 


‘рискомъ) пофа РатаЙеосталита гезропдепа оши из еуаздет 


Теги, & Весщашт аррИса 4пофиз. аб {ог рат из ех 





') См. Апай. ее; Глфегайз Юапаопат АЙесатат Везо1а410, Ориве. 
$. Т. ед Саз. рр. 1244.3 Мей. Еж. ес. Пе Ведисиоте Аф.... ..... Оразе.. 
$. Г, рр. 40 заа. Ньютонъ различаетъ случаи (приводимые къ одному). когда 
перемВнная независимая очень мала, очень велика или отличается весьма 
мало отъ данной постоянной ; ем, объ”этомъ ниже ; ср. Апа[. ее. Орозе. е4. 
Саз1. рр. 15, 27; ем. также 5. р. 16: ‹1.91 апап@о аес1а даб узог 1рэгаз 
у (одинъ изъ членовъ) 3 диап ваз заг4а уе] репИаз 12поёа. ПееЪ 16 Шат 
Шега а114а 4ез1опаге»; р. 17. ‹3. 51 уз]ог 156е 3 Ппастат!аз..... аасео 
уе] Тип пио пап ет х Фопес 91еёаз уа]ог еуафаф геа]1з». 

?) Ньютонъ сообщилъ это правило въ письив отъ 94 окт, 1676 года 
Ольденбургу для передачи Лейбницу; Оризе. ед. Сазё. 1. Т. рр. 351, 352 
Сотт. Ер. № ГХПТ рр. 184, 185. Г. 0. 0. ева. Би. %. ПТ, рр. 73, 74, 1. М. 
5. Сеть. Е. А. В. 1, рр. 149, 143; Вер. о. с. рр. 35-37. 


ЛЕА 2 УРА Зы ь 4: и 
м» Е = к у кв: у у, : 


РС 
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Ратае]0ооталили1$ Ца пофа/йз, дпогим ппаш $ пом 1 60-_ 
ата АВ а@ зи гам розЦА, а№егиш уего соппеаф Ве- 
оали уегзйз Чехбташ. & геПапа ошта Веста поп фапееп- 
На 910$ зпрга ваш. Таш зите еоз №4па10т18 Тетгш!поз. 401 
РатаПеосталит8 & ВесШа 426418 шеадапфат, & ех Из охбгаде 
пати меш ш ОпоНете ропепдаж. 516...... 8—5 луз 


3 
74 7ааатуу- база 6 =0. ...0х №$ елоо Мапао- 
а 


пет /6— 7аатхуу- баз=0....а6 ех ва дазго Уа]отеш 1рз1а8 
у. диеш шуеп1о диадгарНоет, пешрё--Уах,—Уах, У 2ах, 
4-—\ 2ах, 6 даиз.... зеПоеп@ и е9ф Ше Чи? сопует Ве 
206 ПП Ва, Чиаш ехбтареге спр!о» 1). 

Полученный такимъ образомъ рядъ годенъ для небольших 
значенй х: «Насфепиз 5рее1ез шаейиНаз рагуаз е53е зиррози1- 
18. 51 уего Чидл ргортАз аесейеге ропегебг да» Опапй- 
фай, рго ш4ейпЦб рагуд АШететиа 19 зреет аПапам ад- 
№1 ео, Чиа заза бифА 5070 Лапаопеш и ащеа.... 9004 
91 16 зреслез ропегефиг шей шаспа, зсгетеш аНачали 
рго елаз Вестргоса....› & с. *). Ньютонъ далъ также при- 


') Мей. Них., ес. Орпве. +. Г, рр. 41, 42; ер. Маме. Н. а; М. %. У, 
206 394. Аббатъ Пе биа 4е Маез въ воч. Озасез 4’апа]узе 4е Оезеат4ев. ропг 
Ч6еоцуг!т, вапз 1е зесоитв 4и са]са] а16геп@е] 1ез ргорг166з 4ез Попез обо- 
16$т14цез 4е $003 1е5 от@гез. Рат1з 1740 и Сабе] Сгатет въ соч. Гётодас- 
Йоп & Гапа|узе 4ез Попез соигЪез а]о6ёЪт1цез. @епёуе 1750 (ем, ев. УП), 
доказали и подробно развили правило Ньютона и его различныя приложенйя. 
Они преобр. Ньют. параллелогр. въ треугольникъ. котор. они наз. анелити- 
ческиму. Ср. О’Аетфет въ Епсус]. тб. агф. РагаПе|, 

2) М. ВН. Ор. Г. р. 50; н®сколько далЪе, р. 52 ивъ Ала]. ефе.: Оетопзано 
гезоийотз иайопит афечатит (Орпзе. $. Т рр. 27, 28, Ве. 1.е. рр. 30—32), 
Ньютонъ доказываетъ что получевный рядъ (/иойепз). «ей х 81% зав рагуа, 
40 тас1з ргодпе баг ео тас13 а4 уегЦафет ассед 14. пф де#ес4аз (р. 4, У@ г, 
&с.) Чао 415$а$ аЪ ехасфо уа]оге 1рза13 у, фап@ет еуа4аф мштог дпау1з дафа 
фиапфа4е; & ш шйпЦиаш ргодаеба 8$ 1ря у ®дпа 8». (р. 27); въ Мей. Е. _ 
онъ говоритъ (р. 52): ‹...... Неёв зрее1ез, диз, регзр1еаа+1: отама, гаега 
Вас4еп\з зиррозИа 1п4ейп! рагуз, зарропаюфаг фаапиту13 шаспа, фатеп 
СЧиойепз ег1ф а Вис уегиз, аЧиапачаю поп а@еб се]егег а@ уегаю Ва@1еет 
сопуегоа6 «(МВ)»; (иоё раёеф ех гегаш Апа10518». 








у. 1х 


т 
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изры приложешя выведенныхь правилъ къ обращению рядовъ !) 
ий разложению въ строки транецендентныхь функций помощью 
ихъ дифференшальныхъ уравнений *). Труды Ньютона служатъ 
такимъ образомъ основашемъ для разработки теорйи рядовъ въ 
примънени къ различнымъ частнымъ аналитическииъ вопросамъ 
и его ученикамъ немного оставалось сдфлать въ этомъ направ- 
лен 3). Путь къ новымъ изелвдованямъ былъ проложенъ впервые 
открыт1ями де-Муавра. Преслздуя рёшене нЪкоторыхъ вопросовъ 
теори вроятностей (4е Опга топе Га4оти ) де-Муавръ натолкнул- 
ся на ряды. въ которыхъ каждый членъ выражается одной и той- 
же цзлой линейной функщей отъ извЪетаго числа предъидущихъ, 
‹....961103....апагиш фегаии На зпп® сопзб бай, иф еогиш 
ЧлЙеф а4: фо ещ алцесейетфез зетрег Вафеаф га опез дабаз *). 
Таке ряды де-Муавръ назвалъ возвратными «теслттете8». а 
коеффищенты (въ соотвЪтетвенномъ порядкз) формулы опредз- 
ляющей отношене каждаго члена ряда къ предъидущимъ — 70- 
казалтелемь или шкалой отношеня 5). Онъ замЪтилъ, что ра- 


') Разематривая ‹ЖапаНопез патего ф$египогит 1пйп$аз»; ем. Апа[. 
еёе, Орцзе, $. Г. рр. 20—22 (Шпоеюйо Вазёз ех Атеа ааа. 1. В. ес аа Гопдии- 
те Сигоф, ср. Вей. 1. в. рр. 28, 29); о р8шенйи уравнен1Й съ безк. чисел. 
член. ем. также Лей. Еит. Оф. +. Г рр. 47, 48; сер. еще Ер13ф. аа. 014. 24 
ое. 1676, Оризе. е@ Сазё. $. Г рр. 352—355, Сотт. Ер. рр. 186 - 188. Г. 0.0. 
ей Ри. +. ПТ рр. 74—76, 1. М. $. Сей. Е.А. В. Г. рр..143—145; М. Маме. 
Н. 4. М. %. УГ, рр. 151, 152; А 4е Мойте, А Метой оЁ Ехфтае Мос Фе Воо 
ог ап шйпИе ЕдчаНов. РАЙ. Тгапз. Уо1. ХХ, 1698. № 240, рр. 190 за4. 

2) см. Апай ейе.; Аррйсано ргефс1отит а4 гей диа 1звизто@ Рго/етиа, Ораве. 
+. Грр. 18, Гопдйийлез Ситоатит тзетте. р. 19 (разловен1е аге. Б1шуетв 2) 
Аррйсайо ргогбсготит а4 Сита тесфатёсаз, рр. 23—25 (Атез Тгоево141з, А. фиад- 
тафт1е15). 

*) Ср. Ве. 1. с. т. 38. 

$) См. Мёс. Ап. Сар. П. Аа. Гешша Ц, рр. 26, 27; О вочинени де-М. 
«Тре Роефт1ще оЁ Спапсез ее. (1717). въ которомъ онъ ваервые опубликовалъ 
евои изелвдованя о возвр. р. ем. Л[ошиеа. Н. 4. М. 6. 11, рр. 395 — 397; 
Вей. о. с. рр. 72, 73. 

5) «ца дез ашет 32—2х2--5°, уе] ейат 8—2--5 за] затрфав 
вафаие ргорг!з 3113 810118 соппехаз, уосо Та1сета зе Эеа]ала гаф1о01з> ЛЁзс. 


Ап. р. 27. 
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цональныя дроби всегда разлатаются въ так!е ряды, и что, 
наоборотъ, шкала отношен1я вполнз опредляетъ н%®которую ра- 
птональную функцию. разложен!е которой даетъ данный возврат: 
ный рядъ '). Отсюда возникла идея задачи о суммовани дан- 
ныхЪъ правильныхъ алгебрическихъь урядовъ *}. Если данъ за- 
конъ образовантя какого нибудь ряда, котораго члены суть опре- 
дЪленяыя алгебричеек1я функци, можно задаться цзлью найти 
то эквивалентное ему аналитическое выражене, разложенте ко- 
тораго приводитъ къ данному ряду. Это выражеше, сумма ряда 
можеть и не существовать въ конечномъ вид — тогда можно 
стараться выразить его символами транспендентнаго анализа, 
если это позволяетъ природа ряда. Въ протйвномъ случаВ онъ 
самъ является аналитическииь выраженемъ 31 оепет1з. и его 
только молно преобразовать въ другой эквивалентный рядъ 
боле удобный для прихвнемя пли имзюций боле обширную 
область пригодности 3). ПослЪ де-Муавра наиболе зам чатель- 
ныя изолВдованя въ этомъ направленш принадлежать Якову 
Стирлиниу “), который обобщилъ до нЪкоторой степени теорю 
возвратныхъ рядовъ и далъ интересные пр1емы для суммованйя 
и преобразованя рядовъ съ цлью, главнымъ образомъ. уско- 
рить ихъ сходимость 5). 


') См. Ис. Ап. рр. 35 344.3 ТАЪ. ТУ. Сар. Г. рр. 72—83. Пе биттёз зеветит 
геситтепиит; Ве. о. с. рр. 13--76. О возвратныхъ рядахъ см. еще Мотис/. 
Н, 4. м: +. Ш, рр. 214-991. 

*) Въ томъ-же порядкЪ идей производилъ уже свои изелвдован!я Як. 
Грегори ; ср. етр. 149. 

*) Полное развит1е этихъ представлен! принадлежитъ уже селздующей 
эпохв, главнымъ образомъ Эйлеру; говоря о работахъ этого геометра, мы 
упомянемъ и о теор1и интерполирован1я. находящейся въ связи съ тзми-же 
предетавлен1ями. ср. Моющие, |. е. фр. 221, п. 1; ем. еще у де-Муавра. №зс. 
Ап. ТЛЪ. УТ, Сар. П. Ое гестезза е беге 44а а4 Заштат, рр. 123—199. 

*) Латез бигйтд (1696—1770); ем. Маме Н. 4. М. &. УП рр. 264—966. 

5) 164.; Мотища, +. ПТ. рр. 223—227, «М. ЗыгИпс, е6!65ге обо те 
8151013, ез6 ий Цез ргеплегз ди! зе ВАгеп$ @’а)ощег апх 46еопуетез 1 4е 
Мо1уге, зат 1а М ёоге 4ез эёт1ев; с’езф ’оБ]еф 4е воп ехсеЦепф Пуге шв, 
Мейодиз @егелца {3 зеи Фе зиттайопе её зшетроавоте зеветит, ди’И раЪНа & 








аа Е 


291 ОСНОВАНЯ ТЕОРИИ АНАЛИТИЧЕСКИХЪ ФУНЕЦИЙ. 991 


Въ то время когда де-Муавръ разработываль теор1ю воз- 
вратныхъ рядовъ, другой антлИсвЙ теометрь Тейлорз !) от- 
крылъ знаменитое предложен!е досель носящее его имя. Нью- 
тонъ, де-Муавръ и Стирлингъ имфли въ виду разложене въ 
строки аналитическихь выражешй опредЪленныхъ частныхъ 
видовъ; Тейлоръ задалея цфлью найти формулу для всякой нео- 
предзленной функши, подчиненной алгориомамъ выстато ана- 
лиза И СЪ этой пЪлью поставилъ задачу такъ, чтобы возможно 
было выразить элементы разложен1я посредствомъ общихъ. при- 
годныхъ для всякой функши, символовъ исчисленя флюкслй. 
Формула Тейлора имфетъ поэтому вообще мало силы въ приложе- 
ни къ частнымъ вопросамъ —она приводитъ одну аналитичес- 
кую задачу къ другой. не мене трудной; главное ея значе- 
Н1е теоретическое — связь, которую она устанавливаетъь между 
двумя вЪтвями выстаго анализа, исчислемемъ рядовъ и исчи- 
слентемъ безконечно-малыхъ. Съ такой точки зрЪн1я существенно 
важной является та именно форма, въ которой Тейлоръ выра- 
зилъ свою теорему *). Выводъ этой теоремы данъ быль имъ 
въ небольшомъ сочинени «Мебойиз пстешенюогии». напеча- 
танномъ въ 1715 году 3). 


——- 


\ 
Гопатез еп 1730» (р. 223); Вей. о. с. рр. 76 за4. Стирлингь занимался сум- 
мован1емъ рядовъ, въ которыхъ отношен1е какого нибудь я-го члена къ предъ- 
идущему выражается Фхормулой А--В=--С3(з—1)-0з(з—1)(8—2)-...... или 
ее ; э+0.: э(8-ЕТ)-ЬО : 85-1) Е: (3--2)..... ГД з_ееть п -Н постоянн. в.; 
о другихъ изелфдованяхъ Стирлинга см. Мощи, $. ПТ, рр. 308—305, Ве. 
о. с. рр, 78, 79. 
*) Втоой Тауот (1685—1731); см. М: Маме. Н. 4. М. +. УП. рр. 231— 241. 
?) Это замзчан1е послужило впослВдетв!и исходнымъ пунктомъ «теор1и 
аналитическихъ Функц» Лагранжа; ср. въ особ. ХУПЕЙ урокъ объ иечи- 
слен!и Функц (Гадтатде Г. в. 1. Са]са1. 4. Е, Оепугез с. № Х, 1884. рр. 
268—298). 
3) Ш. Г. Ожеса & ТГоегза. Гопана МОССХУ; эта книга, хотя и напи- 
санная довольно неясно, но зам чательная во многихъ отношешяхъ, не вызвала 
должнаго вниман{я современниковъ” Тейлора; она подверглась даже сильнымъ 


НЫ Ивана Бернули и его сторонниковъ, обвянявшихъ ея автора въ 
И ‘РИ. ИР 
78 из иг 18 ве, (СМ. втсг. 








плаг1атв, главнымъ образомъ по поводу ряда гз 
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Въ этомъ сочинени (Ргор. УП. ТВеог. ПТ) ПВР при- 
ходить къ такой строкЪ: 


Кат «а--те1 аа т ме “. &6.>, 


тДд8 2—2, а 2, <. 21,...... ПоблВдовательныя конечныя 





разности < соотвЪтетвующия 2=/; отсюда, полагая 72==%, 


у 7 ИЕР ИР! 
и—2=0. %—2=0, —2=0, И т. Д., ПОЛУЧИМЪ: 


, А 
#0 020% 


Кача а "1.2.22 12323 


ргор. ХГ, р. 38), найденнаго раньше Бернулли (ср. прим. 4 стр. 192). См. 
Ер!1зё. Геи а4 Тор. Веги. Нал. 7. Тат. 1716; ОСотт. р. & т. $. П, рр. 380, 
381, Се. Б. М. 5. Е. А. В. 11 р. 968; слова Лейбница хорошо характе- 
разуютъ разницу въ воззр8нйяхъ двухъ школъ, англ1Яской и континентальной; 
онъ говоритъ о методв Тейлора: ‹Езф аррПеайо Са]еаИ аегептНа]13 & ш- 
феста: (Тейлоръ употреблялъ термивъ интегралъ въ томъ-же смысл какъ 
и И. Бернулли, см. ЛГ. Гисг, {. 4. р. 1, Геебот1 и р. 1, пфгойае 10) а паше 
гоз, уе\ ройиз а4 таспИа@0ез вепега]ез. Ца Апой едиоз. и за Ргоуег 10 
езф. а4)ипсиоф розф спггаш. Есо ше р1 Са]еаш @Шегепыа]ет а потегогита 
беглефиз ее.» Ср. И/’еззепфоги. о. с. р. 139. Ер1з. ФТ. Веги. аа. Шефа. Ваз, 
‚22 Апс. 1716. Сотт. 1. П, р. 389; Сеф. 1. с. р. 970. Ер1з. №е0]. ВегповИи 
4. Г. Ваз. 24 Ос4. 1716, Р. 5. Сотт. 6. П, рр. 394, 395, Се. 1. с. р. 994 
(Ср. Л. ег, р. 8 ргор. ШП (перемзна незав. пер. въ диоо. ур.); М. Маме. 
Н. 4. М. $. УП рр. 236—238. Въ собрав1и вочиненй И. Бернулли ($. П.) 
напечатаны документы относящиеся къ спору о плаатв. № СХУЦ (тр. 473, 
474), Егастетф 4е ГЕхг. ди Шутге 4е М. Тау10ог 4. Ме. тег. ее. (В 
11048. Апс101зе, $. 1У, Раг+. 2 р. 584), № СХУШ (рр. 473—478) отвЪзтъ 
№. Вегп. Тов. 1 (Деб. Г. 1720 Тат. р. 279), № СХШХ (р. 478— —483). Аро- 
1ос1а О. В. Тау1. (РБ. Тг. 1719 № 360, Ат%. 2. р. 955); №СХХ (фр. 488—512). 
М. Л». Витсат@ Ваз. Юр. аа У. С1. В. Тау1. (Аве. Г. 1791 Ма} рас. 195) 
похвальное елово И. Берн.. очень р%№зкое по отношеню къ Тейлору. № СХХИ 
(р. 516). 1:16. Тау|. аа. Г(оЪ.) В(агеа@аю.) М(ерекеплат). 1014. 6 Л. 1792 
(Асб. 1. 1722 берф. р. 45), СХХШ (рр. 517—519), М. 7. В. Ваз. Везр. (Ас. 
Ег. Барр!. $. УПТ, Зее. У. р. 219). О рядв И. Бернулли см. еще ина: 
ос. 5 Эгрр. 115 344. 

') Мей. Ттсг. рр. 21—28; Веб. о. е. р. 81; въ Оотой. Т. (р. 98. Сот- 
гесфии Г. 3, р. 1.) Т. даетъ хориулу и для отриц. ©. Таже, въ сущности, 








293 ОСНОВАНИЯ ТЕОР1И АНАЛИТИЧЕСКИХЪ ФУНКЦИЙ. 293 


«АТ рго шегетет1$ еуапезееи из». говорить Тейлора 
(Сого. 1.) зегатиг Йих1ютез 193 ргорогопа]ез. Фаез 





1.57 
Дай отит из 9, 59... & 6. авда из т а ци фот- 
шЦет Нцепо 14 2-е Ве 2, т Даны 40.» 1). 
1.222 1.237 ) 


«@пойез Нет! робезф». АИ онъ нЪзоколько далЗе, 1рз1- 
03 х уаог аб аедпа|$ п1По пес ео рабфо фегшиы земе 
тедцифаг шИпИ, зетез ртоаф ш Ютша зпирНс1юг1 азсеп- 
Чет рег @епИайез раз 2. *). 

Тейлоръ приложилъ свою формулу къ ршеню нзкоторыхъ 
дифференцтальныхъ уравненй й вывелъ нЪеколько друтихъ срод- 
ныхЪ ей разложенй 3). Въ 1742 году Маклорень доказалъ, 
что всякое разложене функши по пфлымъ восходящимъ поло- 
жительнымъ степенямъ перемнной должно происходить непре- 
м$нно по формулз Тейлора и иллюстрировалъ свое предложене 
прин$рами простЪйшихъ функц е”, Созх, Эх, Юеса.... “). 





Формула (х«) была дана уже Ньютономъ въ 3-й книгВ Ритсёра. Гетша У’. Саз, 
Т. (е4. Г. & 4. %. Ш. рр. 582, 583); ер. также Фас. Вет. 1.е. въ прим. 3 на етр. 
1800; М. Мате. о. е. $. УП. р. 238; Гадгатде. 1. ев. рр. 286, 288. 

1) М. Тег. р. 23, ‹уе] шифафо 10100 1р!а8 0», слвдуетъ далВе, «дао 
{етароге х Десгезсеп4о & з—®, х 4есгезсеп@о Веф 2—2". ... 6: 

*) Цла. р. 27; Вей. о. с. р. 82. 

3) Си. И. 1псг. ргор. УПТ. РгоЪ1. У, ра Ндиамопе ртиег ши/. сгзс 


3 тьофшеще диойлз втетет. (коночн. и 6. м.) аЙегиз тат. ж; тоетте вай. х еф 41 








х рег зечет. р. 24; Тейлоръ иятегр. м. пр. у—1е 0:51 (< и2)—2: 5— (= : 5) 0: 
см. Ве}. о. с. р. 82.} Ом. еще изложен1е различныхъ выводовъ Тейлора у 
Вейссенборна ук. соч. $ 11, Оле У1еВЯощеп Аше Тау1отз, рр. 139—153. 

*) Масвитт. ТтезИзе оЁ Е!ах10опз, Уо]. П, Воок Ц, СЪар. П, ОЛ ве 
тоетзе тефой о} Е, $ 151. рр. 610, 611; Макл. послвдов. диххеренцировашемъ 
и`прир. О перем. находитъ значев1я неопр. коехФ ряда; $ 752, рр. 611, 612— 
рядъ И. Бернилли; $ 753. рр. 612, 613—Зет1ез ог йпаше 4Ве пиашуег оЁ а 
о1туеп 105аг.; $ 754, р. 618—Со03. Эт. Зее. О другихъ изысканяхъ Макл. намъ 
придется упомянуть говоря о работахъ Эйлера; ер. Вей. о. с. рр. 83 за4. 
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Мы прослВдили главнЪИие успВхи рыстато анализа, воз- 
никновен1е и развит!е н%Ъкоторыхъ вытокшихъ изъ няхъ инте- 
ресныхъ для насъ понатй. Въ дополноне къ этому остается 
еще упомянуть о тВхЪ воззрВн1яхъ, которыя послужили геоме- 
трамъ разсматриваемой эпохи связующимъ началомъ новыхъ идей 
съ элементарными математическими представленями !). 

Одинъ изъ самыхъ плодотворныхт принциповъ новой ма- 
тематики —объединеме или обобщенще. предотавлене устанавли- 
вающее извЪстный правильный переходъ отъ одной опредзлен- 
ной труппы малематическихь объектовъ къ другимъ, въ силу 
чего вс они являются элементами одной и той-же общей груп- 
пы. Цринципъ этотъ очень важенъ во всзхъ областяхъ матема- 
тическихъ знан!й, служа могущественным средствомъ для уяс- 
нен1я природы фактовъ и значительно упрощая аналитическая 
операщи. Но совершенно о6обое значен1е пр1обрзтаетъ это на- 
чало въ приложени къ тВмъ случаямъ, когда элементы груп- 
пы предетавляютъ изъ себя силошную систему *°). какъ это 
бываетъ. въ области непрерывно измВняющихся конкретныхъ ве- 
личинЪъ. Въ такихъ случаяхъ всегда полезно объединить данную 


1) См. Н. Сойеп. аз Ри1те1р. ег [оби езпиа] тефпо4е п. зе1пе Сбезевле4е. 
Еш КарЦе] 2аг Сбгапа]есопс 4ег Егкепоби1:зктаАИК. Веги 1888 и въ до- 
полнен!е къ этому, Е. А. МЁЦег. Оаз Рго ет 4ег Сопшиа 8 т МаЪештайк 
ип Месватак. Н1зфот1зере а. зузбетайМзеве Ве фгёое. Магриго 1886. Оба эти 
автора трактуютъ предметы съ чисто-хилосохекой точки зрВн1я. что предетав- 
ляетъ значительныя трудности. Я старался въ своемъ очерк поставить во- 
просъ на почву практическихъ требован1й метода, на которой сошлись два 
так1е различные хилософФек1е характеры какъ Ньютонъ и Лейбницъ. 

2) Поняте о сплошноети одно изъ еамыхъ трудныхъ основныхЪъ ма- 
тематическихъ понят. Полное нзложен!е его. по крайней мврз въ приложения 
къ системамъ извЪетнаго рода, дано лишь недавно Георгомъ Канторомъ; ем. 
Оерег ппеп41., Ипеаге Ралкоапо10 {а 19 кецею, МафЪ. Апп. В. ХХГ., 1883, 5, 
$ 10 рр. 572—576. Одна изъ первыхъ попытокъ такого изложен1я сдвлана 
была еще Ариетотелемъ съ цВлью выяснить природу движевя и опроверг“ 
нуть парадоксы элеатовъ (ср. стр, 46 и 47); см. №. Аизе. 1. У, Сар. Ш 
(У) Па. П р. 312, 1—4: ‹О1е0 але еззе соппаита (555%), дпата абгаз- 
Чие $егиа101 да1аз зе соп пои, #ас1 зап цпаш её 14ет, её, оф пошеп э1- 
2016626, всопИпепбаг (с05ёхита‹); #64. |. УГ Сар. Г. 014. ИП. р. 318, 13--16, 


\ 


рыд 1 № “1 
ен 
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трупиу съ яроизводной ") группой такъ называемыхъ предфль- 
ныхЪ элементовъ, не принадлежащих къ данной. но связан- 
ныхЪ съ ней сплошностью. При извЪетныхъ ограничительныхъ 
услов1яхъ свойства основной зрупты, измъняясь непрерывно 
при переход отз одною элемента кз друюму, распространя- 
ются на производную —это есть принципъ, названный Лейбни- 
цемъ законом непрерывности °). Если двЪ группы управляются 


‹Регзр1еиит аподие езф., ошое соп пита еззе @1у14пит т зетрег 41у1Аца 
ее.» Пг Саею 1 1. С. Т. ОШ. П. р. 367.6. 1: «5»Ехё‹ мёу оду вот тд дихиретду 
< 9зЁ бианогти». См, еще №а$. Апзе. Г. УТ. С.П. (0. ра. П, р. 320. 23—34, 
Та. Г. УПТ, Сар У. р, 360. Къ иетор1и вопроса о сплошности въ средне. 
вЪка, въ эпоху процввтан!я схоластики ем.: Тйотае Адит. [ХИТ ет.] Ораз- 
сеща, ХЫШ. 4е пафага оепег!з, сар. 19, 20; Г 4е паёага 101; ХХХИ а4е 
пафага шафет1ае еф Че а1тепзоп из 1 (еги! паз. (ер. 0й. оигат. Га ров. 
де $. ТЬ. 4’А. Раг1з 1858 рр. 308—329; К. Иетег. Оег В. ТЬ. уоп Ади1о. 
Весепзиго 1859, рр. 177—201 [И Ва.]). Цит. у Г. Еантора Ма\®. Ат. 4. 
ХХГ р. 590 (ср. #0. р. 572); Тёотае Вта@еат@т (4осфог1з ргоГапа! + 1349) 
Тгасбабаз Фе соп!1в 0. рук. В. 45.2 въ Торвз (бушпаза Но ек) рр. 158 — 
192 (извлечен1я у Л. Сигёзе. Чефег 41е Напазерг. В. 4°.9 Ргор]етаб ит Еа- 
с11413 ехрИсаЙо дег Кбо. бутик 2и ТБога., ИеИзерг. #. М. а. РВ. Фабго. 
ХШ барр. $ 12 рр. 85—91). У позднъйшихъ ехоластиковъ: Ёг. биагез 
(+. 1617). О1зршаЙопез шеарвуз1сае. Мосапае 1605, 40, в. 11. п. 1, з. 3, 
п, 2. 8. 4. 2; см. /. Х. Ваитатт. Пле Гебтеп уоп Вапю. 7е папа Мафеш. 
11 4. седсгео РЫПозоре ее. Г Ва. ВегИи 1868, рр. 15 — 19. Брадв. и 
Суар. были оба еомисты. Ср. Разсай. 4е ГЕзрг сеотёы1ие, оецугез 
е. $. ПП. е4 Гайиге рр. 342 за4. Гейп. Твеота Мофбаз АБзтгаей ее. Еипда- 
шеша Ргаедетопзга Ша, Г. О. 0. е4. Ри. %. 1. ратз а\ега, р. 38, Сет. 
й. А. В. ЦП. рр. 67, 68. Понят1е о сплошномъ измВнен!и зависимы хъ величинъ 
было превосходно Формулировано Лейбницемъ: Ехфта 9’апе 1ейтге & М. 
Вауе заг ип рушере сё. еёс. ( МопуеИез де 1а гёраЪ]. 4ез 1е гез раг Вау]е 
Ат. 1687 ЛыЦ.). С. Ц. Гейтие Орега Рьозорь1еа тах Л. Е. Етатаяь 
ВегоПп1 1840, рр. 1056, 104а....‹Оп сегфалю Р;жере....дае ]’а1 гетатгаив.... 
Оп 1е реф бпоплег а1лз1: 1огзаие ]а А6тепсе 4е 4епх саз репф &4ге апитабе 
аи Чеззоиз 4е фощ{фе стаа4еиг 4опибе т аз оц Чапз се ди! езё розбё, 1 Гале 
да’е Пе зе ри15зе фгопуег ацзз1 Чпо1пабе аа 4еззоиз Це $ощ{е отап4еаг допп6 
т Чиаезз оп Чапз ее ди! еп гёзаЦе». 


1) См. Ц. Само. Майь. Ап. +. У. 62 или Аба Ма. +. 1, 4. 1883; 
К хбеп310п @’цп \6отёше де 1а \60от1е 4ез збт1ез т150опош6 14 пез, р. 343. 


3) Си. Ехта 4’пое 1еМте ефс. Г. Орега рЬ1|. е4. Егат. рр. 104 — 106 
С. Г. бегвага6 открылъ въ Гановеревой библ. латинек1й мануекриптъ содер- 
жащий въ себъз почти дословный переводъ этого отрывка ; Г. М. 5. В. у. Сегй. 


Т. ХИ Зап. Мат. Отд, < 15 
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олнимъ и тЬмЪ же закономъ непрерывости, то можно различить 
два случая, въ которыхъ он объединяются въ одну сплошную 
систему. Первый случай тотъ, когда онф имфютъ обще совпа- 
дающие предфлы однородные съ ихъ элементами — они и слу- 
жать имъ соединительными звеньями; второй-—когда предфлы 
выпадаютъ изъ числа возможныхъ, реальныхъ предметовъ — ихъ 
замвняютъ фиктивными терминами, правила пользован1я ко- 
торыми вполнз опредзляются закономъ непрерывности 1). 


7. А. В. П. УГ. Ривера дпод4аш сепега]е ес. рр. 129—135; Лейбницъ 
справедливо полагаетъ въ основан!е своего принципа понят!е о сплошномъ 
измвнен!и однихъ величинъ въ зависимости отъ такого-же измненля другихъ 
(ем. выше); онъ однако запрылъ вебф путь къ боле точнымъ изыеканямъ 
объ уеловяхъ возможности такого измВнев!я старан1емъ возвести евой прин- 
ципъ въ общ ненарушимый законъ всвхъ математическихъ умозрн!й; ср. 
ВёрНачез аах В&Йех10пз сопфепиз 4апз 1а вее. 64. ам Р1еЙопвалге Ст. 4е 
М. Вау]е., Агыее Вогал1аз зиг 1е зузше 4е ГВагшоте ргё@аЪе. Н15%. 
ст16. 4е Па гёр. 4. 1е тез +. ХТ, 1702, Егат. .УП, р. 189Ъ, 38—41 Биш. +. И. Р. 
Г. р. 91. Еззаёз 4е Тьвофеве (1-ге Е4. Апзё. 1710). Рагые ГЦ, 348, Егат. р. 
605а. Мопу. Еззайз заг Геп+. В. (1703) Ауаю{-Ртор. Егат. р. 198а. Ер1з*. Г. 
а4. 5. Вегп. Нав, 9 Фи. 1697, 92 Мох. 1708, 20 Тап. 1704, гезр. рр. 306, 
307 (+. Г) 100, 110 (+. 1) Соттеге., 438, 729, 142, 743 Сеть. Е. А. В. ПТ; 
Го1На Вег. Ма. Меарь. (рук. Лейбн. въ Ган. библ.) Сет 1. А. В. Ш рф. 25: 
ср. еще крит. принц. непрер. въ сочин.: Ехроз 101 4е аёсопуетфев рВ11озорВ, 
4е М. 1е СЪеу. Межюп, раг И. Масашит фтаа 4е 1’Апо]а18 рат М. Газой» 
Рал1з 1749, Тлу. Г. св. ШУ рр. 90, 91. Лейбницу предшествовали схоластики: 
ср. Вер! пез аих В6#. еёе. Егдт. 1. е. р. 190Ъ. Ош. 1. е. р. 98; Ше ога 
ргостезза её паёага А1оергае ефе. (Рук Ган. Библ.) Сей. 7. А. В. Ш р. 210. 
‹Еогша ш{епза еф гепа15за аси1зЦае рег шобат роззии& еззе рагёез  ип1а8 
Гогтае питего. её диае поп ез$ ипа 1па1у11 Иже. зе4 сопИпиЦафе зиагипа 
ратиит, 4аае поп зи0ё 8111], зе4 зиесезуе её ппа зарегуешетце. а11а 4е- 
8111$ еззе. её Вое то4о э1опат! роззап. Оигап4из а беё. Ротйато, (-- 1382). 
11 бепбепЫаз ео. Р. Гошфат@1 сотшт— 1. 1У. Апфуеграе 1576 #01., Г, 
в. 17. ди. 7, 39. Е. 60 т. В; ем. С. РгазИ. безсь1еВ4е 4. Гослк па А`ев8- 
]ап4е Ва. ПТ Геряо 1867 р. 297 п. 573; ер. 944. рр. 223 (Бимз Бсоиз), 263 
(Аедзиз Вотапиз), 281, п. 418 (Апфоп1аз Апагеаз). ‹Ошп1 гез тепзигаЬ 1$ 
ехсерЫз; пишег!5 1тастафиг а4 тодиат диап а 8 сод пиае». №сое Огезте. 
Тгасбафаз де ОпНогшИафе её аШогю Кайе 104еп310патш, Рагф. Г Сар. 1. Рук. 
Нац. Библ. въ Царижь ‹Еоп@з ]ай п п° 14.579» апётег. Еопаз 5%. У1еог п’ 
111, #01. 18 оетзо; ем. М. Саёзе. Оле МабвешайзеВев Бевт1Меп ев №1е0]е 
Огезше. Веги 1870, р. 11. Ср. 4гёз. Меф. м. 6, р. 1080Ъ (Е. Ае. Вог.); 
Ри. РЬПе$. 14 0. ед. Негт. рр. 55—56. 

1) См. Ехфтац а’ипе 1ете & М. ЕопеБег сВапоше 4е Оцоп заг дае]диез 
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ПредЪлы отличаются инотда по своей природ отъ эле- 
ментовъ основной группы, и тогда законъ непрерывности мо- 
жеть дать методъ для нахождения свойствъ предметовъ боле 
сложной математической природы по евойствамъ простВйшихъ 
производящихъ ихъ элементовъ, Чтобы выразить математически 
сплошность группы и ея производной, приходится всегда харак- 


ах1ошез рыПозорВ14аез (Фоцгпа{ 4ез бауапз 2 Диш 1692. Гейт. Ор.Трь.Ге4. 
Етат. р. 115Ъ. ри. $. П. Р. Т. р. 239: «Гез ехргезз10пз зешЪ]аЪ]ез А сеф 
ах1оше. Ёхёета т з4ет тес4ии, у0пф пп рей фтор 10ш;...... 1] пе Ёа0$ 
раз 1ез ргеп4е & 1а гоейг: пеапто1тз еПе пе 1а1ззеп4 раз 4‘ауо1г ип изасе 
рагыса ег рошг 1 пуеп оп, & реп ргёв сошше 1ез ппас1татез 4е 1’А1еёЪте 
4». ‹....П уа Це сегфалиез {а133е{65 (ий 301$ пез ропг фтопуег 1а у6т16». 
Ср. теор1ю коническихъ свченй у Кеплера (Аа УцеШоптет Рага1ротепа, 
Ча1Биз Азгопош1ае ратгз ореа фта@Цаг еёе. Апб\оге Лоаппе Кешего. Егал- 
согагы Аппо МОСТУ, Сар. ТУ. Де хе/гасйотит тепзита, 4. Ое воп1 зе оли; 
Кер]ег! орега ошта е4. Еиёзеь уо1. И, 1859 рр. 185—188, МВ. р. 186: «Пцег 
Баз Нпеаз №16 езбо ег@о вамза ргорг1ебаз зиае, её апа]0о01ее шас1з дпаш 
сеотег1ее 10диеп4о...... › Ср. описан1е кон. свч. въ барр|емепфаш а Аг- 
еВ1тейет 4е Бфегеошт. Е15. соп. её БрБаег1. ргох. зиееей. [Э{егеот. Оо1.]. 
Ре Бееф. соп1, зо. вепигеЬ из, Еиёзей $. ГУ, рр. 574, 575. Ое йоигаг. пп- 
шего еф а1ШегепфИз 576, 571, 581) и у Дезарга (Стат Пезатдиез, 1593—1662, 
Оепугез 4е Пезатуиез гёип1ез её апаТузбез раг 11. Роиага, Рат1з 1864, +. 1. р. 19, 
1, 2, 3. Свазез, Ар. 134. сБ. П, 2 ёр. $ 21, М. Мале. Н. а. М. +. ИТ, р. 904), Во- 
регуа]. (Ре Сеошег1са Р]апагаю е Си саташ ца. Везо|., Оевихт. 
шафВ. рр, 146, 147, Ме. 4е ГАс. В. 4. 5. Перизз 1666 ]азаа’А 1699. Т. 
УГ Раг1з МОСОХХХ рр. 115, 116) разематриваетъ эллипеъ какъ предзльный 
случай Декартова овала 4-хо рода (см. Пезсатез. Сбвош. п. 64. рр. 41—59; 
Ниудетз. 'Тта1{6 Че 1а логе, Геу4е 1690, е №. УТ, рр. 102—106 за4.) «Арраге 
егоо ех зирга 4163», говоритъ онъ (р. 147) ‹14 дао@ Васизаие 1афи1ззе ор- 
пашиг, пешре 11 е1Шрз1 соп1еа, даафепиз Ша а@ О1орылеа ге{егг1 робезв, 
фгез пфе101 дефеге #0605, 903 зс1сеф 1п4егооз, & ипиш ех{егпаш аа! ш- 
В016е 4154е$ а 4ц0у1з ех 4пориаз уегые физ. Опаш @1ептиз...... ‚ поп 4108, 
е1атаз1 си1у1з Фоефтае ши ппрего. Ше пуиие ипиз. зе Чао шйпиь 
а зе шу1еет 915фапфез у1ег1 розз1шф...... ; Иишо зТтуе уегвиз Е, уе уегзиз 
С шёаце 915ате 1рзе пфбеШеабаг, регла@е езё, дио@ а@ сопзбгаейопеш рег- 
Ипеб: дааесипдие еппо гесфа а ео 4ае1 ие] оебаг, Ша ах!.... зешрег 
ех13$еф рагае]а» Тотъ же принципъь елужитъ дла нахожден!я такъ назы- 
ваемыхъ дъйствилтельныхь значенйй анолит. выраж. приним. #607160. вид; 
ср. прим. 4 къ стр. 192 о правиав МЛопиталя, также Ёейбп. Тазйса от 4а 
-Са]си|! 4ез шЕ. раг с@шу 4е ГА]о. огайт. бегё. Е. А. В. ТУ р. 105; Гейте 
4е Г. & Вапо1е01тф, Виш. $. ПШ, р. 501, ИТ, ТУ (о значени символовъ 0: о, 
1: © © ит. п.). 
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теризировать ея элементы извфетными количествами, а предФлы, 


какъ величины, къ которымъ безранично приближаются члены 
какихъ нибудь правильныхъ безконечныхъь рядовъ этихъ коли- 


чеетвъ; такимъ образомъ принципъ непрерывности приводитъ 
насъ къ способу истощеня '). Для потребностей анализа гео- 
метрамъ пришловь раечленить производяния количества на эле- 
менты, которые въ предфлЪ становятся чисто идеальными. во- 
ображаемыми. мнимыми ип сохраняютъ реальный смыслъ только 
въ геометрическихъ отношен1яхъ и суммахъ. Эти идеальныя 
величины — безконечно-малыя, моменты, дифферениалы— мож- 
но разсматривать какъ отвлечен!е извЪЗетныхъ” свойствъ предз- 
ловъ, и тогда основаня для ихЪъ алгориома могутъ быть даны 
тТЪиъ же самымъ закономъ непрерывности, который управляетъ 
реальной группой °). 


1) См. стр. 133, 134. Справедливо замфчаетъ Локкъ: «боше шафеша- 
Ые1апз реграрз о? айуапсей зресша М опз, шау Вауе оффег ууауз №0 17фгодцее 
40 {Вей ш!ааз 14еаз оЁ шйо у; Баф 418 Б1таегз поф, Баф Фаф еу феш- 
зе|уез, аз уе! аз офВег шеп, 50% Ве Втз% 14еаз ууБ1ей $еу Ва оЁ шйп\у, 
{гота зепза\10п апд тейес0от. ш 4Ве ше о уе Вауе Веге зеф 4о\мп. «4. 
ГосЁе. Ап Еззау сопсегише Башап ппаегзбап@ тс (1689), ВооК 2. СВ. 17. 
ОГ Табойу, $ 22, Мех е4. 1815 У. Г. р. 233; вр. #64. 5 3. р. '218, $5 9—12, 
рр. 223—225, Ваштаяв. 1. е. рр. 415—432. Лейбницъ, возражая, на общия, от- 
рицательныя тенденци Локкова учен1я о безконечноети, въ приложен1и къ 
математическимъ вопросамъ держалея"въ сущности т8хъ же воззрвнй, хотя 
и не всегда съ одинаковой поелвдовательностью; ем. В6Йех1опз заг 1’Еззал 
е1е. ае М. Госке (1696), Егат. р. 138а. Ош. %. П, Р. Т, р. 219: «Аа 
гезбе,. › . ...-. оп пе п1е роф ее аще 1ез бёошё тез 46топфтет6 4е Бетебиз 
тб из, е& рагМеи]16тетею® ГехееПеп$ Мг. Мем4оп». ср. Моцуеаах е8за18 зп 
еп. Виш. &е. (1703 Тау. П, СВ. ХУП, Ета. рр. 244, 245. 


1) ‹Саебегит шеа зеп4еп а езё, заер!аз ехрозйа, шВи\е ратуаз ра- 
гЦег а14ае шбиИаз диап афез еззе ЙсеМопез Чи14еш, зе и Щез а{ гаф1ое1 - 
папдат сошреп@1озе зииа] ас $ щ0...... шйпЦе рагуа сопетриааз поп иё 
Иа эпарНейег её аЪзоце, зе и Иа гезресйоа...., 14 ез6 еуапезвет а 
Ча14ет шт п1Паш, гейпепыа фамеп сБагасфегею е}из 4104 еуапезс ». 
Письмо Лейбница къ (С. Стала. У1еппае Апзбг. 6 Берф. 1713, Сей. Е. А. В. 
ГУ, р. 218, ср. #4. р. 216 въ письмв Гранди къ Л. Рёйз рг19. Ка|. ЛИН 
1713. Эту мысль Эйлеръ положилъ въ основан!е теор1и дихо. исчисленя (ер. 
Мапйоп. Езди1ззе ес. р. 21, П. 24—27); Ср. Еззаз 4е Тбофсве, П1зеойгз @е 
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‹...бопзещапенции... [60% СотипийаЙзь. товоритъ Лейбницъ, 
‹& ше опа рторозао.....: пп@е 8$, пф 2% союз едтетит 
охоту фтасбат! розз\ п шешяуиа. & Ца 1$ 64918, 
1е8 404% пабига ОФуетвиз, ]1айеаб 11 сепетаП ]ехе саебегогиш, 
зип] це ратафоха Чпафат тайопе. & 1 Па @16ващ, Руита 
Р/иозорисо-тлеютчса рапобим Ш Ппеа. Ч1ез 11 шофп, 8рес1- 
аз сазиз ш сепегаЙ сошта@1$Япеюо сошргевепзиз ео 
053; фатацат рипебит $ Плеа ШИ рагуа, зе еуапез- 
сепз.....; аЙМадае 14 сепиз, Чпае Фоас\ииа8 Татетаз, Уш рго- 
1141531008, ФФ етащег уега ареПаззеф ') & 4иае шзегупи 
ррагпилии а@ шуешеп@! агеш, её91 шео ла@1олю ай В6о- 





]а сопогшИ6 ае 1а №01 ауее 1а галоп. 5 70, Егат. 498Ъ. 499а...... «Оп 
3’етпфагаззе де шёшме 4апз 1е3 з64ез 4ез Мотбтез дай у0п$ & 17111. Оп в00с01% 
ип Чегийег фегште, ап пошЪге 11001, оп шВипоетф реф; шалз 600$ се]а пе 
300$ де @ез йе 003». См. еще споръ объ этомъ предметв Л. съ И. Бер- 
нулли: Ер!156. ефп. Наю. 29 Ла]., 22 Апо. 20/30 5ер+., 18 Мох., 17 Оес. 1698, 
Тат. 1619: Вего. Стоп. 16/26 Апо.. Зерг.. 8 Моту., (Соттегс. Оеф. 30), 6 ее. 
1698. 7 1ап. 11 Ееъг. 1699; гезр. Сотт. рь & т. +.Т. рр. 385, 397—398, 404, 
413. 493, 431;—390—391, 402. 407, 418, 427, 437, Сегь. Е. А. В. 1Ш рр. 524, 
536. 541, 551. 560. 566;—529, 539, 545—546, 555. 563. 571; Бернулли (Апб. 
1698) замъчаетъ о безк. ряд постоянно убывающихъ величинъ: ‹...... 81 
отпез фегта101 аефа ех13$и0, ег запе шбо{езиаз, отпезаае зедцетфез т 
бое ратуае тасп и 41113>. Отсюда возникло предетавлен!е объ ультра-без- 
конезномъ продолжен!и рядовъ, игравшее впослвдств!и н%которую роль въ 
теор ихъ сходимоети. 


1), лпбиз изъ Гамбурга (1587—1657) авторъ сочиненмя «беотейла 
Ешриеа»; ем. Еззайз @е ТЬво4. Рагае П, $ 214, Ег4т. р. 570; геометр. 
примвръ привод. тамъ Л. выбранъ не особенно удачно; гораздо проще вы- 
ражаетъ онъ евою мысль цитатой: ‹аё ргадешеш сафегоафотею регЯпеф, 
пес11сете а1дпет ЧеЁесат БопКаМз 1 раге, иё Ёас1а4 ааотаебат БопЦа. 
Из ш 100» (ТЬою. [Ад.] сопёта сепф. 11. 2. е. 71). О оасВ. Фис. см. еще 
Пе отфа, ргостезза еф пита А1оергае ее. Гедв. М. Ъ. В. у. Сей. 2. А. 
В. Пр. 212. Е. ТоМьй. ФТ. Тапошз по4 @1е Етпецегаис ош зе вет 
Гертеп па 17 УТарть. Еш Вейгас #. безев. 4. Мафаг\у!:8. 1 НаюшЪиго. АЪ- 


`рард1. аоз 4еш Семее @4ег Мабат\у. (Еезбзет 6 паг Реег 4ез 50 дабг. 


Везевепз дез Мафигуи. Уегешз ш НашЪ.). НашЪ. 1887; тою-же автора. 9. 
иапо1из, Еез(теде хаг Ееег з. 300 Сефиатёзбатез аш 22 06. 1887 ес. ши 
е1п1. ВеЙт&сеп а )—?3 В1оотарЫе ип@ хаг Кепифа, зе1пез Вапазсвт, Мае\- 
]1аззев, Ге1рис 1888. 
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п13, & ппастатИ сотр ефатбиг, ло фашеп тейиеМоте аа 
вхргоззютез огФтамаз На Расе гесийсайиг, пф еггог Пиег- 
уетте поп роз3Н.....» 1). 


«Строго говоря». замЪчаетъ Лейбницъ въ другомъ м$ЗстЪ, 
«ПОКОЙ не есть родъ движеня. равенство не есть частный слу- 
чай неравенства, равно какъ и кругъ но есть правильный мно- 
гоугольникъ; но можно сказать, что покой, равенство, кругъ 
ограничивають движеня, неравенства и правильные многоуголь- 
ники, которые приходять къ нимъ, исчезая при непрерывномъ 
измвнени. И хотя эти границы, строго говоря. не принадле- 
жать къ системамъ, которымъ они служать предфлами, тЪмъ 
не менфе онф сохраняютъ ихъ свойства... Въ противномъ слу- 
чаЪ былъ бы нарушенъ законъ непрерывности, въ силу которато. 
наприм$ръ, при непрерывномъ переходВ отъ мнНогоугольниковъ 
въ кругу не должно происходить скачка и въ переходВ от 
ихЪ свойствъ къ свойствамъ ‚вруга» 2). 


«Н%Ътъ никакой надобности ставить математическй анализъ 
ВЪ зависимость отъ метафизическихь пререкав1й 3) и утверждать. 
что въ природЪ существуютъ лини въ строгомъ смыслВ слова 
безконечно малыя въ сравнени съ нашими... Чтобы сдЪлать 
разсужденте общепонятнымъ, достаточно, какъ мн кажется. 0бъ- 


*) Ер1зё. Геи. а4 У. С1. Сьузыават Мои ефс., с1геа золепНата 
11811 (сё. Ег. Зарр!. $. У. а4 апп. 1713), Бы. в. Ш. № Т.ХХИ, р. 408. 
СетЁ. 7. А. В. Т, р. 385; Ср. въ статьв цит. въ прим. 3 къ стр. 210: ()6зегь. 
ес., Ош. р. 440 Сет. рр. 388, 389. 


2) Лизийсайоп ав Сасщ 4ез трпиезтщез раг сешу 4е Г А1дефте оттацте. 
Сеть. Е. А. В. ТУ р. 104. (Приложен!е къ письму Вариньона къ Л. 93 мая 
1702). Статья эта была написана въ 1701 г.; Лейбницъ упоминаетъ объ ней 
въ возражен1и Бейлю цит. въ прим. 2 къ стр, 295, Егат. р. 190а, Ри. р. 93. 


°) Ср. возр. Б. въ только что указ. мфст.; Вешагдие зиг 1а 91х16ще 
1е ге’ рв!0з. пиргииёе & Тгёуопх 4703. (О геож. методв въ прим. къ метах. 
Меш. 4е Тг. Лш. 1712), рш. Т. Гр. 504. Егат. р. 684а—Ъ.: ‹...... Далз 
1ез Маф ёта414щез П езф р|аз а1з6 4е г6и$1г, рагсе дае 1ез потаЪгез. 1ез В- 
5цгез, её 1е3 са]еп13 зарр16епф ацх 46а саеВбз Чапз 1ез раго]ез; та13 


4алз 1а М@аррузие, ой Гоп езф рг1уб 4е ве зесоитз...... > 
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яснить безконечное несравнимымъ. иными словами предетавить 
с8б% величины несравненно больш]я и меньтя чЪмъ натии. Та- 
ксе предетавлеше приводить насъ къ цзлому ряду небраваи- 
мыхъ различныхь порядковъ; то что несравненно меньше безло- 
лезно принимать въ расчеть по отношеншю къ тому, что не- 
сравненно больше его: такъ, частица магнитной жидкости, про- 
ходящая черезъ стекло, несравнима съ песчинкой, песчинка 6ъ 
земнымъ шаромъ, а этотъ послЪдн! съ небесной твердью..... !). 
Не слёдуетъ, одпако, упускать изъ виду, что несравниныя не 





1) Безк. мал. 2-го порядка вотрётились Л. при первыхъ шагахъ въ 
нов. анал, См. въ манускриптв Ган. Библ. 11 Мот. 1675 (Сеть. Еюфа. 4. В. 
А. а. Г. Вейасе П, рр. 38, 39, О. Еп%. 4. В. А. рр. 137, 138: «Уеп4ат 


ап 4х 4у 14ет 3 апо4а 4ху ее.» Въ Ма Мей. (Риш. р. 167. Сет. р. 221) 
для изсльдованя выпукл. и воги. крив. онъ употребл. уже диое. 2-го порядка. 
Си. еще Сотрепфит Фиадтаитае Атийтейсае. (неиздан. тракт. напис. въ Цариж 
около 1676 г.) Ргор. 91. «Вефбаасиио зи азе183а шйойе рагуа её огдзтафа 
аа Нурегро1ое14еш 1пбпфа е5% пбоЦашт, Йофбат огдпаттата, шйоце раг- 
упт, ргопё ехропепз ог пафатита ВаЪеф а4 ехропепфе аЪзе1ззагата та{10- 
пеш 1таедиа] Ца Мз, аедиа] 418, па)огИа $» и Руор. 22 Бефо[. «Рег шйи- 
баш дла афет ие Шоиаз Ве шеотратаьЦег шаспат». Ср. Ер#. аа 
ТоЪ. Веги. Нат. 99 Та. 1698, Сотт. рь. & т. +. Г. рр. 382—384, Сеть. Е. А. 
В. Ш, рр. 522—524. Правила пользован!я несравн.' разл. пор. на котор. И 
не разъ ссылается какъ на «Леины», были даны вперв, ВЪ Тепатеп.. 4е ` Моё. 
С. (. (1689) 1. с. въ прим. 1 на стр. 180. Ср. Г’Нозриа}. Ата. 4. 1. р.р. 57. 
(Вешагапе, $ 63). Въ 1694 и 1695 годахь теор1я Л., подверглась нападен!:ю 
во стороны толл. матем. Бернарда М№еишений (1654—1718) въ соч. Соизё4ега- 
Нопез Сбтса Апазеоз а4 9. т}. рато. арр@сиае рттедра (Ср. прим. 2, къ етран. 
193). Ашзё. 1694 и Апайузз тбийогит зеш СитоЙтеотит Ргортзеаез еФ Ро{уд0- 
погит пашта 4едисае. Атаз%. 1695. №еа\у. отрицалъ возможн. пользов. диФ®. 
высш. пор. (ем. Сопз. ЗесМо фегМа рр. 15 894., Ап. У. Ргае ао /. бт. Сар. 
УГ, бевой. Т. рр. 281—285); Лейбн. отвъчалъ ему въ Лейпц. актажъ 1695 
года, ссылаясь на свой «леммы» (ср. прим. 1 въ стр. 179, Сей. СезеВ. рр. 
172, 173). на что №еп\у. снова возражалъ вЪ соч, Сопз4етайопез зесипаае сатса 
сас. ай?. ргтеёрёа её Везропзо а@ Ут. №6. С. С. Гефп. Аз. МОСХСУТ (онъ 
спиралея на 060б. теор!ю безк. мал. и безк. больш. А 1а поет; ем. Бес. 
‚ диагва рр. 30 394. ер. Ап. 1е/. 5ево|. сепег. а4 епиш. рр. 18—20; ИТеззеп- 
фоти. 0. Рг. 6 10. Пе Тьеог1е №еауевы!з, рр. 123 —138). О №епу. и 
Клуверв, другомъ противникв Л. см. еще у М. Н. 4. м. %. П. рр. 399— 
401; также въ перепиекв Л. съ Иь. Берн. за 1695—1701 г. раззца, съ Яков. 
Берн. (Сегй. Е. А, %. 1.). Об. м. вр. еще Ниуд®. 1. е, на стр, 113—105. 
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суть опредфленныя величины и въ геометрических разсуждент- 
яхъ могутъ быть взяты какъ угодно малыми для того. чтобы 
можно было утверждать, въ силу правилъ нашего исчисленя, 
что погрЪшноести въ высказываемыхъ нами предложеняхъ мень- 
ше произвольно малыхъ размфровъ каюе угодно будетъ имъ 
назначить противнику отрицающему справедливость этихъ пред- 
ложенИй..... ') Откуда слЪдуетъ, что и не допуская реальнаго 
существования безконечао больтихъ и безконечно малыхъ лин, 
можно съ увзренностью пользоваться ими какъ идеальными по- 
нят1ями которыя упрощаютъ разсужден1я подобно такъ называе- 
мымъ мнимыуъ корнямъ въ обыкновенной алгебръ.... 

....Безъ посредства этихъ корней нельзя. напримвръ. вы- 
разить аналитическое значеше прямой раздфляющей на три 
равныя части данный уголъ; равнымъ образомъ. невозможно бы- 
ло бы установить наше исчислеше транецендентныхъ величинъ, 
не прибЪгая къ исчезающимь разностямъ, гдф мы беремъ сразу 
несравненно малыя количества, вм сто безгранично убывающихъ, 
какъ угодно малыхъ... 

Однако не слфдуетъ отнюдь воображаль, что наука 0без- 
конечности разрутаетея приведеннымъ объясненемъ и сводится 
къ фикщямъ °); ибо все таки остается та безконечность , 
которую. пользуясь выраженемъ  схоластиковъ можно на- 
звать синкатегорематической 3), и справедливо, наприм®ръ, что 





') Фонтенель плохо понималъ учен!е Лейбница и ‹упустилъ изъ виду > 
это посл®днее замвчан1е служащее ему главнымъь оенован1емъ. когда еъ та- 
кой ирошей говорилъ о несравнимыхь въ своемъ «похвальномъ слов»; см. 
Е1осе де Ё.е017, Е!. Че ЕошепеЙе ауес ипе 1146704064101 её 4ез пофез раг 
Е. Воййег, Рат1з, багиег Ег., рр. 121, 129. 

*) «Ле ви1з (еПетепё роиг Г1обп1 аебпе!, Ча’аа Нео @4’адтейте Ч4с 
1& пабите Рафвотге, сотше Гоп 4 уп!тайтетеюь, {е Чепз ап’еЙе ГаНесе 
раг-60ц{, роцг и1еих шагфиег 1ез регЁееопз 4е зоп Ашфеиг». Вёропзе 4е 
Мг. Геп12 & Гехфта! 4е ]1в Гейте 4е Мг. ЕоцеВег, сВапоше 4е Рой ес. 
(Зоито. 4. бах. 3. Аойв 1693), Етат. р. 118Ъ, Шиф, &. П, Р.Г. р. 242. ср. 
прим. 3 къ сльд. стр. и Ер. П аа 4ез Воззез (1706}, Етат. рр. 4355—4386, 
гдв Л. гов. о невозм. калиеюр. безк. аси и р0й. для вел. и чие. 

°) Ср. Моих. Евз8йз 1. с. въ прим. 1, на стр. 298, 6 1. 


— 
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1 1 1 1 1 1 

2 есть тоже что И р о В И 
что составляетъ безконечную строку. содержащую разомъ всЪ 
дроби съ 1 въ числителВ. а вЪ знаменатель съ различными 
членами двойной геометрической прогреве; эта строка безко- 
нечна. и однако въ ней нётъ ни одной безконечно малой дто- 
би, или дроби съ безкопечно большимъ знаменателемт.... ')». 

Лейбницъ имЪетъ здфсь въ виду 2ороию опредъленниыя *) 
группы неограниченнаго числа реальныхЪъ предметовъ; безконеч- 
ность является тутъ лишь какъ синкатегорема 3) при суждени 


1) Гейте 4е Г. & Уагюпоп Папоь. 8 Еёвуг. 1102. Зоцги. 4. Бах. 1702, 
Ди. 4. Ш рр. 370, 371, Сет. Е. А. В. [У, рр. 91—98; сер. Мётолте 4е М. 
($. С.Т. фюпеВап зоа зеп. заг 1е С. Ш. Фойго. 4е 'Ттехопх 1701 (Извлеч. 
изъ письма къ Пэнсону), Ош, +. Ш № БХИГ рр. 369, 370, Сей. 7. А. В. 1, 
А. 1. ХХГУ, р. 350, Е. А. В. ТУ. рр. 95, 96. (Ве|асе. Г. ап Рапзоп. Вгопз- 
у16 29 Аоцзь 1701); Гейге А Мг. Оапо1соийгф, есг. еп $ерё. 1716 Баг 1ез Мо- 
пабез & ]е Са]е. 10. (Ер15. а4 @1уегзоз е4. Кого. уо1 ПТ р. 283), Вш. 
рр» 5005.50 (1) ухе: сотатае Мг. 1е Магди1з 4е РНозри егоуаЦ ое 
раг 1А }е' 4га1зз01в а салзе, 113 ше рг1гепф 4е п’еп т1еп @1те, ошёге се дие 
еп ауа1з 41 Чапз ип епёго! 4ез Асфез 4е е1рзйе, & И ше #6 а15ё 4е а6- 
6тег & 1епг рг1оге». (р. 501, ер. ЕозцепеЦе, 1. с. въ прим, 1 на пр. етр.); Рёегте 
Ултёдпот (1654—1722. Еошепейе. Е]. 4е У. рр. 173—183) знаменитый авторъ 
«новой механики», горячо защищалъ анализъ 6. м. противъ нападен1й Ролля, 
аббата Галуа и другихъ: си. Фа Мопуеаи Зуз& те 4е 1’Тпйо1 раг 11. Войе, Мет. 
4е 1’Ае. апп. 1703. Рат1з 1720, рр. 312—336, Мопшаа. Н. 4. т. 4. ПТ. Р.У. ЕВ 
1, ХП, рр. 110--116, переписку Л. съ Ив. Берн. за 1700 —1707 г. раззии и переп. 
Л. съ Вар. въ ГУ томЪ собр. е. Л. изд. Сеть. Е. А., рр. 85 394. Изъ другихъ 
разсуждений Л. о началахъ теор1и 6. м. заслуживають внимзан1я нЪк. мЗета его 
переписки еъ Баллисомъ (Риё. $. ПТ. Сет. Е.А. В. ТУ): Ер. еп. Нап. 39 
Пес. 1698. Ш. р. 138. (0. 54. Ер. \У!а1. аа Г. Охопй Тат. 16. 1698/9, Б. 181, 
а. 58 (Ое %$г1апси]о азота эна1 фг. сйагасетёз#со тазап., хорму кото- 
раго Валл. считалъ возм. разсматр. отвлеченно. поп сопз14егада шасп и те); 
въ твхъ-же письмахъ гезр. рр. 128—129 и 131, 55 и 58 И. е., также п. Л. 
30 Маг. 1699. (. 63, п. В. къ Л. 20 Арг. 1699. С. 66. (О дихф. выеш, пор. 
и о тране. закон однородности). См, еще Сеат. СбезеВ. рр. 169 з44.. 
Матзгоп. Езаа1ззе, рр. 28—30. Гастгоёж. Тгал46 4а С. 18. её ди С. 1., 2е 64, 
+. 1, Рал1з 1810, Путод. р. ХУ (прив. у Маз от р. 35). 


) Ср. Ц. Салмог въ стать цит. въ прим. 1 на стр. 225. 


*) Понят1е о ‹вупсэфесотепта{+а» или ‹зупезфеоогета{а» (е00510018- 
сапа), происшедшее изъ развит!я н®которыхъ положеншй зристотелевой 
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о внфинихъ свойствахъ группы. ВелЪдетв1е полной опредзлен- 
ности группы, можно вообразить. се0Ъ, что она заключаеть въ 
себ всЪ свои элементы в5 дъйствительности, разомь; — 65 
этом5 случаь синкатеюрематическая безконечность есть. та- 
кимъ образомъ. въ тоже время и безконечность актуальная 1). 

Таковы были воззрзн1я великато н%змецкаго ипдеалиста и 
систематика ”). Н%®еколько уже, но за то и отчетливзе взгляды 


д1алектики, играло не малую роль въ системв схоластической, ‘логики; ем. С. 
Ргат Ч. СезевлеВе 4. орк па АЪепа]ап4е В. П, Гери 1861, рр. 149 (я. 
174); 289, 3185 ВО. 186Т, р. 20.3 <...> ‹01118» 910016еа$ аш уетва]Иа- 
{ет ; зе ачап@одие э1оп1йсаф еали, иф Трза езф ге! 41зроз 10, еф поп езф зуп- 
сабесотеиша,...... 16 сит @1еНиг ‹лю4из ез$ ошпе»; диап4додще 81201 еаф 
еата. 06 езё 41зрозИ1о заБуее, 1папаюта заЪ]есфит езЁ, е$ ез6 зте.... и 
сот 4160 «Отп1з Вошшто сатгЫ». ...... Еодет то4о езф Ваес 416410 «т- 
Виа» взупе...... еф сафесогепта ес.» (Сийейтиз бйутезюсоа [Х. стол. |, изъ 
рук. 004. Вботфопп. 1797), р. 67: «Зеаайат де зайп о, дао ди1дае по41$ 
Ч1еКаг. Ргипо шойо....., ‚ 9004 поп ро{езф регфгапзй...... Ао 1040, 
Чп0@ ВаЪеф фгаоз фам ПиретГеефат, ео 410 попа е5$ Чефегла1Тафата ..... 
ТегНо шобо зееппйит аррозопет, и пимегиз аастепёа 1 е5$ т 


той ит. Опаг®ю подо зесподат 41у131опет, пб сопбпиишт.... АШо пойо 


Ч1е {ог 11+.....пбтодие то4о з61сеф рег арр.... е6 @х..... 6 фетриз. ... 
Опоа4 Ваз $тез а№иаз з1о1беаМопез @ейп1баг 916 1....: 10Ё.... 686 са1аз 
даа {фафет асс1р1еп Ъиаз зегарег е5% а11414 ехфга затеге........ › ЛРениз 
Нёзрапиз [папа Гоаннъ ХХТ, 1226—1277], «Зашшае 1оо1еа]ез»` УТ (Тегиа1- 
пог. ргорг.) 5 (О1втано) 11. [е4. Уепефийз 1572 4° Г. 250%В], ер. Ргапй. 
ТИ. рр. 34 п. 142. 38 п. Ср. Агёюё. (Орега”е4. Аса4а.”Вогизз.) Тор. 1. 8, 9 
р. 103Ъ, 142. 5. 1. р. 1028а. Риз. у. 4—8, рр. 203% —208а. 


1) Ср. Гейте & Папо1е0пгф, 1, е. въ прим. 1 къ стр. 226. Ош. р. 499, 
также Егат. р. 746Ъ и м%ста переп. съ И. Берн. указ. въ прим. 2 къ етр.. 
228 Георг, Канторъ (въ 91-мъ том Маф. Апп. [за 1883 г.],"5 7, рр. 560, 
561), какъ мн кажется, слишкомь поспъьшно судитъ о Лейбниц, теор и о 
значен1и синкаг. безконечности. 


зом Оп реп$ 41ге еп оёпёга1 дле 40ще 1а соппай6 е35 ппе 
еВозе 1Аба]е еф 411 п’у а ]ата1з т1еп 4апз” ]а пафаге, ‘1 а 4ез. рагЫез 
рат{аЦетет$ ипогтаез, тпа1з еп гёсотрепзе 1е гбе] пе ]а1ззе раз 4е зе соц. 
уегпег рата{цетепф раг 1719621 еф Гарз$га 6; & И ве фтоуе дие 1ез Вёо]ез аа 
й01 т655153е06 аапз 1710й11,.... & ие оёсе оегзё 1ез_Вёо]ез 4е 1Чайи1 гбиаз813- 
зепф 4апз 1е Вп1, сошше 5’ у ауалф 4ез шЁ.... рей М&арвузаез. ... 
... 0’езф ратее‘дае 01$ зе сопуегие раг га1з0п, ев да’аптетет 1 п’у аагав 
ро!пё 4е зе1епее п1 4е Вё]е : све 4и1 пе зегаф ро1пф соп!огше ауес 1а пафаге 
ди вопуегаю Ргте1ре».” (Въ письмв Л. къ Вариньону цит. въ прим. 1, на 
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Ньютона, который всегда старался держаться эмпирической 
точки зря и индуктивнаго метода въ своей философли. 
‹Ргои1я1 уего Вс 1етшаба». говоритъь онъ въ заключи- 
тельной схолли первато отдЪла первой книги Началь». ифейи- 
оетеш фэ4пии Чефисетт 1опоаз Четопзта/ лопез, шоге уе{е- 
гит оеотефгагит. а@ абзигаит. Сопфтаейотез еппи теддиптфаг 
деттоптзта1опез рег мефойит шут. Бей дпотала @и- 
т1ог е шаги ВурофВез18, & ргорфеге» шеойиз Ша 
10$ оеошефт1са сепзефиг; шаТа1 детопз та опез гегит зециет- 
Наш а и таз диап Кайо еуапезсет ит зашишаз & гай- 
опез ргппазаие пазсетйит, 14 е36 а@ ШиЦез зишипатит & га- 
Нопиш Чефисеге; & ргоретеа Пибат Шогаш етот га 1оптез 
Чиа рофат БгеуЦайе ргошете.... Ртошае ш зедчет из, ...; 
пои ШОТУЗИа, 564 еуапезсета Ча. поп зиштаз & 
га\1опез ратйотш_ Чефегитпабатиш. $64 зипивагаш & тайопаш: 
Пи ез зетрег 11$е!11; уппаче фаПаш детопзтайот ии .а4 
шебподи ргаоседет аш ]етптабили зетрег геуосат1» !). 


‹...рег иташ таопет диащИафим вуалезсетит, 1п- 
фе Поепаш 653е тамопеш чат абит, поп апефаашм еуа- 
_ пезсипф. поп розеа, 56 Чиасиш еуапезсип:.... Е зашата 
ргипа & чита езф дийеии ©5856 (у6] аисег1 уе] пита!) ша- 
ртииф & ©6е95ал$....» *) 


стр. 233, Ош. р. 372, Сегй. рр. 93. 94); Ср. Сойеп. Раз Рглае?р ее. р. 62. См. 
еще въ дополн. къ сказ. о Лейбницз: Ваитатт. о. е. Ва. П. ВегПа 1869, 
рр. 1—56, 96—99, 127—133, 286—289. 

1) т. е. къ леммамъ [—ХГ, 5есё. Г Та. Г Рес. е4. Г. & +. 6. Е рр, 
62 за4. и Сйфаз. $. Г. рр. 37—45. 


2) Вегкееу (ТЬе Апа]узф 56 49, 35. \УогКз её. Ъу Егазег Охфога. 1871 
у01. ПТ рр. 289, 283) называетъ эти послВдн1я отношен!я «зпа4о\уу еп й@ез 
80 411116 $0 паст от сопсеуе а1з пе у> и ‹210848 оЁ 4ерат{е4 чаапИ Нез». 
‹«ТЬе сопс1зе отт, 1140 \В1еЬ В.... Т,... №.... Баз ваз №18 детопзбта- 
И опз», говорить ВоБтз (А 013еопгзе сопееги1ио ф$Ве пабаге ап сегбатобу 
о 5. 1. №. Мето4 ог Е!. ап@ оЁ Ргиае эпа 01%. В., Гоп@оп, 1735, р. 47) 
‹шау уегу розз! у сгеафе а аНйса Му оЁ арргевептз1оп 1а {Ве 1143 оЁ зоше 
ппехегс1зе4 шп Ф\езе зипЪуес4ёз». Ср. Оойеп. о, с. рр. 83—85 и Ргтейда, 5ево1. 
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‹.... ОЦИШ® га$101ез П]ю диизсит диап афез еуапез- 
сипф, теуега поп зипф га1опез даю Нафит и Пати, зе4 Пиифез 
а 4108 ччатКафит яме ПиИе Честезсей ит габопез зетрег 
арргор4пат5; & (аз ргор!аз а33е4 01 роззип$ Чили рго Чафа апа-_ 
15 Чегета, пипаиашт уего $гапзете01, пецие рггаз аб иееге 
ЧА диатез Фпитиатаг м шШйпНам 1).... зедиейеи$ 
12Цаг. 91 Чиап4о Тао тегиш сопеерми сопзшепт8., @1хего 
лап афез (амп штоива$, уе] еуапезсетфез. уе] и16иаз: сауе 
пеШеаз чай афез шасп Ише Чефегийпафаз, 564 сос 
зешрег ашипчеп4аз зте ие» 2). 


а4 4е{. и (фаз. у. Т. рр. 5 — 36, ва. Г. & . П. рр. 11 в994. Ср. сочинен!е 
Маклорена цит. въ прим. 2, къ стр. 225, Ваитатт, $. Г. рр. (473—475, 483 
—487, 494 — 496, 514. 515; сопоетавл. хилое. Ньют. и Лейбн. см. въ спор% 
Лейби. и Кларка (1675—1729): Етат. ХОТХ, Весаей 4е |1е4ётез ешё ге Г. её 
Сагке ее. 1715—1716; Ваит. П рр. (290) з9а. Ср. В. Ноа у, Тл{е ап4 УУогКз 
о бат. С]. 4 у0]. Гопа. 1738. 


*) Ньютонъ взроятно им®лъ въ виду. говоря о разности отнош., ихъ 
мьры (см прим. 1, на етр. 203 и 215). Полное опред. въ духВ древнихъ 
(ер. стр. 70, Епе]. Е. У, аег. 7 & 13) можно было-бы Формулировать 
такъ: Дано сама: (х: у) апагат диап аби эше ПиИе 4естезссп ата 
арргор1идизге @1е6иг а@ ИтИет сопзатет (А : ПВ), епт ех 4ааЪиз сотрозйа 
(А: В). (х: у) зе (А : В)>(у : х), абзомме вишрфа [6 Ма @1еал, 
га\о зе11ееф 1рза апё е]аз шуегза, и$ 91$ зетрег ехсеззйз] 1пог дайу1з аа 
е)из4ет оспег1з (ехсеззйз) 0$ её регрефао шапеф. 


*) Ритефра е4. Г. & Х. %. Г рр. 80—84; Ди (№. Грр. 46—49. Въ 
лемив П второй книги (ср. прим 2, на стр. 194, е4, Г. & . т. 55, Пи 0%. Г. 
р. 260) Ньютонъ говоритъ: ‹....еагатш (т. е. диап аа) шегешенба уе] 
Честетеп{фа шошешапеа за поте тотеп$огит Зе] 100: ....Сауе фашеп 
11еехег1; рагйеи!а ВпЦа...... Пе] Иоеп4а зип решпетр1а }ата]ала пазсеп- 
Иа ВпЦатит шасп Наташ. Медае еппо зрефафаг шт Вос ]ешшафе шасп1- 
био шотепфогишт : зе4 ргИиаа пазсеп ат ргорог40». «[ш Чебегютите Фе 
п]Ишафе габоз Бебуееп 4Ъе сопфетрогапеовз 41Йегепсез оЁ даа Шез...... 
5.... [.... №.... 913 0си1зЪез, Бу Фе паше 0 шошешаш, 50 паев оё 
апу @1Йегепсе, аз сопз без фе фегш пзе4 1 ехргезяте Те 1 а{е га410 »* 
Вобтз. О. е. Сопе!аз10п, рр. 75—76. См. еще реценз. Ньют. въ Сотт. Ерёзё. 
рр. 7—10; Мапзго”, Езаи1взе. р. 27 (СЪ. ПТ, УП) и и. 18, р. 18 (Ср. прим. 
1] на стр. 195); Гасгоёх. Тг. 4. е. 4. 6 4. вл. Е 1, 1810, Ребе р, ХУГ, 
Сети. Оле Ею44. ее. рр. 85—87. Ср. также изложен1е теорзи Ньютона у Ма- 
клорева въ Тг. оЁ Ех. Уо1. П, Воок [. СБ. ХЦ, ОЕ \е шево4 ог Тийп1- 
фезита]3, ог {Ве Па! 0{ гаЙоз еёе., Атё. 502—505, рр. 420—423. 
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Широк1я идеи Лейбница имЪли конечно н$которыя пре- 
ямущества передъ осторожной теортей его соперника. Лейбницъ 
первый разсмотр®лъ въ общихъ чертахъ главныя формы. въ ко- 
торыхъ возможно и полезно введете въ математику понятя о 
безконечноети; точная разработка этого понятя въ приложения 
къ ученшю о величинахъ возможна однако только на основании 
Ньютоновой теори предфловъ; игнорирован!е этого услов1я, 00- 
ставляющее ‘слабый пунктъ Лейбницевой школы, всего яснЪе и 
проще обнаруживалось въ йстори учеюя о сходящихея и ра- 
сходящихся числовыхъ рядахъ. Мы разсмотримъ теперь основ- 
ныя черты этого учен1я пасколько оно было разработано въ трав- 
туемую эпоху 1). 


Математическля выражения состоящая изъ реальныхъ эле- 
ментовъ получаютъ свой смыслъ изъ ихъ наглядныхъ свойствъ 
ий этими свойствами вполнз регулируются въ своемъ употребле- 
ни. Таковы, напримЪръ, выраженя, въ которыхъ сочетаетея 
посредствомъ элементарныхъ аналитических операшй опредз- 
ленное число величинъ, представляющихъ разиЗры конечныхъ 
геометрическихъ образовъ. Но когда этй разизры или чиело 
_ихъ дзлаются безконечно большими, тогда реальная почва ухо- 
дитъ изъ полъ нашихЪ ногъ и для раскрыт1я математической 
природы оставшихся идеальныхъ формъ приходится искать внЪш- 
нихЪ обнованйй: так1я основаня находимъ мы въ тЪхъЪ цзляхъ, 
для которыхъ удерживаются эти формы. Теряя это изъ виду, 
мы рискуемъ ветрЪтиться съ формами имЗющими какое-то ми- 
стическое. неопредЪленное значене, разсуждая надъ которыми 
мы неизоЪжно придемъ къ загадкамъ и парадоксамъ., пожалуй 
даже и къ противорфчямъ; въ лучшенъ случаз такля заклю- 
чен1я совершенно безнолезны и только скрываютъ отъ набъ ис- 
тинный смысль и значенте найденныхъ нами формъ, Мы уже 





1) См. подр. у Мошиса. Н. 4. М. Р. У, Г. Г, ХХ, ХХГ ХХИ, 6. Ш, 
рр. 206—243, раззии, Веб}. @. 4. и. В. $$ 5, 6, 7, рр. 40—70, 
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видзли къ какимъ парадоксамъ пришелъ Иванъ Бернулли. вве- 
дя неосторожно въ свои разсужден1я безконечно длинныя пло- 
щади гиперболы 1). 

Употреблене безконечныхъь радовъ въ математическихъ 
умозрн1яхъ, какъ мы ужо не разъ замЪчали, связано нераз- 
рывно съ методомъ истощеня. На всяк рядъ сл дуетъ всетда 
смотрЪть какъ на формулу процесса, истощающато какую нибудь 
опредзленную конечную величину, образуя безконечную лЪет- 
ницу количествъ, по которой мы идемъ неуклоннымъ или ко- 
лебательнымъ движешемъ. все больше и больше безгранично 


1) См. етр, 212 и 213.—‹...... поп зеп]етепф Саоайетй её Тогиёсе!,.... 
ша1з епвоге то1-шёше её Беамсопр 4’аигез, опф {фтоцуё 4ез йоитез 4’апе 
1опсепг шйше, 6са]ез & Чез езрасез йп1з. П п’у а еп 4е р\аз ехёгаогаталге 
еп ве]а дие 4апз 1е3 Э6тез 1пВи1ез»...... Гейтах. ВёрПаие зах Вей.....4е 
Вау]е ее. (ср. прим. 2, къ етр. 225), Ош. П, Р. 1. р. 93, Егат. р. 190Ъ. 
См. Сатайем. Ехеге. УТ, Ре бо14о шйпи 10050 е4па!1 йпИо, Ргор. ХХХУ ПТ, 
рр. 536—537; Тог-есей. Орега беотефхг1са, Е!отепЫае 1644, ае Зо\14о Бурег- 
Ъо11е0 асщфо; Ферматъ 1. с. въ прим 2 къ стр. 142, также Пе С1зз014е Егас- 
шепит (СЁатез Непту. Р1егге 4е Сагсаху. пцегиёа1алте 4е Еегшай, 4е Раз- 
са] сё 4е Ниусепз ефе. 1884, Ехёга\ 4 Вш. 4 Вопсотр., рр. 38—40) прилож. 
въ письмВ къ СОагеауу 1 Янв. 1662 г.; Валлиеъ |. е. въ прим. 3 на стр. 167; 
Гефих. Сотреп4тат диаг. ага. (см прим. 1, на стр. 231) (ег. 7. А. 1 
рр. 104 за4. Ср. Геи. ОЪзегу. ее. 1. с. въ прим. 3 къ етр. 210, ШФиё, рр. 
440 (Ре га опе р!азацала 1айп а \УаШ8И), 441, Сет». рр. 388, 389: ‹..таеа 
зетфеп а езф 4е аге1з 1113 НурегроЙРоги1ашт Азутр{01е13, дпае шйпИае, 
тб! езцае 1шйпНае еззе а1еппфаг, 14.... г]согозе 104чеп4о уега поп еззе 
роззе, фашеп запо пИио зепза 40]егаг1»; Н1\оге еф Мёшт. 4е 1’Аеваа. 
4. в. 1706, Раг1з 1713. В6Йех1опз заг 1ез езрасез р!аз ди’Зийи1з ае М, \\а1. 
|8. Раг М. Гатёдпоп (прот. Валлиеа), Мёшт. рр. 13—19 и зам чаня Фонтенеля: 
‚зог ]ез от. д0’оп потше раз да’. Н1з6. рр. 47—51. Вариньону возражалъ 
С. Стап@ въ сочинеши: Пе ши Ыз шЕ. её шЕ. рагу. ога. 2 рез. Р1зв 
1119, 1713. Ср. отввтъ Вариньона въ Асю Ег. Г. Арг. 1712 рр. 154 394.5; 
ЕощепеЦе. Е]осе 4е Уаг! топ р. 180. О хигурахъ безконечныхъ размъровъ 
ем. еще Ваггош. Гесф. Мафв. Г. ХУГ, ей. И?еш. р. 255; Г. [Х, е4. ИФею. рр. 


146, 147 и замвтку 5. Галлея въ РЬЦоз. Тгапз. № 195 (064. 19. 1692), рр. 


556—558: Ап Аесоппф оЁ41е зеуега] Зрес1ез оЁ ТийиЦе ОцапНез ап о# Ве 
РгорогИопз {Веу Беаг опе 40 Фе обЪег, также ЕошепеЦе. Её тепз 4е 1а С6о- 
шее 4е 1’1пйп1, Рагз 1727 въ еравн. еъ 1. е. въ прим. 1 ва стр. 232. см. 
Мотиса. Н. 4. М. +. ПТ, рр. 263, 264 и длинн. примъчане на 5-ти етрани- 
цахъ, поевящ, сочин. Фонтенеля во введен1и въ Тгеа\зе о? Ех. Мас(аиг.. 


также 304. Аг. 299 (у. Г, Воок. Т СЪ. Х). 
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приближаясь къ этой величинз ; ‹... . 311% еге тег 5е эдпаПа, 
‚$ вошиоде рег ЯкалеуАу = @0буалоу..... Атопипеде» Четоп- 
тата! таНо зи р085Й....», какъ говорить Ферматъ 1). 
Представлен1е о такой величинф есть единственное п необхо- 
димое основаше для закона непрерывности, управляющаго ря- 
домъ какъ идеальной предзльной алгебрической формулой, за- 
ключающей въ себ элементъ безконечности; только при такомъ 
уелов1и возможно распространить на ряды правила нЪкоторыхъ 
проетзйшихъ аналитичеекихь операций, совершаемыхъ надъ ко- 
нечными выражешями 2). Вн этото случая законъ непрерыв- 
ноети теряетъ силу, и ряды, полученные путемъ ‹хормальныхъ 
разложенй, или построенные произвольно, дзлаются совершенно 


1) См прим. 2 къ стр. 142. 


2) Геометры разематрив. эпохи производили всевозможныя операц1и надъ 
рядами, т®-же, что и надъ конеч. анал. выраж. (ср.пр. 1, $ на етр. 182. 196 гезр.). 
Въ особенности заслуживаютъ внаман1я выведенныя или правила возвышен1я 
безк. рядовъ въ степень съ неопред. показ. находяцияея въ евязи съ теор1ей 
сочетан1й : Де Мойте. А Ме\ой о! та1зшо ап шбайе шаИпопа] 0 апу 
отуеп розуег, ог ехтасЯ по апу с1уеп гооф оЁ 1Ъе ваше, Роз. Ттазз. Уо]. 
ХХ, 1697, № 230, рр. 619 44. (ряды распол. по восх. цзл. степ. одной буквы) 


[Вед о. с. р.71]; О. М. назыв. свое прав. нахожд. коефф. результ. ряда : ‹а 
р ) р р р 


ге. \“Б1еВ 13 сотшоп!у с1уеп>. (РВ. Тг, р. 623); см. Гейтёз. Везропз10 а4 
Оп. №е. Еа: РаШеги Паршабопез ее. Асё. Ег. ап 1700, Сев. 2. А. 1, 
рр. 34 ва4. (ег. &.р.340 ». **); Моуа А1еергае РготоМо (рук. Лейбн. въ Ган. 
Библ.) Сетв. 7. А. В. 11, рр. 159 з994., въ ос. рр. 188 594. (С. Слеупаё Тга&. 
4е Е!ах. Меёв. Тпуегза, Гоп4. 1703 рр. 56-58; также 4. Мойтаеё Аплаа4- 
уетэ1опез 11 Сеогой Свеупат Тгасбафаю @е Е!ах1оп. Мео4о Тауегза. Гопа. 
1701. рр. 96—101; Ло. Ветвь. замвчан!я на трактатъ Стона (Бопе. Апа1узе 
дез 1пЁ. р. ее. Рам 1835) и ва Апиа. Ое М., Ор. Ошп. +. 1У. рр. 113, 174 
и 159, 153 тезр.; Ер1з6. Беи. а4 Тов. Веги. Напоь. 25 Матё. 1104, Сотт. 1 
П. р. 112, Се. Е. А. ПШ р. 744; Ласой Ветп. Ор. отп. &`П. рр. 998—998 
Уаюа розёВ. атб, 1: АМоЦеге [пб Ипош1ат а@ робезбафет 10 4ебп {ат (об- 
щй рядъ); за подр. см. С. Е. Ытаетбид. Тоби пот 919 пИафаа ехровеп- 
3 1шаебегиутай Назкота Гесез ае Еотта1ае, ед 10 етеп4. & апефа ее. б04- 
Носае 1779, рр. 28, 29, 44 за4., 54; ср. еще прим 1, на стр. 219. ВеВ эти из- 
елВдован!я чисто Формиальнаго, техническаго характера. ‹.... 1] пе Гал$ зе 
Нег аах га1зопоетепз зат 1ез з6т1ез пйп1ез», пишетъ Лейбницъ Варивьону 
(Сеть. Е. А. ТУ р. 191) 18 Янь. 1718 г., ‹дае ]отзда’оп еп реп 6 топз&тег 
1а уегИб раг 1ез пез & 1а {асоп @’Атевитё4е». 
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безполезными. Главнымъ основанемъ исчисленя рядовъ служатъ 
поэтому средства распознаватя ихЪ сходимости и расходи- 
мости, опирающляся на правильномъ и ясномъ опредЪлени 
этихъ понятй. Первыя систематичеекля изслЪдован1я въ этой 
области принадлежать Лейбнипу и братьямъ Бернулли '); они 
однако исходили изъ не совсЪмъ ясныхъ предотавлеий о схо- 
димости рядовъ и о значени ея въ вопросахъ математическаго 
анализа.— Ряды 6ъ членами одного и того-же знака не могли 
дать повода къ недоразум нямъ: Лейбницъ и Бернулли пред- 
ставляли 666% эти члены какъ части, на которыя разд лена н%- 
которая конечная величина—ихъ сумма 2); если можно доказать, 
что такой величины не существуетъ. то сумма ряда безконечно 
велика — члены ряда, наростая, мотутъ образовать какъ угодно 
большое количество 3). Радъ съ членами различьыхъ знаковъ 
нужно разсматривать какъ разность двухъ рядовъ, составленныхъ 
изъ положительныхъ и отрицательныхъ члеповъ взятыхъ въ от- 
ДЪлЬности, и въ тЪхъ случаяхъ. когда одинъ изъ этихъ по- 
слъднихъ рядовъ, или оба пмЪютъ конечную сумму, легко су- 


1) См. въ 060б. Геи». Ое уега ргорог1опе слтеаИ а4 дпайг. е1тептавет. 
11 пиш. гаф. ехргезза, Асё. Ега4. Г. ап, 1682, Ош. ПП, № У11, рр. 142—144. 
Сеть. И. А., 1, рр. 120—122 и Мед{На% 10 ]аг19160 — шабВета41еа 4е пфегазит10 
этрИее, А. Егча. ал. 1683, Ош. 111, № Х. рр. 152 — 166, Сет, #. А. Ш, 
рр. 121—131, также Сошр. фиаайг. Аг. упом. въ прим. 1, на етр. 231, Сетв. 
2. А. Г, рр. 107, 108, $5. рр. 88—92 одно изъ раннихъ писемъ Л. (до 1675 г.) 
повидим. къ издат. опго. 4ез Беауапз ; ер. письма Л. къ Ольденбургу Гопа. 
3 ЕеЪ. 1672/73, Раг1з 16,26 Арг. и 14/24 Мед 1673, 27 Апо. 1676, Сет. Е. 
А. Г. гезр. рр. 31, 46, 48—49, 117 (Сотт. Ерёзе. р. 134. Бш. 1. р.51). Моха 
А1сеЪгае Ргошойо (изъ рукоп. Ган. Библ.) Сей. 7. А. ПШ, рр. 177, 118. 
Роз110опез АтиВшейеае 4е Бемериз [18118 Еагошаае Зашша йпца...... 
Ацефоге...-.. Ласофо Вегпои, РР. Т, П, ВазПеае 1689, 1692. Лас. В. Орега, 
рр. 377--399. 519—539. РозИйоваш @4е $ег. 1шГ. Р. Ш Тгаеапз @4е еагат 
иза 11 дпа@г. ее. Ваз. 1696, Ор. рр. 747—755, Р. ШУ, 1698, Ор. № ХС, Р. 
У, 1704, Ор. рр. 957—962, 965—967; Ва. о. с. 65 5, 6. 


2) Ср. сказ. на стр. 232.233 и Роз. Ат та. Р. Г. Ргор. У1-УПТ, ру. 380, 381. 
: 1 
3) Ер. Г. а4. ОЛ. 14/24 Мал 1673. о гармон. рядв уж Роз АгЦ. 
Р. Г, Ргор. ХУ! рр. 392—395 (Ср. Ргор. И р. 379). Вей. о. с. р. 55. 





м =. 
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дить о величин» даннаго ряда '). Но особаго рода трудноеть 
являлась тогда, когда суммы обЪихъ составляющихъ строкъ 
безконечно велики: въ этомъ случаЪ для суммы ряда не было 
точнаго опред$лентя. Правда, Лейбницъ доказаль, что веяк1й 
знакоперемфнный рядъ съ непрерывно убывающими членами 
имфетъ конечную величину, обнаруживъ. что сумма возрастаю- 
щаго числа членовъ этого ряда заключена въ постоянно ебли- 
жающихея предЪлахъ °). Такое свойство рядовъ не считалъ 
онъ, однако, необходимымъ условемъ конечности ихъ суммы, 
что достаточно явствуетъ изъ его разсуждей о неопредЪлен- 


номъ рядф 1—1-1—1-1—1 ишцр. 


Еще въ 1696 году Яковъ Бернулли, разсматривая рядъ 
Меркатора "), происходяний отъ двлешя 1/ на 1-л указалъ 
на 10, что онъ даетъ точное значене разлагаеной величины 
только при 2< 1], т. е. когда остатокъ дЪленя безгранично 
уменьшается при увеличеши числа членовъ ‹...., 4109 ро$в 
зшеШаз @1у151опез теПаиин зпалеф, сопыпио птиЁиг, опее 


') Ср. е. &. Фе Уега ргор. еше. ее. 1. с. Ри. р. 143, Сеть. р. 191, 
Г.р1з6. Зов. Вего а4. Г. Ваз. 28 ЕеЪг. 1714, Сотт. р. & т. 1. П, рр. 338 — 
334, Сет. Е. А. В. Ш, рр. 928—929, Рози. Ат. Р. П. ргор. ХХУ, р. 533. 


*) См. Ер. а Тор. Веги. Узеппае 25 0её. 1713 и 10 Тап. 1714, Соптип, 
р. $ т. 5. Ш. рр. 325, 326 и 329, 330 гезр., Сегй.. Е. А. В; 11. рр. 993 и 
926, Ве’. о. с. рр. 41, 48; ср. замъч. И. Берн. въ пиеьм. къ Л. Ваз. 6 Пес. 
1713 (Сотт. рр. 337, 338. Сет. р. 924) и упом. въ пред. прим. тавже Де У, 


ор! 
ргор. с. 1. в. Ош. р. 142, Сет. р. 120. (О рядз Пе аг. ); 


«Тоба егоо зет1ез воп пе отиез арргортача10олез эп в1уе уа]огез }из- 
10 та]огез её изо п!потез; ргойф епт 1оп6е соппааба ие] Йатг, еги 
етгог ш1пог ггасИопе Чафа, ас ргош4е её штог 4аёа дпау!5 апапы6ае›. 
1 

*) «Озепзиш е3ё...... 1арг1з а Сгедото а В. „Итсепио, езве — = 
12-Е ге--а2?--2* ес. п Табо, 9 се ропафаг х еззе да аз ш1- 
| 1 
пог ипЦафе. Ное №.... Метс.... Но]ваёфаз 1таознии 2..6 
Ер. Геи. а4 \Уо. (См. прим. 1, на етр. 230) рш. ПЛ, р. 406. Сет. 2. А, 
Г. р. 388. Ср. прим. 2 на етр. 148. 


Т. ХПИ Зап. Мат. Отд. 16 
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сопйппаа ш шШбпЦии с орегайоте ргогзаз еуапезсаф» 1). 
При 2=1, 1: (1-2), т. е. '/, развертывается въ радъ 
1—1-1—1-- &6. «ипае рагафохию Ни поп ше@ехал$» ; но 
ДЪло ВЪ ТОМЪ, ЧТО ВЪ этомъ случаВ вседа остается добавочный 
членъ, который и дополняетъ строку со знакомъ - или— ‚смотря 
по тому ©ъ какимъ знакомъ мы воображаемъ ©ебЪ ея послЪдий 
членъ, т. е. есть-ли число ея членовъ четное или нечетное, 
есть-ли сумма ихъ О или 1 *). 
Спустя нЪоколько лЪтЪ итальянскЙ геометръ С’и4о Стат 
старалея обосновать парадоксальное равество '/, ==1—1--1—1 
&6. и придалъ ему преувеличенное значене, связавъ его съ 
совершенно неподходящими въ дЪлу заключенями 3). Лейбницъ 
съ своей стороны поддерживалъ инфе Гранди, считая его 
подтверждетемъ своего закона непрерывности, въ силу кото- 
рато равенство 1: (1+2)=17—<--2? &6. справедливое при 
возхъ значешяхъ х<.1 должно имЪть мото и въ предзлз 
при =1. Со0ображеня Бернулли онъ устранилъ тзиъ замфча- 
н1емъ, что безконечное число членовъ ряда не можетъ быть ни 
четнымъ, ви нечетнымъ, и что нзтъ поэтому основан1й выби- 
рать для суммы ряда числа О или 1, соотвЪтетвующия этимъ 
двумъ гипотезамъ, а справедливфе всего взять среднее между 
ними число '/,, ибо въ безконечностй «раг1з Пират1зае ата 
сот ат, “) Не трудно видфть, что вс эти безполезныя 


1) Роз. 4е Зег. 17. Р. Ш. ргор. ХХХУП, Ор. р. 750. Як. Берн. разем. 
собств. разлож. 1: (ж-п) въ рядъ (1: %)— (№ : т?)-Н( : т) ит. д, 

2) СогоЙ. 2 а4 ргор. ХХХУИП, р. 751, Ве. о. е. р. 57. Ср. Гейте 4е 
Уаг1о поп А Геи. 19 Мот. 1712. бей. Е. А. ТУ р. 188, 15—23; Ер1зё. Негтатт 
а4 Геи. Рафах. Роза. Са. Тап. 1712, Сеть. Е. А. ТУ, рр. 369—370; о 
послюднемь членЪ безкон. ряда ер. еказ. въ прим. 2, къ стр. 228, также Роз. 
Аг. Р. ТГ. (ог. ай ргор. У, УГ, ХЩ, Ор. рр. 380, 381, 383, Р. И ргор. 
ХХУЕ От. рр. 533 394. 

| 3) Въ еочиненза Де ж/з ст. & #. р. от4дййфиз упом. въ прим. „[ на 
стр, 238. см. Лошиеа. Н. 4. М. $. ТМ, рр. 8, 9; Вед. о. е. рр. 65, 66; Сей. 
Е. А. ТУ. рр. 207, 208. 

*) Ер!34. аа СЬг. Уо|. & с. т прим. 1. на стр. 230), Ошетз ПТ, рр. 

406—410. Сеф. 7. А. Г рр. 382—387 ; ср. письма Сгап@1 къ Г. Р193 риа. 
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разсужденя возможны были только при полномъ отсутетви я6- 
наго поняття о томъ, что слЪдуетъ разум$ть вообще подъ сум- 
мой безконечнато ряда !). 


Гораздо яснзе и плодотворнЪе были представлен1я геомет- 
ровъ англ ской школы, основанныя на началахъ Ньютона °). 
Маклоренъ, одинъ изъ наиболВе замфчательныхь послздователей 
великато геометра, развивпий его учене въ обтирную и строй- 


Ка1. Ли! 1713 а Г. кь С. У1еюпае Апзычае 6 бер. 1713, Сет. Е. А. ЛУ 
рр. 215—217 и 211—219 и справедхивыя возражен1я Вариньона и Германна 
въ письмахъ въ Л. цитир. въ прим. 2 выше также стотью Вариньона: 
РебеапНопз & ргепте 4апз Газасе 4ез биёез оц Б6т1ез шйи1ез гёзаНатцев, 
{20+ ае ]а @1\131оп шйпе 4ез #гас41005, де ап @буе!оррететф & Гойи 4ез 
райззапеез '4’ехрозалёз пёоа\Ёз епМете. Лет. 4 Р Ас. 1715. Ралаз 1741. рр. 
205—295, Вей. о. е. рр. 66—70. 


1) Лейбнвиць, не имя точки опоры въ общемъ и точномъ опред., ко- 
лебалея въ евоихт взглядахъ па сущноеть и значене безк. рядовъ: ер. ко- 
нецт» письма къ Больху (Сег\. 1. с. р. 377, Ош. рр. 409—410) п письмо къ 
Гранди (‹....еа тео4о №16 орцз егаф ео пас1з, 4104 Ваес зег1ез поп еззеф 
Фесгезеепз пес сопйшае издае а@ ицегуаИаш ао т!оиз аДуегсеге затитае 
06 аНЧае зег1ез з0]е04». Сехйт. р. 219) еъ м%зетомъ п. къ Вар. прив. въ ковц® 
прим. 2, на стр. 239 и въ особенноети съ Р. $. п. къ Германну Нат. 2 да]. 
1705 (Се. Е. А. ГУ. р. 280.› ....% сопзббаабаг 110403 аспозсеп@1, ап 
уа]ог рег земет 8 розз 8 зеа адуегсепз, © 013 316 Ппаез роззИлИ- 
фаз (Герм. разем. алгебр. ряды), 14 де [№В.] ех 1рза зет1е, олоше зеШееь 
елаз 1опотафа уе] 41:зпаа]афа. 1 еппи еззепа]е е5% 24 еопз фа опен зеглет 
шйпИае, дцае йпЦае дпал ба аефцаг1 4еЪеф, аф сег 1 эпиаз ас детопз$таге 
роззипиз ех 1есе зет1е1, а4уегоепйаш е1 1шеззе, зеи заз 1опбе ргоседеп4о 
еггогеш Вег1 ш1погет Чао». 


?) Репсйма 1. © въ прим. 2, на стр. 236. Въ Апаузз р. ае4. п. 4. ту, 
Ньютовъ приводитъ доказат. сходимости ряда для корня алг ур. къ тому, 
что поелвдов. оетат. члеиы р. 4.....еуть корни послвдов. алг. ур. въ котор. 
поет. членъ истощается по ргор, 1. 1. Х. Ешей. Е. ем. Оризс. е@. Саз. $. Г. 
рр. 27. 28, Вей. о. в. рр. 30—32 (ер. прим. 2, на стр. 218); Онъ употреблялъ 
безъ различ!я назван!я зег1ез сопустсепз и зе11ез шока; у, е. ©. Ритера 
Г. Г. Ргор, ХСИГ. Ть. ХЬУЦП, ео. (Г. & 9. в. 1. рр. 557, 528). Г. Ц, 5ее. 
П. Ргор Х. Ргом. ПТ, Оог. 2 ($. П. р. 87); вр. еще Из. Ер. а4 Геля. 
Охоп. 6 Арт. и 30 Ли. 1697. Ош. ПТ. рр. 101, 102 и 108, Сет. Е. А. В. 
ТУ рр. 17, 18 и 30: ‹.... Арргохипайотез, 06 е81, фиае Ца диат-—ртохате 
ассейиоф, п ао туоаз 415е016: пё дпае 11 або фото сопИпоцафае сепзеп4ае 
зпп6 еоше4еге». 
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ную систему въ своемъ знаменитомъ ‹ Грактатиь о Флюкаяхь» 1). 
приложилъ Ньютоновъ принцииъ й къ теорли безконечныхъ чис- 
ловыхЪ строкъ. Во главЪф этой теор онъ поставилъ проетое 
й общее опред лен1е, которое въ наше время стало исходнымъ 
пунктомъ всего ученыя о рядахъ. 

‹ Подобно тому какъ прямая линя или фигура могутъ расти 
непрерывно», говорить Маклоренъ, «никогда не достигая данной, 
длины или площади, такъ и нзкоторыя прогреселй дробей, хотя и 
мотутъ быть продолжены произвольно, однако сумма ихъ членовъ 
всегда остается меньше извЪетнаго конечнаго числа. Если разность 
между суммою членовъ и этимъ числомъ убываетъ такимъ об- 
разомъ. что при достаточномъ продолжения строки можетъ стать 
меньше камъ угодно малой дроби. это число есть юредтъле сум- 
мы проурессии и есть то, что разумЪютъ подъ величиной про- 
гресеи въ томъ предположени. что она продолжена до безко- 
нечности. Эти предзлы аналотичны предфламъ илоскихъ фи- 
гуръ. которыя мы уже разсмотрЪли 2?) и каждый изъ этихъ ро- 
довъ величинъ можетъ служить, посредствомъ ихъ взаймнаго 


1) А ТгеаЯзе ог Е! ах1опз ш бо Воокз Бу Оойп Мачаит ес. Е@т- 
рагов МОССХЬ]—наиболве замвчательное сочзивене изъ обширной апологет: 
и полем. литературы вызванвой появлен1емъ знаменитаго письма Беркелея 
къ Э. Галлею: Те Апаия, ог а @1зеоитзе айгеззей № за шйае! МаЪештая- 
е1ап. УУрегеш № 15 еха те уве ег 1е оЪ]есф. ргше1р1ез, ап то{егепеез 
о? Фе тоЧегп апа]уз1з аге тшоте 413 пс у сопсетуей, ог поге еу1деп у ае- 
исе4, $Вап ге оломз шузфег1ез ап@ ро1пёз ог Га, 1734. ем. ТЬе УМогЕз о# _ 
Сеотде Вегкееу е4. Бу А. С. Егозет, Охота 1871, 4. ПТ, рр. 253— 298 и другя 
отн. къ вопр. 2 етатьи В, 20. р. 299—336 и 331—550; ер. прим. Егаз. на’ 
стр. 301, 302, Ваиталт. о. е. В. И рр. 486—456 (сод. ‹Авалиста»). также 
Мотиса. Н. 4. М. &. ШП. рр. 117-119, Мас. Тг. оЁ Е1. РтеЁасе рр. Т 899. 
О Макл. (1698—1746) ем. изд. его соч. цит. въ прим. 2, къ стр. 225, рр..ХШ 
394.; Л. Маме. Н. 4. в. М. в, УШ рр. 2- 16, Сфаяез. Ар. В. Сь. ТУ (4-е 
бр.) 55 5—9, 19—24, И’2йязепроги. о. е. $4, [ле Е!ахлопзше Воде ипфег Мае- 
]апти, рр. 58 844. 

2) Воск [, Свар. Х, ОР бе Азутшрю{ез оЁ сигуе пез, Ф\е Атеаз 
Бопп4е@ Ъу ет ап4 Ше Сигуез, ще ЗоЙ@з ефе. уо|. Т. Атф. 286—349, рр. 
240—289; эта глава интересна еще въ виду т®хъ возражен!й, которыя она 
содержитъ на нЪкот. пункты ФилосоФ1и Берклея (агф. 290, 291): объ этой 
поелвдней, въ ея отнош. къ матем, см. Ваитапв о. с. В. П рр. 348—480. 








> в: 
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сравненя. для изолЪдовантя свойствъ другаго» '). Пользуябь 
этимъ послфднимь соображешемъь. Маклоренъ открылъ общий 
признакъ сходимости рядовъ съ положительными членами, въ си- 


{©.@) < 
лу котораго строка ра (п) а пвтепраль \ 1 (п) ап сходятся 
1 71 


и расходятся одновременно 2). 


ТЪже идеи, которыя легли вЪ обноваше выстато анализа, 
послужили геометражъ разсматриваемаго пертода какъ начала 
общато ученя о величинахъ. Приступая 5ъ развитию этого 
учен!я, древе математики исходили изъ общато представ- 
Леня о конкретныхъ, протяже ныхъ величинахъ и пользовались 
для ихъ сравнения внутренними 3) опредвленями, основанными 
на возможности безконечнаго и произвольнаго дФленя и умно- 
женя протяженных величинъ *). Вытекаюния отсюда заклю- 
чентя получали реальный смыслъ только въ приложени къ от- 
ДЪЛЬНЫМЪ конкретнымь случаямъ. Мы видЪли какъ въ началв 
п средин® Х\П столъия понят древнихъ были замфнены 
ариеметической теорлей величинъ, которая давала всему анали- 
зу общее реальное содержаюе и внзшнее единство всему уче- 





1) Те, о/. РИ. В. Г, СЪ. Х, Ак. 350, +, Гр. 289; Маклоренъ имзетъ 
здВеь въ виду ряды съ иоложит. членами. 

2) 15:4. Ат. 350 рр. 289, 290. Атф. 351—362, рр. 290—340 (приложен!я); 
ер. Мотиа. Н. 4. М. +. ТП, рр. 236, 231, Ве]. о. с. р. 120. 

3) ‹Песо бийчязесав». (т. е. ргортеаез уе депо па о0тез} ‹иё ат 
зе фиат диае ехичтзеса её. петро сотъе пзетвалт з4еае сит $ио ео». В. 4е Бр1- 
102% Е 1еез Р. П 4еЕ. ПУ. ЕхрИсе. 

4) Ср. стр. 47, 53, 51; «Ногаш цфтоу15 тобо ро 83еф. ., 0 отогиеотия 
зап га опе, Чло@ ге 1рзали зрес{еф, рторог опала дей опеж еЁтпх133е, 
Зеё даша аГзю пар Неа опе попа пврей! ог у1Чераг ее». Ваттош о 
её, 5. У. Е. Еца., Гесф. Ма. ХХГ. ва. ИФ. р. 335; Евклидъ выбралъ 
умножен!е въ виду невозможности дЪйствит. выполаить или даже непоср. 
ясно усмотрЪть дЪлен!е на равныя части всякаго рода велич, обним. опре- 
дълен1емъ. 
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ню о величинахъ '); въ эпоху: Ньютона и Лейбница эта тео- 
р1я получила всеобщее распространете и сдфлалась единствен- 
нымъ общепринлтымъ основатемъ нистато и высшато алгебри- 
ческаго анализа °). «Числа», говорили математики, «суть коли- 
чества, о которыхъ мы .имфемъ болфе ясное понят!е чЪмъ о ка- 
кихъ либо другихъ величинахъ, и всЪ отношен1я должны быть 


приведены къ отнотенямъ чиселъ. прежде чЪуъ мы будемъ въ. 


состоянии дЪйствительно воспользоваться ихъ синтезомъ и ана- 
лизомъ для отысканя количествъ времени, пространства, скоро- 
сти, движен!я, силы ит. д.> 3). Въ приложени къ иррашо- 
нальнымъ величинамъ -ариометическая теор1я вносила элементъ 
безконечности совершенно также кавъ и методы высшато ана- 
лиза; строгое обоснован1е ея должно было поэтому опираться на 


1) См. стр. 152—154, 159—161. Первые комментаг. Евклида вводили 
съ этой цълью новыя аке1омы въ его «Начала»: см. напр. акеому Лампана 
илн 406е45140да о существ. 4-й пропорц, къ 3-мъ данн. Сатр. ораз е]ет. Еае 9. 
Месаг. Уепеф. 1482. р. 2; Ср. Н. ИеззепЬотп. Ге ОеЪегзефе. 4ез ЕцЕИ4 ацз 
Чет атэЪ1зеВеп 1. 4. 1а%. @атеь АдеШаг@ уоп Ва ею. АЪЪапа], ог 
Сезев. 4. М. 3 Ней, 1880, рр. 149. 150. 

*) [ефтз. Ер1чо|а а@ Уасефта, Рго#еззогет Ма$Вештафат Сзеззевзет 
1696 (Ех омо Напоуегапо р. 59), Ош. 1 рр. 338—339 (№ ЪУ) или Мае- 
зеоз ип1уегза!1з Р. Г. (изъ рук. Ган. Библ. Сет. 7. А. В. Ир. 53): «(2) 
Чита атфет отп13 диап аз Чефеги1пат1 рофезф рег Машегию ..., Бе й6 
0$ таЪез1з ип1уегза]1з эта] 314 веет На.... де Мишего....»; Ргипа Сае. 
Масп, Е1еш. ефс. (изъ рук. Г. Б.) (1) Сет. 1. в. р. 77. Сииат Той ЕЛе- 
шеп{а МаТезеоз^ ип уетзае 'Т. Г. Е4. поуа Уегопае МОССА Ш, Е1. Аг. 
Ргае!аА10о р. 13 (или На]ае Маса. ап. МОССХХХ р. 21); также’ Ныют въ 
наталв Атирт. Ош1уегв. (1707) и Меф. Ех.; ер. Гей МедЦаМопез 4е 
сост 10пе, уег{афе еф 14е1з, Асё. Ег. Г. 1684, Мох. р. 537, Ош. П, Р. Т. р. 
14, Егат. 7Т9Ъ: ‹....сата ага|1узз аа бпеш аздае ргодаеа БаБефаг., соси о 
езф$ ааедиаа, спа ехетр]ат регЁеебаш‘ пезе1о ап’ Вота1пез Фаге розз1т; 
уа]4е 1фэтеп а4 еаш ассей\ помМа патегогат»; №40. Езз., Г. Ш, Ср. ХУ 
$ 4. Егат. р. 24а; Гоейе. Еззау Уо!1. Т, СВ. ХУГ 0 Миашфег, 5$ 1—4, фр. 
211—213; Ваитатъ. Т, рр.’ 409—415; 1. 16, 38, 39. 

*) ЛМероаз баит4етзот. Те Е1ететёз 0 А1сеЪга 11 {еп Воокз, Саш- 
Ьт1асе 1740,7 Уо1. 11, Воок УП, 467, ОЁ 4%е Сотрозоп1ап@ Везойа Йоп о 
ВаНоз, №. В.1[О`Сондервонь (род. въ 11682 и ослвиъ черезъ нЪеколько ме, 
поел рожден1я, ум въ 1739 г. професс. въ Кембриджз) см. Е]. о? А]оерга 
уо1. Г рр. 1[-Х1Х —Тье Те апа Сагаебег оЁ рг. 8., также 7 И.. В. Вай. 
А 13%, оЁ М. а& Салг. рр. 86, 87]. Алгебра С. одна”изъ самыхъ замВчатель- 
ныхъ книГъ своего времени по систем и метод изложеня. 
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тв же принципы истощеня величинъ, о которыхъ мы уже го- 
ворили. Вотъ, наприм®ръ, какъ разсуждаеть объ этомъ Лейб- 
НИЦЪ '). | 

‹(1) Мадпйи4о в», говорить онъ, «(пой ш те ехрт- 
шИиг рег патегат ратйащ, сопотцепыиш тет Чабае, Чиае 
Мепзита арреПафиг»›. 

‹(2) Нотодепеа зип. Чаогии паса 1тез пишегз ех- 
рений роззииф еапет аззишет4о рго ошп!из шепзигали фап- 
Чицаш поцает». 

‹....0]етиз...1и тах: а@Ьете....сопбатет  Чиап4ал 
тмепзатае @ГУз1опеш. ..еф б4ет рег Чесишаз её Чесппаз 4есл- 
шатиш зеа сет зпиаз 6 шШезипаз её рогго, пота [06 
подо ФгасНопез Чеспиа]Иег ехргеззае фтаебатр роззииё Тизбат 
пЦестогит. 4101 1001$ Чеса1са ргостезз1оте.....ехВ ети зо1епб» О 

‹...91 асыопез ргоседатф п шйпЦит, пеб ш пп пи- 
шоетии азота Пеш Ицертиш уе] гасит зиштат4о со 
роззтф. шастИа4о аезйталда тИЦ... Лласоттаетзига119....Рогго 
соттпиеш шепзпгаю шуезЯеат1 Паее гафо ргодНа е85 а 
Май\ета св, 1 зпо 1060 ехропешиз, $ а тауоте ефтапабиг 
110$ (00ез Пет рофезё. Вез@иии Чеш4е тигзиз повез Й- 
отр р0фе9 аб 1рзо Моте.... 91 гез\иа зпрегзф шт. тии 
‘мсоттерзитаю ез огилф 4пае ргпиае фпапаез.....; 324 1рза 
зег1ез циометиии $1 сеа. 1ее сопёфоь, 401 ехрепиит® 440968 
ци атог а ргеседетёе ефга№! роззЙ., сотрагамотет зетет- 
саж @цагиш шаспба@ ии а 3). Гфегии Вейоне Чпа- 





1) Грива Майет., Ое Маспйа@те её Мепзига, изъ рук Ган. Библ. 
Сегь. 7. А. В. ИТ, ТУ, рр. 35, 386, 39, 40. 

2) Ср. №шюп. Ме\. Ех. Гибтодае йо, Ор. е4. Сазё. #. Г, р. 32. 

3) О выраженши иррац. велич. непрерывн. дробьми и дееятичн. др. см. 
`еще Тейт. Пима Кегаш Маф. Меарвузеа (изъ рук. Ган. Библ. ок. 1714г.) 
ет. 7. А. В. ПТ, Ш, тр. 23, 24. ши. Маф., Ше Вабопе © Ргорог#&1опе, 
Сегь. 1. с. рр. 49, 43, 47, 48; Зрестеп Сбеотейлае ГлаеЙегае (изъ рук. Г. Б.) 
Сеть. 7, А. В. ТЦ. беош. И, рр. 267—271. О перо. дее. др. ср. Иа. А1` 
сета, вар. БХХХИХ ; ср. еще теор1ю несоизм. вел. и непр, др. У Сондер 
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Чыш роззишиз солереге, ошпез доапНафоз Потозелеаз 6556 
Уеа6 сопииепзигао ез 1ифег 36. Ипоепйо 3686 @етмепит 
Э14иоф шИпИезииит уе] шНпНе рагупш. Тай ИсНопе соп- 
баб саеииз ГосатИ шогим, сего аНачцо_ Еешеню ГозатИ. 
пиво сопзфифо 1). Бииз ЙеНо 10впш Варе ш беошевча,.... 
Еф Ваеб смо паПиш рофез аегте етгогеш, ша еггог пап: 
чаш 1$ ша]ог рагйсиИ$ аПацо$ е]етещат из, аи пиПат 
сиш {00 сошрагайопет Пафеф. деЧио позбга шеомрата ии 
Гешшафа у1@еатаг. Опае 31 рго рагИеиИз е]етевфат из йс- 
15 зеи тЁпЦе рагу! аззишашиз уегаз 2591 2па0ез Чиап- 
01 еф рагуаз, 09411 рофезф. етгогош чи т гаНостатао 
а1115808 У1Фет! розз, штогеш е5зе Чи0у15 або оггоге, 4 65% 
пиПаш аззепат! роззе.....» ?). 

Сообразно съ такими воззрёями раетирлется и самое по. 
няте о числь, которое по опредЪлению Ныюотона есть «не столь- 
ко собране нЪеколькихъ единицъ. сколько отвлеченное отно- 
пене какой нибудь величины къ другой однородной съ ней. 
принятой за единицу» 3). Съ этлхъ норъ геометры мало по ма- 





сона, Е]. оЁ А]с. +. Г, Воок У, рр. 275—290 (р. 28$: способъ Котеса для ВыЗ. 
непр. др.). 290- 313 (0. пеот.) (№. В. рр. 308-313 —сумы. пер101. непр. 
др. пом. квэдр. радик.); ер. 5. СймИ ог. Зют1а ае о зу рро. деПа беота ае Пе 
[г. сопф. ее. та. 4. 1е4. А. брагадпа, ВаП. Вопе. 1, УП, 1874, рр. 249— 
253 °6 13). 

*) Ср. стр. 132 и прим. 2 тамъ-же. 

Ор: стр: 82. 

*) Меир. Ат т. Оу. въ началь; я пользова ден Франц. перев. А. 0.: 
Ат тб Идие ОзуетзеИе 4е Мезуюп 4. аи 1а п еп {". ауес аез по{ез ехр1. 
раг № Веаи4еих. 2 у. Рал1з 1802, у, +. Г. р. 9 (сер. &. рр. 5. 6, Баитатт. 
Т, рр. 475, 416, 480—482); эгимъ поняемь объ огвлёч. отнош, Ньютонъ 
пользуется во везхъ своихъ сочинен!нхъ; ср. Госёе. Еззау, Воок 9. СЪ. 
28, $ 19, рр. 16, 17. И” фаве огфтаму аз с1еат (от сфеатег) а понов ор Ще 
гейм оп, аз о} из Гоип4айоп и Ма 4 аитт Тт. о Е. Титодие. Ам. В 
учен\ю о пропорц. и отнош. въ разем. эпоху сем. Гей з. 1. В. М. Ме. 
(упом. въ прим. 3. на стр. 247), Сет. |1. е. р. 93 : ‹.... омаю Везно. 
пит зиарИе1:зйта ез, длае ЧФсИаг Вайо уе] Ргорогйо, еадие езф Ве]амо 
Чиагит диап али Вошосепеагаш, дцае ех 1р315 5018 огфаг зше {его Во- 
шозепео аззит1ф0». Это доьольно неяеное опред. было принято какъ основ. 
учен. 0 проц. и Хр. Вольхомъ въ Е!. Ма. Оп. Сар. ИЕ Пе 39, Агё. 126 
и 95. 1, 2, Атф. 127, е4. Уег, р. 37, е4. На. рр. 55, 56. пи. Маф. 1, с. 


Аа Ая 
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лу почти совершенно перестаютъ дЪлать разлищше между сло- 
вами величина, количество и число !). 








Геометрамъ былъ открытъ й другой путь въ учени о ве- 
личинахъ, намфченный уже раньше Валлисомъ 2). Это — про- 
грессивное развит1е аналитическихь символовъ, которые можно 
разсматривать какъ своето рода величины въ силу распростра: 
няющихея на нихъ формальныхъ законовъ алгебры; еще новое. 
безконечно обтирное поле для такого развит!я доставилъ алго- 
риемъ высшаго анализа Систематическое проведене такого 
взгляда было очень важно. —существенно необходимо въ при- 
ложени къ формамъ неприводимымъ ний въ какой области ре- 
альныхъ представленй. Особенно ясно сознавалъ это Лейбницт. 
который не разъ возвращается къ этому предмету въ свойхъ 
письмах °) и мемуарахъ. Въ одномъ изъ этихъ мемуаровъ 


въ прим. 1, на етр. 247, рр. 40 344., Эрес. Сбеот. Ге. 1. с. рр. 267 заа. Ср. 
въ перепиекв Л. и ЁВларха: 5.ше 6сг. 45 М. Г. её 5-тше тёрм. 4е М. С., 
Етат. рр. 770, 782, 738а. Ср. еще Лас. Вегп.. Ор. № ХХХУ — диссертацию 
Роз. Маетайсае @4е ВаМоп!риз её Ргорогф. Ваз. 1688, рр. 363—373, не 
предет. впрочемъ вичего дост. вним., кром® н%Ъскольк. замвчан1й о безк. и 
несравн. въ концз. Алгебра Сондереона содержитъ въ себз превосходное 
изложен!е и защиту Евкл. уч. о проп.: ем. уо1. Ш, Воок. УП. Аг. 261—291, 
_ рр. 487—467 (ср. также 04. Ать. 292, р. 463 въ связи въ прим. 1, на етр. 
215). Маклоренъ замвнилъ методъ древнихъ своей теор1ей хлюкс\Й основан- 
ной на предетавл. о времени и скорости; связь между обоими учен. уетан. въ 
теорем® Г. 1-Й книги Тг. о# Е|1., СА. 1, Аг. 16; Ср. Агсыт. 4е Пп. вр. 
Ргор. Т, П, ба. О1зсога (1638), бог. 3 СТЬ. 1--УТ), 5; Маргег. Резерно, 
ег, 1 &2; Ноббез. Ое Согр. (1655) 13, $ 6, Гм. 2. 

*) Объ истории разв. пон. о чгелЪ см. И. ©. въ прим. 1 на стр. 161; 
Д1оФфантъ уже употреблялъ дроби наравнЪ съ цвл, числами и пользов. 06об. 
для нихъ 0бознач.; ср. прим. 6 къ стр. 72 и Неай. ПлорЬ. рр. 73 заа., №з- 
зейтатт рр. 299. 300; ср. еще Ватгош. 11. М. №ееф. ПТ еа. И, рр. 55—60, въ 
ое. р. 59: «@иой уего зреефаф а@ заг4оз Возее питегоз.... 1103 вотр!атез 
‘ргорг1е пиатаегоз еззе песап$........ М1 уего шшае ааа е36, дат 1 
пошег! рат! ]даге патег! сепзеп41 911%...... Аи! 32413 озбепаин$ №1 пп- 
лег! (4408 рго1а4е поп 1еопегае Сеотей#соз арреПШа$ З$еуаа$) плашегит› 
(МВ) ‹а шазо ад ше п! а1егге ге1рзА ; Чиоз сетфе пес 1рзА шепбе рибет 
аЪ3$гай1 роззе ар оши1 тасфа@1те. ()и1 еппа аЪзёг`ае эеп1йееф \/2? ефе.>. 

2) См. стр. 163 и сад. 

3) Въ особ. въ письх. къ Валлису 1696 1699 г., Сет. Е. А. В. 1У 
ВнеЁ\, 2, [. ппа \. №№ 1-ХИГ. Би. %. Ш рр. 91 44. и Та. Орега %. 
ИТ; МВ. письмо Валл, къ Л. Охоп. ли 30 1697, № У, бег. р. 38, Ри. р. 115. 


\. 
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онъ начерталт полный плачъ общей математической науБи, 
Ма{№езе0$ ип?уегваз. изъ котораго мы сдфлаемъ небольшое 
извлечен1е 1). 

‹..бетриз е3ф, 6 айтопеатиз Чат! са]1еч аш гестеззиии, 
ситаче поп зетрег еззе т рофезфайе.... Мп Шсеф и Мите 
{2ез 1ш4е ргодеатф. Чпа]ез Пасфепиз Чтафбауйоив, Иместт 861- 
1сеф, 401 сопзфепф ех ргосте@1ете шепзигае гереЙ®оте....Рго- 
Чеппф фашеп зиссейаптеа; петре сиш зи асю итИа езё, пи- 
шег! ргойециф педай; саит Ч ИгИа е8, пишег! Г7асй; 
си ехбгасю ПтНа ез6 пашег! 570. Т@етапе е5$ 4е Чиап- 
{Цай из, 400 4е пишегз Наее засседапеа уеге зайзастииь 
0$ ехафе. ехИШегие е Наш ш пафига аеба 1750 ро5зит$. 


Палбиг 6 циапи\ез В’апзсепаетщез. фз аф Иа Фсат 
3ит413 зит@10тоз, (иае фатеп ш беотефй1а её пабига асфи 1р- 
30 ехпШещиг..... 


Патаг в пап \(ез шазяетаюез, еаедие уе! шбпИае 
уе] шйИпЦе ратуае зеп шйпЦезипае, еаефие гатзиш уатИ ста- 
41$. Фпае 691 рег $е поп ргозтф. ргозииф фашеп пой таго 
а@ (пап афез ата Иез рег тазяепаюИит алафаое$ шуе- 
п1еп4аз; её ошипо ш отит фгапзсеп4етйа И\етует аПачца 
с0п51ега$1о шйпИЛ ап шИпЦезии.... 


Ошпез фашеп орегаопез тестезууа зец соагфабае зет- 
рег Вет! роззииф ш@са@уе, рег побаш $6116ее% зааш рторгал, 
6491 поп зешрег ехрИсЦе уе] аби 1рз0.... 

Офгаш уего гез рег Сайсиаш ехасфе Йегт Чиеаф, ап уето 
фапфиш о’далисе рег беотейтаю её Мафагат, фаш деши ар- 
рате1ф. сит ассе4еф ШЩегагит ехр Исто рег питегоз реста]ез.... 

Гибег4ит орегабю ехрПема, и поп ртоткиз заесе т, 
забет фашеп ргойе а@ ша]огет зпирИейжмет.... 

Юитаиз уе] робиз Аадсайз.... тат {ам рго уаабе 


1) Майеяз ОпеегзаЙз 1. с. въ прим. 2 на стр. 246, рр. 68, 69, 71, 73. 


ИРУ ЧАЧЩИИЧЕ Я Ро. РУ 


„>. д 
УЗИ) = РУСЗН 9 





“5 
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охбгайепйае га@1с1$, фиат рго уатефе еотиш, ех дииз ех- 
апелтйа е3 1). Вах ехиаНеп4а ез$ дир!ех, рига уе] ареса. 


Ех игайопаНЬиз огиифиг дпапИфабез Парозз Иез зеп 
зтадтатие. диатии ига 65$ пабига, 6 бмпеп поп сошешт- 
пепда и Иаз; ©6591 еп Трзае рег зе аПш@ пироззИ.е э1- 
оп! сет, фатеп поп (апп озбеп@ии® ощешт ппрозз а, 
еф Чпошойо дпаез8о сотмеют рофиет, пе еззеф пирозз Ив, зе 
еНали ИЦегуеши 1рзагиш ехргии! роззииф 4па0$16{ез теаез» ?). 


Различные аналитическе вопросы, по мзрз ихъ усложне- 
ня, доставляютъ такимъ образомъ разные новые виды чиселъ. 


т) Ср. 9544. р. 72. 

2) Ср. первое письмо Л. къ Гюйгенсу и отввтъ Гюйгенса (1674 г.?) 
0 непривод. елуч. ур. 3 ст. и мним. выр. бей. Е. А. В.П, ур. 11—15, пись- 
ма Л. къ Ольденб. Рат1з 28 Оес. 1675 и 27 Апо.. 1676, Сотт. Ер. №№ ХЫИ 
и ШУ (р. 139), Ош. ПТ рр. 35 и 54, Сей. Е. А. В. Т. рр. 86, 88 и 120 и 
въ 0606. Л къ 0. 21 Таз. 1677, Сотт. № ВХ, рр. 202—203. Ош. Ш рр. 
36—87, Сей. 1: в. рр. 161—162, гдв онъ говоритъ о доказат. веществ. кор- 
ней въ неприв. случ. ур 3-ей етеп. поер. разлож. въ ряды радик. 3-ей степ. 
изъ мним, биномовъ; ер. Ер. УГаП. аа Г. Ох. 22 Ли. 1698, отвзтъ Л. Нап. 
29 Пес. 1698. пиеьмо В. Ох. 16 Лап. 1698/9, (Л. къ В. 30 Маг. 1699, В. къ 
Л. Ох. Арг. 20 1699), Ош. ТП. рр. 121—122, 127, 130; бегё. 1. с. рр. 46—47) 
_ 53, 56—57. (62. 66): Валлисъ старал`я гередать Л. свое учев1е о мним. велич. 
(см. стр. 167-170), которое Л. не понялъ или не обрат. на него вним. См. 
еще письмо къ Вариньону 2 {еуг. 1702 11. с. въ прим. 1 настр. 233; Ое Ве- 
зо] а оп1риз Аедиаоташ Си. 471та41еаПат, Че гад1е1раз теаЙ из, дпае 
егу. пас. ехргиоаиф$атг, едце зехфа апа4. орег. а’ т. (рук. Г. Б.) 
Сетв. 7..А. ПТ рр. 138 3494.; ‹....зеадит поз ВаЪ\игоз ОрегаЙоплз.. депиз:.. 
Варез иг Ве/огтаНо зеа ВедисНо ехргезяопак ппас.... а@ геа]ез›. Ср. за- 
мвчан1я Маклорена объ алгебр. выраж. Тг. оЁ Е]. Взок П, СВ. Т, Ат. 699 
р. 577 у01. Г; баип4етзов. А1сега у. П, Арреп@х рр. 743 —748: письмо де 
Муавра о непр. случ. ур. 3-й степ ‘Овобаго вниман1я заслуживаютъ разеуж- 
дення Ньютона о непрерывномь переходв не равныхъ веществ. корней въ 
равные, а затВыъ въ мним, сопраж. въ АтИй. Ошу. (О природв корней урав- 
нен1й, пер. Везидеих 4$. П фр. 6, 7, ер. замЪчав1я Л Маме въ Н13. 4. М. 
- 5. У, рр. 195—197): ‹Аедиайотит ъего га сез» говоритъ Н. «заере трозз без еззе 
аедиит е31. пе сазиз ртоетимит, 4иё заере итрозз?0Щез зитё, еж феатё розз Без» и 
далЪе: ‹Еф Вос шо4о ш омп!Раз аедиаНМоп!5 из. апоеп4о, уе] имицепдо фег- 
111108 еагиш, ех шаециаЪиз, 4цае рг!по аедиа]ез, 4еп4е питрозз Иез, еуа- 
Деге з0]еп$, Еф 1п4е 86 по га@1еат Пирозз 5 Шиатш пашегиз зетрег 316 раг.›» 
Объ этомъ замч. предетавл, намъ еще придется упомянуть впосл, 


: 
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Лейбницъ, между прочимъ, первый обратилъ вниман!е на прос- 
тъйция изъ трансцендентныхъ чисель — корни показательныхъ 
уравнен1й ') и на корни уравненй, въ которыхъ неизвЪетное 
входитъ съ иррашональными показателями: эти послфдн!я чиела. 
служапия какъ-бы границей между алгебрическими и транецен- 
Дентными, онъ называлъ интерсиендениными 2). Аналомя су- 
ществующая между алгебрическими степенями чиселъ и диффе- 
реншалами различных порядковъ привела Лейбница еще къ 
одному интересному виду величинъ—кЪъ дифференщаламъ дроб- 
ныхъ порядковъ. Вотъ какъ онъ пишетъ объ этомъ маркизу 
Лопйталю. 


«Вамъ конечно говорили о замфчательной аналоги. которую 
я открылъ между разностями или суммамя съ одной стороны и 
степенями. или умноженями и дфлешями съ другой 3)...... 
Съ этой тозки зря сумма есть ничто иное какъ разность 
отрицательнато порядка, и можно даже предложить себ во- 
пробъ о томъ. что такое разность показатель которой есть дроб- 
ное число; эту разность можно выразить ре’ зеает афищат, 
5е4 ди её т Сеотейча? 


ОЕ я прибавлю нЪеколько замЪ чан! выведенныхъ изъ 





') См. прим. 9 на и 185. 


2) Си. Р. 5. письма къ Валлису Нап. 28 Май 1697; Пи ПШ р. 1097, 
\/? М 
бе. АМ ДВЕ 0$ \/2 зеи рофезёаз 4е 2 сп]из ехропепз 
1 
8 КУ. «Ср. Ер13$. розф. Меу/{юоп1 а@ 019. А. О. 24 06%. 1676 въ конц; 
Сотт. ер. р. 190. Ри. ПТ, р. 71, бет. ЕВ. А, Гр. 146, М№ и. Оризе. ед. Саза. 
В р: 35 


*) Ср упомян. въ прим. 9 на стр. 180 статью бушо|. Метог, еёе.; 


(М1зе. Вег. 1710, рр. 160—165); Ер. Гейт. а@ Тот Вега. Нап, г Мау 1695, 


8 
24 Тап. 1695, доб. В. аа Г. 18 Тай. 1695, Сотт рЪ. & т. %. Г. гевр. рр. 


46 -47, 66 & 54, Сей. Е. А. В. Ш рр. 175, 191—192 & 181. 


© й оф, 


4 
* 
з 

я 
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ту 
путях 





-- 


упомянутой аналоги, наприиЪръ, р ‘е-Ну= 


уу У 2 р 
о ефс. == р‘, ру р * т. р-р °х. рлу—р о‘ ж. рЗу ее. 


Еодем тодо лу 4—4. аа“. 


® 


Е 2 90 бе или: ина96., осо. уаз 


> © № ®з 
— 1/2 — чу \ ф-- ау \ \ г—4у\ 22 ее. а полагая (4 постояннымъ, 





- р 1 3(]21/— 1 р 
о Ее у — : ЕЕ, 43 


6с.— предложен!е найденное другимъ путемъ Иваномъ Бернулли. 
и которое я яашелъ нЪоколько лЪтЪъ тому назадъ еще другимъ 
е10бобомъ, отличнымъ отъ его метода, и который я ему с006б- 
я Я вывелЪ и боле общее предложене изъ той-же 


И 
Получимъ \ уах ПИ 


Е И: 
аналоги, ибо каБЪ р у== т И К, оТАвНыя 
И е 0 е Те—1 1 ” 
Оо +4 О а, ид титзиз рто х роея 


рота 4х еЁ51 5 диап аз педайга == — п, сопъетеит и \ Е 


Отсюда видно, что можно выразить безконечнымъ рядомъ 
1 


такую величину какъ 4*2у, пли Фу, хотя это кажется не- 
изЪющимъ близкаго отношеня къ вопросамъ геометрии, въ ко- 
торой разсматриваются обыкновенно лишь разности съ цфлыми 
положительными показателями или съ отрицательными — какъ 


6 
1) Ср. прим. 4 на стр. 198; Ер!зё. Г. а@ Зов. В. Нам. 16 ее. 1694 


Сотт, 1. Т. рр. 91, 99, бег. 1. в. рр. 155, 156, Ер1зё. Зо. Веги. а4 Г. Ваз. 
4. 17 3%. у. Лии 1695. Сотт. Т. рр. 75, 76, бет. 1. е. рр. 199, 200. 


20. 
3) Ер. ай ЛоБ. Вега. Нам. 30 Ос+, 1695, Сотип, %. Гр. 99, Сет. 1. с, 
рр. 221, 222. 


2 
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суммы.... Однако это можно объяснить до нкоторой степени 
й геометрически: представимъ себЪ ординаты х возрастающими 
въ геометрической прогресош, такъ что 4х==243: а, гдз 43 
постоянная величина, или (принимая а за единицу) 4%= 448. 
тогда 442 будетъ 2. 43°, 43х будетъ=а. 43° ев. и вообще 
фф=а. 43’. Отъ такато искуественнаго пр!ема дифференцтальный: 
показатель перейдетъ въ степенной, и подставляя обратно 
43: < выЪето 43, мы получишь 42=4:: 1. 2; откуда блф- 
2 


дуетъ, что Ф:°& равно &. |/ 42 ‚2. МнЪ кажется. что изъ 
этого парадокса извлекутъ современемъ очень полезныя прило- 
жен1я, ибо нфтъ безполезныхь парадоксовъ» 1). 

Развитию символической алгебры не мало сиособетвовали 
успзхи едфланные вЪ самой техникЪ алгебрическаго исчиеленя. 
Ёъ началу восемнадцатато столЪя математики стали употреб- 
лять ВЪ элементарной алгебрз однообразныя удобныя обозначе- 
ня, почти тактя-же какими мы пользуемся теперь 2); вошло въ 
обычай пользоваться формулами съ неопредЪленными числовыми 
элементами °) и обозначать одной буквой не только положи- 





1) Письмо Л. къ Лопиталю Наю. 30 зерь. 4. п. 1695, ег. Е. А. В. 
П, рр. 300—302; см. Ер. оц. Веги. а@ Г. бгоп. > ее. 1695, Сотт. $. Т, 
р. 104, Сегй. Е. А. В. ПТ р. 225; «Пиегий я т зй пижмегиз Шасфав уе] 
1тгайопаз, @1еаз п11 Чиаезо 41 3 47ху, ап диап аз, ап ди1@ ааа ? 
«Отвзтъ Л. Нап. 28 Оее, 1695, Сотт. р. 107, Сеть. р. 223; также письма Ло: 
пит, къ Л. А Опачез ]е 1 Оее. (1695). и отв. Л. 15 Лап. 1696. Пет. Е. А. 
В, П. рр. 304 и 311 гезр.; ср. прим. 1 на сгр. 179. Си. еще: Р. Татау. Г. 
а4 ипа Когт. 4, [.215012, Ва. Вопе. +. Т рр. 177—186. 

2) См. Гепа. Мопашт Че еВагаеег из А]оерга1е1з, М1зсеПапеа Ве- 
гой. Т. Т (1719); ры. ПТ, № ГХХУ, рр. 416—420. беё. 7. А; В. Ш рр. 
218—221: ‹....у1зашт езё ехропеге, чиоо4о СЬалае!егез аа Веаюфаг Геф- 
п апо тоге, дает 1т 13 М1зсеПапе1в зесиии! зитиз». Вмвето знака умн. 
><. предночиталъ упэтр. знакъ /— для 0б03н.. нерав. ^^) (больше) и. 
(мовьше); обозн. англйзк. школы въ ковцВ разем. пер1ода (кромз своеобр. 
обозн. исчисл. Флюкс.) ничемъ не отлич, отъ соврем. 

3).. . М№ежюниз.... ргийиз.... ш@ебаЦаз 41опбабат [041еез ш Оре. 
гаНопез Апла[у зеоз 1бтойахИ», Соуип. Ерёз., Вевеляю Тит р. 6; см. Юр 
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тельныя, вещественныя количества, но и отрицательныл, и даже 
сложныя формулы 1). Сверхъ того область элементарнато ана- 
лиза значительно расширилась введенемъ въ нее. независимо 
отъ представленй высшей математики, тригонометрическихъ ве- 
личинъ. На эти величины н%®которые теометры стали смотр®ть 
не какъ на числа возникающ!я исключительно при ршен!и за- 
дачъ объ измзрени треугольниковъ, а скорзе какъ на опре- 
дфленныя перодическя функши положения точки, вращающейся 
по окружности извЪетнаго рад1уса. Положенйе точки во вра- 
щени характеризуется длиною пройденнаго пути, а тригономе- 
трическая величина получается построенемъ зависящимь только 
отъ положеня точки въ пространствЪ, откуда и слздуетъ. что 
при непрерывномъ и непрестанномъ ея вращени въ ту или 
другую сторону производиться сплошная или разрывная система 
или мЪсто пертодически повторяющихся значенй функц. Та- 
кого рода воззрвня мы уже инли случай замЪфтить у Котеса ^). 
Тригонометрическя величины вошли такимъ образомъ въ обиий 
классъ простЪйшихъ функц, аргументъ которыхъ можеть при- 
нимать всевозможныя значеня отъ—00 до +00. Оставалось 
только выработать систему формулъ, которая позволила-бы свя- 
зать однимъ общимъ алториеомомъ анализъ тригонометрическихъ 





рт1ог 13. Мезжюш1 а4 О14епЪ. 13 Зап. 1676 въ вачал. Сотт. р. 181, Ош. 
ПТ, 37, Оразе. е4. Саз+. 308, бег. Е. А. Г. 101, 102; ср. изсавд. Лейбн. и 
друг. упом. въ прим. 2, на стр. 239. 

1) ‹Стедо 01. Бе и.... Медие оЪзегуаззе у14етаг шогеш шейт 
оепега] ег изиграп@1 ГлЫегаз рго Опап {а Таз са 3101013--@©— аНее М8 ... 
Ное шойо Ё1о10 МиИрИсайопет 'ТЬеотетаф ии, даае аПАз 11 пииат 10“ 
ет стезсегею*». М ий. 3ш Ер. роз. а@ 014. И. е. въ прим. 2, на стр. У, 
Оотт. ер. р. 178, Ош. 69, 70, Саз. 346, З4Т, Сет. 138 О Ньютоновой теор1я 
отр. вел см. Аг. Ию. фт. Веаиа. у. Г рр. 3, 4, 21, ср. ИИ 1. в. на стр. 166.— 
Тейийз. Ма! еззв вх. 1. с. р. 67 ....2&51 Васепиз ....отшиа ая ....бап- 
ино Гогпауегиваз ехрИеае, зеп асфа 130, роззатё {атеп е Гогтаат1 пи- 
иене зец 1и4фсайье ее». 

2) Стр. 203, 204; Ср. также Ое Моте. М1зе. Ап, р. 21 (аа Сото|. 1У) 
и Масашчи. Тг. о Е. Воок И св. ПТ Ам. 165, у. Пр. 624, гдЪ гово, 
рится о дугахъ круга заключ. въ сс0% нЪсколько окружн. 


у 
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й другихЪъ элементарныхь функц "). Основаня такой анали- 
тической тригонометр!и были впервые предложены петербуртекимъ 
академикомъ Фридрихом Христёаномь Майеромз въ 1134 г.?). 


1) Объ истор!и тригоном. см. РИефегет и. Войтетбетдет. ЕЪфеве Тсопо- 
шее шИй Апу’еп4апсео цоп Вейтасеп 2аг безе ее 4егзе]Ьеп. Т&Бпоев 
1802; см также К. Ио. Наваь. 4. Азёг. Агф. 61—63, рр. 163--175; основа- 
занемъ гонтом. древн. (исчиел. хордъ) служила знаменитая Итоломеева те- 
орема о впис. четыреугольн. (ем. А\пасез{е оц еотароз16. пафВ т. Че Р{о1. 1та4. 
еп Егапс. ау. е 1ехёе стее её сотта. рат Найта её Сеатйте. У о]. Г, Рат1з 1813, 
р. 29. Сато. Уот. рр. 352 з44.). Объ индуеек. триг. (иеч. еинусовъ) см. 
Сатог. Уог]. рр. 559 — 562, о триг. арабовъ (иеч. танг.) #54. рр. 633, 641, 
649; формулу для Эш (а--Ъ) доказалъ въ перв. разъ 44“. Котапиз въ конц® 
ХУГет. (см. 7, И. В. ВаЙ. А зВ. асе. р. 206, ®); хормулы для Эш (а) 
и Соз (а-Ъ) дахъ Ватёо. Рзсиз, въ соч. Тгоопошей1а. Апоизв. У1паде|. 
1600; см. Сегйат4. Сезей. рр. 93—95; доказ. Форм. дзя фапе (х-Ну) ем. у ов. 
Вегпоц!11: ТБеогеша Моуит, Вафепз ай Ш ает ш 414. ша. апс, пес 
поп 1ш воп4ера1з ТаЪ. б1а., Таро. & бес. Асё. Ет. Г. 1122 Л. рр. 361 заа: 
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